
COMMENTARII　MATHEMATICI
UNIVERSITATIS　SANCTI　PAULI
Vol．　46，　No，　1　1997

ed，　RIKKYO　UNtVIMATH
　　IKEBUKURO　TOKYO
　　171　JAPAN

Zeros　of　Certa蓋n　Modillar　Functions　and　an　App蓋icat蓋on

by

Tetsuya　AsAi，　Masanebu　KANEKo　and，　Hirchite　NiNeMiyA

（Received　February　3，　t　997）

1．　Main　result

　　　Let」’（T）　be　the　classical　elliptic　modular　iftvariant，　which　is　a　holomorphic　fuftctielt

in　the　upper　half－plane　H，　is　invariant　under　the　action　ofthe　modular　group　SL2（Z），

and　has　a　simple　pole　at　infinity，　Let　op．（J’）　be　the　monic　polynomial　in　／’　一一」（T）　obtained

from　」’ iT）一744　by　the　action　of　the　n－th　Hecke　operator　（the　precise　definition　of

which　will　be　recalled　later），

　　　　　　　　　　　　　　　卿（・））一・（ノ（・｝一744）i。陶　（・一口，2，3，…）・　　　（董）

In　this　paper，　we　prove　the　following：

　　　THEoREM　1．　For　each　n，　all　the　zeros　of　the　po！ynomial　op．O’）　are　simple　and　lie

in　the　interval　（O，　1728）．

　　　　As　has　bee無k獄◎wn　si盤ce庸e　w◎rk　of　F．　K．　C。　Ra捻kin　a擁d　H．　P．　F．　Swi簸簸erto擁一

Dyer　［8］，　the　values　of．i（T）　at　the　zeros　in　H　of　the　Eisenstein　series　Ek（T）　ef　any

weight　k　on　SL2（Z）　always　lie　in　the　interval　［O，　1728］，　or　equivalently，　all　the　zeros

of　Ek（T）　in　the　standard　fundamental　domain　lie　on　the　unit　circle．　This　result　was

generalized　by　R．　A．　Rankin［刀沁certain　Poincarξseries．　Furtherm◎re，　the　zer◎s

ef　AtkiR’s　orthogenal　pelyfiomials，　as　well　a＄　ef　certain　“hypergeemetric　modular

form”，　both　of　which　are　studied　in　a　joint　paper　by　D．　Zagier　and　Kafteko　［5］　and

have　an　intima．te　connection　to　theノーinvariants　of　supersingular　elliptic　curves，

have　the　same　property．　（Here　we　mention　that　the　Eisenstein　series　is　also　related

to　the　supersingularJLinvariants　［9］．）　Our　Theorem　1　supplies　another　example　with

this　seemingly　peculiar，　and　not　yet　fully　understood　property　of　zercs．

　　　　As　aR　apPlicat沁難◎f・this　the◎r鱗we　ca難glve　a額賊e欝esti擁9　Pr◎・f◎f　the

following　fact．　Let　」（q）　denote　the　Laurent　series　in　q　＝　e　2ffiC　of　the　Fourier　expanison

ofノ（τ），

　　　　　　　　　」（q）　＝　一L　＋　744　＋　196884q　＋　21493760q2　＋　864299970e3　＋　…　，

　　　　　　　　　　　　　　q
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and　r．　the　coeMcient　of　qn　ef　the　reciprocal　of　」（q），

　　　　1

　　　　　　＝　2　r．gn　：g一一744q2＋35665293－14e361152g‘＋4933668219095一…　．
　　」（の　。≧1

　　　COROLLAR￥2．　Tke　signs　（～ブ伽ωくfi7eieKts｛ef▽」（のare　strict！y　alternating，　in

・ther・W・rds，（一1）屑r。　is・al照アs　a　p・謝V8漉987．

　　　We　derive　this　from　Theorem　1　using　the　follewiftg　expaftsioR　formula　gf　the

reciprocai　of　」（q）一／’，　where　／‘　represents　a　variable：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　董一愛ψ轟（ノ）星，　　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（の一ノ　。一・　　n

where　the　symbol’denotes　differentiation　with　rcspect　toノ．　The　fbrm謡a（2）ls　obtain－

ed　as　a　corollary　of　a　special　case　of　an　expansion　formula　for　certain　Green’s

kerRel　fuRctioRs，　which，　as　will　be　recalled　in　g　3，　has　appeared　in　several　places，

notably　in　R．　Borcherds’s　work　on　the　Moonshine　Conjecture　in　an　equivalent

form　as　a　product　formula．

　　　From　Theorem　1　it　is　obvious　that　the　sign　of　ip　A（O）　is　plus　for　odd　n　and　minus

for　even　n，　which　readily　proves　Corollary　2　by　virtue　of　formula　（2）．　We　note　that，

as　Borcherds　and　Zagier　pointed　out　to　us，　the　cerollary　can　also　be　proven　directly

by　investigating　asymptotic　behaviour　of　r．　through　residue　caluculation．

　　　IR　the　next　sectieR，　we　prove　Theorem　1．　lk　g　3，　vve　discuss　the　expafisioft　fermula

mentioned　above，　and　also　discuss　briefly　some　results　similar　to　Corollary　2．

2。　T血elocatiom　of　zeros　of艦（ノ）

　　　　By　definitieR，　the　Hecke　operatcr　llXR）　（n　＝＝　1，　2，　3，　…　）　acts　en　a　modular　form

f（T）　of　weight　k　（on　SL，（Z））　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　（fikT（n））（・）一・㌦Σ。。d－k／eτプ）・　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0くわくd一1

0r，　in　terms　of　Fouier　series，

　　　　　　　　　　　　　　　（Ak7’（n））（g）　＝．1！．　（，．，　，i￥i　］，．，．，　dk”a（！Zl／L））qm，　（4）

vvhere　f（q）＝：2．．za（m）q　M　is　a　Fogrier　expansign　of　f（T）．　（See　for　instance　Serre

［IO］．）　ln　this　section　we　prove　Theorem　1，　which　asserts　that　the　zeros　of　q．O’）

（defined　by　（1））　are　all　real，　simple，　and　moreover　lie　iR　the　iRterval　（O，　1728）．　To

illustrate，　we　give　the　first　few　ip，（D　and　their　zeros：

　　　　　W1（ノ）諏ノー744　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　744．0◎◎，

　　　　　q）2（ノ）＝．ノ2－142Sノ十159768　　　　　　　　　　　　；　116．491，137L509，
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　　　　　q｝3（ノ）ニ＝ノ3－2232／2十養◎6995（iノー36866976；　37．3笠2，632．482，韮562．2◎5．

　　　　For　the　proof，　we　may　assgme　n　22．　Let　D　denote　the　standard　fundameRtal

domain　in　the　upper　half－plane　H　under　the　action　of　the　modular　group：

　　　　　D＝｛τ　ff　H：1τ1≧1，一1／2＜Re（τ）：≦1／2，　and　Iτ1＞Iif一　1／2＜Re（τ）く0｝．

Then　let　C　be　a　part　of　the　boundary　of　D　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　＝　｛T　E　H：　ITl　＝＝　1，　e　s；　Re（T）　s｛；　1／2｝　．

IR　the　followiRg，　we　censider　the　functicft

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鑑（τ）＝ψ。（ノ（τ））

on　the　arc　C　Recall　that　the　map　T　HI‘ iT）　gives　a　1－1　correspondence　between　C　and

the　interval　［O，　1728］；　in　particular，　the　function　F．（T）　takes　real　values　on　C　because

毛he　pdy無◎搬ia墨｛Pn（ノ）has　rati◎na灘iRteger　c◎eMcients．　Since　the　degree◎f《Pn（ノ）霊s　n，

it　is　sufficient　to　show　that　the　function　F．（T）　has　at　least　n　distinct　zeros　on　the　arc　C

　　　The　essential　peiRt　iR　the　proof　i＄　the　following　estimate，　which　we　refer　tg　as

the　Key　Lemma．

　　　KEy　LEMMA．　Let　To＝xo＋iyo　E　C．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　F．（To）e　ww　2n”YO　一　2　cos（2nnxo）1〈　2　．

　　　This　lemma　implies　that　the　function　F．（T）　changes　sign　at　least　once　in　each　part

◎臨・・cCw油v ]韮くR・（・）＜艶・・一1・2・…一dh・獄・e　F・（・）h…dea・t

n　distinct　zeros　on　C．　as　desired．
　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　Proof　of　Key　Lemma．　By　the　definition　（3）　of　the　Hecke　operators，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fn（・㌦混。、（ノ（ατまわ）一744）・　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O藻b≦d－1

Let　M　be　the　maximum　of　I　J’（T）一一一　744－e－2rk　I　in　the　closure　of　D：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M＝maxげ（τ）一744－e－2πi「1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ鰻万

The　fbllowing　estimate　based　on　the　positivity　of　the　Fourier　coe伍cients　c．　ofノ（τ）

provides　the　inequality　M〈133s　（note　that　lm（T）｝）一tr（lltil　when　Te　D一）：

　　　　　　　1ノ（τ）一744一ゼ2π‘τ1≦；Σc。lgl”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　薄≧1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σe．e　一　2蜘（τ）灘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n）t
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S　Z　c．e－2rt（V　3／2）n

　　nz1

ノ（戸　2）一744一～・面・・一1334・813…・

F◎r錨yτe　H，董e輩τ＊deRcte重he　u簸i（蔓ue　p◎i撮i熟1）wh董ch｛s　e（lgivaleAt童◎τ瞼der

the　action　of　the　modular　group．　We　claim　that　the　following　estimates　concerning

the　values　of　each　summand　in　（5）　hold　for　any　To＝　xo＋　iyo　E　C　and　any　n｝Er　2．

　　　（i）　　iノ（nτo）一744一（～一2ninτo　i≦ルグ．

（ii）
ノ（To）一・744一・一

S　M．

（iii）Assume婦ゐi、　di、tin、t丘。m。，。，至，。ndτ・＋”一1．Th・n

　　　　　　　　　　　　　d

ノ樗わ）一744≦・一孤

The　inequality　（i）　is　easily　demonstrated　because　nTo一（nTo）“e　Z，　and　thus

　　　　　　　　　　lノ（nτo）一　744　一（e　ua　2πinτo　l＝1ノ（（nτo）＊）一744一一〔e　一　2ni（nτo）＊！≦ル1，

the　last　inequality　fbllowing　directly　from　the　definition　ofルf，　since（nτo）＊6Z）。

inequality　（ii）　is　similarly　derived　from　一1｛一一（一！1’一YEZ　and　nio　＝一！！一：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ《｝　　　　謹　　　　　　　　　　　　　　　　　Tc

ノ（Te）一744一～一

　　　　　　一（To）＊

／’

i一一：一）一744－e－2ni｛一nko）

ノ（（聖）＊）一一一・
S　M．

The

A・飴・（難i）・w・p・・ceed・・酬・w・・Put・弩わ・nd・＊一鍔・W・出・・h・v・

Im（・＊）「γ3，、’券＋躍

1額◎・d・・t◎P・◎ve（lll）・it｛s　su岱・i・飢t・・h・w　th・t　lm（・＊）≦鶯 撃〟@if（・・わ・の・ati・行・・th・

conditiofi　iA　（iii），　because　we　have　lf（7）一7441ge2kiM｛Z“）十M　by　the　definition　of　M

and　the　triangle　inequality．　Put　L＝lyaTe＋yb＋」dl；　we　now　show　that　L；｝i　VZii一．　We

may　assume　720．　lf　7　：O，　then　」＝　±1　and　L＝Idl）2．　lf　7）2　or　a　k　2，　then　we

easily　see　that　L｝i　」］一．　Suppose　y＝a＝1．　Then　we　have　d＝n　and　L＝ko＋b＋n6　i．

In　this　case，　noting　that　b＋nj　is　a　RoR－zero　integer　because　l　s　b　f｛；R－1，　we　have

L；zV2　unless　b十n6＝一1，　which　is　possible　only　when　b＝n－1，　the　case　being
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excluded　by　the　assumption．　This　proves　（iii）．　From　（i），　（ii），　（iii）　and　the　trivial　estimate

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（τo＋lll．i－i　i！一i）一744≦e・一＋M

for　the　excluded　case，　we　ebtain

　　　　　　　　　lF．（To）一（e’2”intO十e2ni”T－O）lsg　ai（n）M十（ai（n）一3）ertnyo十e2nnyo，

where　ffi（n）　is　the　sum　of　positive　divisors　of　n．　Multiplying　both　sides　by　e’2nvYe，

we　have

　　　　　　iF．（To）e－2n”Ye－2cos（2nnxo）lsffi（n）Me’2maYe十（ffi（n）一3）ewwn”Ye十1．

Using　the　bound　M　f｛；1335　and　the　trivial　estimate　ai（n）s；n2　（and　so　ai（n）一3sn2），

・・w・ll・・ア。≧皇・nd　th・飴・t　th・t・・ゼー・㌔nd・・e・一…n・3’…一・t・ni・・Hy

decreasing　for　n　2｝i　2，　we　finally　obtain

　　　　　　　　　　　l、Fn（τo）e－2πnyo－2cos（2πnxo）1≦；n2（ルfe　一　「「nv　3十e｝ππ》3／2）十1　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S4（1335e－2gV　3十e’gV　3）十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：1．1176…　　〈　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

which　completes　our　proof　of　Theorem　1．　1
　　　REMARK．　Theorem　1　is　valid　when　we　replace／’（T）一744　in　the　definition　（1）　of

Qn（ノ）by雛yノ（τ）一a　with◎＜a＜1728；the　pr◎◎f　is　co憩ple｛ely膿al◎9◎慧s．　M◎re◎ver，

our　method　of　proof　implies　that　when　we　take　any　real　number　a，　the　zeros　of　the

resulting　polyncmials　n（7’（T）一6）le　r〈n）　have　the　property　stated　in　Theorem　1　for　all

suMciently　large　n．　This　is　because　n　2（Me－n”if　3　十e－gnV　3　i2）　in　（6）　tends　to　zero　as　n

becomes　large．

　　　　　　　　　　3．　Expansion　formuRa　for　certain　Green’s　kernel　functions

　　　For¢ach　l搬eger　k沁由e　se毛S：＝｛◎，4，6，8，璽◎，董4｝a簸d　each　p◎s掘v¢韮搬eger　n，

let　fLk）（q）　and　gLk）（q）　be　the　Fourier　series　of　the　unique　meromorphic　modular　forms

on　SL2（Z）　of　weight　k　and　2－k，　respectively，　characterized　by　the　following

propertles：

　　　（i）　They　are　holomorphic　in　T　（q＝　e　2niT）　in　the　upper　half－plane．

　　　（ii）　fSk’（g）一q一”EqZ［［g］］，　vvhereas　gSk’（g）一g一”EZ［［q］］．

The　uniqueness　of　f：k）（q）　（resp．，　g：k）（q））　follows　from　the　fact　that　no　holomorphic

cusp　（resp．，　modular）　forms　of　weight　k　（resp．，　2一　k）　exist　when　k　is　in　the　set　S．　As

for　existence，　we　caR　ceRstruct　the　forms　fLk｝（q）　aftd　gLk）（q）　iR　the　maltRer　described

below；　the　verification　of　the　properties　（i）　and　（ii）　will　then　be　straightforward．

　　Fer　n＝　1，　put
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　　　　　　　　　　　flk・（q）　・（ノ（9）一744＋差）・E・（9噛）一

where　Ek（q）　is　the　Eisenstein　series　of　weight　k　（Eo（q）　＝　1），

E，4－k（q）

　　　　　　’A（G）

Ek（q）　＝i一一一liliti一　．lll］，　ak－i（n）q”　（Bk＝＝k－th　Bernouiii　number，　ak－i（n）　＝　iliill，　dk一’）

（note　that　the　number　4t　is　an　integer　when　keS），　and　A（q）　is　the　discriminant

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bk

function　of　weight　12　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（g），．，！Cil，f1（oj，　：Fg｛fz｝t一（q）3．一．．A：F6（q）2　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1728

F◎rgenera蔓nラwe　p凱

　　　　　　　　　　∫禁）（φ一ガ｝髭プ隼｝（の｛諏），9整｝（の一nk“’・9望｝（9）｛、．諏），

where　T（n）　is　the　Hecke　operater．　Further，　we　pgt　f5k）（g）＝　Ek（g）．　Nete　iR　particular

出aげ望）（9）＝、ep。（ノ（の）．

　　　Now　we　have

　　　　THEoREM　3．　Let　k　E　S．　Then

　　　　　　　　　　　　l－Ewwk．（P）IF．iiTk（S．）4（q）一’　＝　i3　f£k）（p）gn＝　一　£　ghk）（q）pm，

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（q）一」（P）　　。一〇　　　　閉一1

where　P　and　q　are加dependenげbrma1・variables．

　　　　This　theorem　is　fairly　well－known．　When　k；）4，　the　function　on　the　left－hand

side　is　essentiaUy　the　Green’s負mction　in　the　sense　of　Eichler［3］，　flk）（のis　a　Poincar6

series　and　is　the　k－1一一st　derivative　of　gfik）（q）　up　to　a　constant，　The　case　of　k＝O

constitutes　a　restatement　of　a　product　formula　for　the　／’一function　（equivalently，　the

denorninator　formula　for　the　Monster　Lie　algebra）　stated　in　the　introduction　of

Bercherds　［2］　and　alse　appearing　iR　NortoR　［6］　and　Alexander－CummiRs－Mckay－

Si斑◎簸s［1］。恥貫h¢繍◎欝e，癒e　pdy盤◎mials｛ジ轟（ノ）←fle｝（の）are　vlewed　as　Faber

pclyRemials，　the　subject　ef　vast　stgdy　＄ince　the　crigiRal　werk　ef　G．　Faber　［4］，　maixly

貨om　analy毛ical　P◎1搬s◎f　vlew．　We　als◎me擁io猷ha之Zagler（i益prepa瞬on）obtai難ed

a　similar　formula　which　involves　meromorpkic　modular　forms　ofkalf－integral　weight．

Here，　for　the　reader’s　convenience，　we　give　a　simple　and　elmentary　unified　proof　for

all　k　in　question．

　　　　Proof．　First　we　note　that　any　meromorphic　modular　form　on　SL2（Z）ofweight

2　which　is　holomorphic　in　H　is　a　derivative　（with　respect　to　T）　of　a　polynomial　in

ノ（τ）．In　particular，　the　constant　term　of　the　Fourier　series　of　such　a　fbrm　always

vanishes　（recall：　一S／IE－i　一dd，　＝＝q　一£i一）．　Now　let　us　put
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　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　ノ（q）一q一1＋ΣC。グ，∫望）（9）＝9－1＋Σα諮）グ，9望）（9）・q－1＋Σ碓）e”．

　　　　　　　　　　　　　　nニO　　　　　　　　　　　　　nm1　　　　　　　　　　　　　　π＝O

Fr◎搬（4），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫整｝（の；q…”＋が｝潅β辞｝9＋…　物≧蔓。

As　a　consequence　of　the　preceding　remark，　looking　at　the　constant　terms　of
fLk）（9）gll）（9）and　gll）（9）Ek（9），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bffの＝＝一R1　ka　Sk）　　　∀海≧1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　わぽL　．　　　　　　　　　（8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bk

Since　the　fbrmsノ（p）∫涯髭｝（p）a無dノ（のg幾）（q）　are　uRique至y　de縦瓢i益ed　by乞heif　prl難cipal

parts（重erms　w疑h　non－posl重lve　exponents），　we　ob重a壼n，　by　compa血g重he　c◎eMcients

and　using　relations（7）and（8）as　well　as　the　fact　that　the　constant　terms　of　gXk）（g）

isわぽ）σk＿1（脚），　the　recurrence　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　ノ（P）fS，）（P）一∫磐、（P）＋Σc。＿、！1幻（ρ）一遍ソぽ）（P）　物≧◎，　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　まニ◎

and

　　　　　　　」（e）9、hk・（の一9鮎、（φ＋£、。．i9、！k・（の＋2為σ、．、（励9守・（の∀m≧1．（1。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＝i　　　　　　　Bk

Multiplying　both　sides◎f（9）（resp．，（茎0））byグ（resp．，〆）a盤d　summi簸g，　we　have

ﾂ（R　p・　q）　一　f‘ok’（p））＋（」（9）一一；）Kp・q）＋∫ぽ・（ρ）（一9望・（9）＋÷）

（fesp．，

」（q）G（　p，　q）　ur　一ii　（G（　p，　q）　一　g　‘ik’（q）p）　＋　（i（p）　一　一ii）σ（P・の＋9争・（9）（レ購

whe・e　KP，の一Σ；窪。∫整）（ρ）グ（resp．，　C（ρ，9）一Σ琢＿、9鑑）（｛？・）pm）．　This　can　easily　be

tra！lsf（）r搬ed韮薮沁the　f（）r搬秘la沁The◎re題3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　　　　COROLLARY　4．　」乙e∫kGS．　Then

　　　　　　　　E・4－k（q）△（9L莞ψ整・（ノ）9・，。。dE・（9L量ψ整・ω9・，

　　　　　　　　　　　」（φ一ノ　　n　・o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J（の一ノ　。一1

whereψ整｝（ノ）andψ整）（ノ）are　monie　pobタnemials　Of　respectiye　degrees　n　aud　n一鷹鷲ぬゴ‘ん

αrε露27〃iined　by
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　Lk）（の＝ψ撃）（ノ（q））Ek（9）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gXk’（g）　＝di　Sk’（」（q））E，．．k（g）A（g）ww’・

　　　　In　fact，　the　polynomials　q）Lk）（j）　and　itfr　Lk）（j）　are　determined　inductively　using　the

relations（9）and（10）．　In　particular，（ρ証））（ノ）is　identical　to（ρn（ノ）in§1，and　ipf　L（））（ノ）＝‘ρ璽∠L．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

The　latter　is　because　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　－9和郎）り遜（1（q））一tdn’i？）・

and　the　left－hand　side　of　this　clearly　satisfies　the　conditions　that　characterize　gLO）（q），

We　therefore　obtaiR　the　formula　（2）　in　g　l．

　　　　If　we　substitute　」’一一1728　in　the　formula　（2），　we　can　derive　a　result　for　the

COeMCientS　Of　7（as／一Ili－iig－i72s　＝　£，；　demonstrating　that　they　are　all　positive．　Similarly，

substltutingノ＝Oorノ＝1728　i飢。　the　fbrmula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E・4（の△（9L四阿・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（q）一／’　n＝o

which　represents　the　case　k＝：O　of　the　first　formula　in　the　Corollary　4，　we　conclude

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iS　Sもr霊ctlyby　Theorem　1　that　the　sigR　of　the　coeMcient　iR　the　Fourier　expaRsion　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E4

alternating，　while　that　of　4？　is　always　positive；　the　latter　case　is，　however，　obvious

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E6

from　the　expansions　of　E4　and　E6．

　　　We　note　that　the　statement　of　Theorem韮als◎holds　lbr　allψ鰍ノ｝andψ警1（ノ）

with　k　E　S，　whick　is　proved　aleRg　the　same　liRe，　though　e3ch　evaluatieR　becgmes

rather　complicated．　We　can　therefore　obtain　similar　results　for　the　signs　ofthe　Fourier

expansions　of　various　meromorphic　modular　forms，　such　as　S　wwflL一，　一！1’：AA，・‘一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E4’　E4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E4

（・lt・・n蜘yp・｝・nd念・今1・餐・…（・lw・y・p・・1重lv・）・
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