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Abstract

　　　We　shall　give　a　elosed　formula　for　the　Fourier　coefficients　of　the　elliptic　modular

撫n曲nノ（τ＞expressed童R　terms・f　singular澱・du豆量，　i．e。　the　va蓋ues　at叢聡gi盤ary騨dra偵e

argumeRts．　The　fermllla　is　a’eeRsequeRee　ef　a　theerem　ef　1）．　Zagier6）　whieh　is　iRtimately

related　to　a　recent　result　of　R．　Borcherds2）　on　a　con　struction　of　modular　forms　as　infinite

products．

　　　K：ey　Wもrd§：左麗ψ翻。　鐡04協｛zr海翫腐0鰐　Fexrier　ceefficiercts∫cbmPgex魏富髭ψ羅。¢海θ難ノ

mod蜘γ釦㈱sσ海αび翻θ9搬z露9配．

1．　IRtreductieR

　　　　The　elliptic　modular　function　1’（T），　often　referred　to　as　the　modular　invariant，　enjoys

many　beautiful　properties．　ln　particular，　each　singular　modulus，　i．e．，　・the　value　at　aR　imaginary

quadratic　arguMent　（a　CM　peiRt），　is　algebraie　aftd　gefierates　a　certaiR　abeliaR　extensien　called

the　ring　class　field　over　the　imaginary　，quadratic　field　of　the　argument．　On　the　other　hand，　the

Fourier　coefficients　of　］’ ir）　have　a　mySterious　connection　with　the　degrees　of　irreducible

representatieRs　of　the　largest　sporadic　simple　group　“Mopster”；　this　ceRRectien　is　kRewft　as

（a　part　of）　the　“moonshiffe”，　which　was　established　by　R．　Borcherdsi）．

　　　　Since　CM　points　are　dense　in　the　complex　upper　half－plane　S，the　domain　of　definition　of

the　ifunctien，　f’（r）　as　aR　aftalytic　（or　eveR　centinllogs）　functieR　is　cempletely　determined　by

its　values　at　such　points．　lt　would　therefore　not　be　unreasonable　to　expect　a　formula　for　the

Fourier　coefficients　of　1’ iT）　expressed　in　terms　of　the　singular　moduli．　The　aim　of　the　present

paper　is　to　show　that　there　indeed　ex・ists　such　a　formula．　A　different　kiRd　of　exact　formu13

for　the　Fourier　coefficients　of　1’ iz）　has　beeR　known　since　H．　PetersSon4）　and　H．　Rademacher5＞，

which　expresses　the　coefficients　by　an　infinite　series　involving　a　Kloosterman　sum　and　the

modified　Bessel　function　of　the　first　kind．　Their　formula　is，　it　is　said，　analytica｝，　whereas

ours　is　essentially　arithmetical．

　　　　The　idea　of　explaining　the　moons’hine　via　complex　multiplication　theory　might　thus　not

be　sheer　nonsense．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．Theの驚em

　　　　The　elliptic　modular　function　d（　T）　is　invariant　under　the　action　of　the　modular　group

SL2（Z）；　in　particular，　it　has　a　Fourier　series　expansion：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（i）＝　一li一　＋744＋　．ill｝，　6，，q”　（q　＝＝　e2　rr‘T，　T　Es），

the　first　few　coefficients　being　ci＝：196884，　c2＝　21493760，　c3＝864299970，．．．；　all　the　c．

are　positive　integers．

　　　　After　D．　Zagier，　we　define　for　each　natural　number　a　〉　O，　d＝一　e，3　（mod4），　an　integer

五（のby

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（の㌔Σ諦読］（ブ（α・）一744），

where　the　first　sum　runs　over　all　imaginary　quadratic　erders　O　that　contain　the　order　Od　of

discriminant　一　a，　te　o　is　the　ftumber　of　gnits　in　O，　and　the　secoRd　sum　is　over’　a

representative　of　the　proper　O－ideal　class．　Note　that　here　1’ iT）　is　viewed　in　the　standard

manner　as　a　function　on　the　equivalence　classes　of　lattices　in　C，　ln　addition，　we　set

　　　　　　　　　　k〈e）＝2，h〈一1）＝一1　and　h（d）＝＝O　for　a　〈一1　or　d　1i　1，2　（med4）．

That　h（d）　is　in　fact　an　integer　will　be　explained　in　remark　3）　after　the　theorem．　Our　formula

is　then　given　as

Theorem．　FeT　axy　n　〉一　！，

　　　　　　　　　　・n一÷｛混∫・（n一ゐ＋Σ（（一1）nノ、（4n一ノ　　　r　21，0dd）一ノ・（・6納）｝、

Exa脚1es．

　　　　　　　　　　　　　　　　c1　：2／1（0）一∫i（3）一ノ’1（15）一一∫1（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2×2一（一248）一（一192513）一（一4119）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝196884．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　c・＝　”2一（五（7＞＋五（一1）一五（31）一五！23）一五（7＞）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（Ji（一　1）一　Ji　（31）一　」，　（23））／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1一（一39493539）一一（一3493982））／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝21493760．

Several　remarks　are　in　order：

　　　　1）　Each　sum　in　the　formula　is　finite．

　　　　2）　By　using　relation　（3）　in　the　next　section，　the　formula　can　also　be　written　as

　　　　　　　　　　場｛み（納一ギ五（4一ゐ＋（子）rノ・（・6納lj
一（1）



Fourier　CoefficieRts　of　the　Elllptic　Modular　Functiofi　s’ iT） 3

　　　　3）　As　is　wellv　known　in　the　theory　of　complex　multiplication，　the　sum　E　l　a　o］（］‘（ao）一

744）　in　the’definition　of　Ji（d）　is　the　（absolute）’　trace　of　the　algebraic　integer　1’　（O）一744，　from

which　it　follows　that　the　summand　一z3－s－2｛aol（1’　（ao）一744）　is　an　integer　if　O＝iE　03，　04，

while　the　well　knowR　v31ges　i（03）＝O，　1’　（04）ii＝1728，　as　well　as　cL｝　o，＝6，　to　o，＝4，　and　that

the　class　numbers　of　03　and　04　are　1，　give　wwz3s－2｛a．］（f’　（a．）一744）＝’248一，　492　for　O＝

03，04，respectiv白ly，　Hence／i（d）is　always　a　rartional　integer．　Values　ofノ『1（のup　to　d＝100

are　given　in　the　table　at　the　end　of　the　paper．

　　　　4＞Theノ『1（の’s　caR　be　calculated　recursively　and　elementarily（with◎ut　kfi◎w癒g　anythiag

about　complex　multiplication）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ji（4n－1）＝一anwh　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦r≦廟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」3（4n）＝一2　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1Kr≦偏了

for　n）　O，　where　ao　一＝一一　1，　a．＝240　2　d　l．　d3　（n　〉一　1），

This　is　due　to　D．Zagier　（see　the　next　section）．

ノノ1（4n一　f），

ノ1．（4n一ノ）

and　an　empty　sum　is　understood　to　be　O．

　　　　5＞1登the　la織g蓑age◎f　bi難ary　q嚢adratic　f（）r憩s，　the　defi難itio鼓◎f五（のreads　as　f◎Hows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（の一薔IAul（⑨1（ブ（αQ）一744）・

where　the　sum　is　over　a　set．　of　representatives　of　the　SL2（Z）　一equivalence　classes　of　integral，

not　necessarily　primitive，　positive－defiRite　qwadratic　forms　of　discrimiRaAt－d，　I　Aut（Q）1　denotes

the　order　of　the　antomerphism　greup　of　Q　in　SL2（Z），　and　a　Q　is・　the　imaginary　quadratic

irrationality　in　tS＞　that　corresponds　to　Q．

3．　Preef

　　　　What　is　crucial　in　the　proof　of　the　theorem　is　the　following　result・due　to　Don　Zagier．

Theore】lri（D．　Zagier6））．　Tんe　series

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9、（τ）一Σ五（d）ゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d≧一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d≡0，3（4）

i・α繍1α吻剛胆配号・nr。（4）一｛（ll））∈∬，（Z），4．i・｝，・．ん・Z・柳hi・　in　fO　a％d

鱗㈱脚脚ic　at　cxsp＆∫㌶擁6α伽，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E4（4τ）θ1（τ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・（τ）＝　一一η（4τ）・・　　　　　（2）

where　E4（τ）＝Σ賢1＿oατ¢〈7n　is’んθ％o粉¢alixed　Eisenstein　series　qプweight　4（α％beingαs　in　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

掬卿癖9瀦融4）），η（τ〉一4π1］：旦、．（レのis　the　Dede々溺蜘勉襯甑axdθ圭（τ〉一
Σ，，∈£（一1ゾ♂㍉30ne｛｝f　the　s如％4αγ4　theta　series｛ゾノitcobi．

He　proved　this　by　showing
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σノ、働一・2）一〇難≧0　　．　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rE　Z

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（x一一ノ）ノ1（4x一ノ）一2α。難≧0．　　　　　　　（4＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ∈露

SiRce　it　is　easy　to　check　tha．t　the　coefficiekts　of　the　expressioft　oR　the　right－haftd　side　’of　（2）

satisfy　the　same　recinrsions，　and　since　the　recursionS　clearly　determine　the　coefficients

uniquely，　this　proves　（2）　and　hence　the　theorem．　（See　the　book　of　Eichler－Zagier3）　for　these

kiAds　ef　recursiofts　aRd　a　ceRneetieR　with　the　theory　cf　Jacebi　forms．）　The　relatielts　〈3）　aRd

（4）　were　deduced　from　a　classical　formula　on　the　diagonal　of　the　Kronecker　modular　equation

aRd　from　a　similar　formu13　of　M．　Eichler．　See　the　forthcoming　p3per　by　Zagier6）　for　the

details　and　also　for　the　discussion　on　the　relation　to　a　theorem　ef　R．Borcherds2＞．

　　　　By　virtue　of　this　theorem，　we　can　unify　our　formula，　or　rather　the　equivalent　formula　（1），

i簸t◎a簸iden蹴y　betwee鍛憩odular　f◎r懲s（◎f　weight　2）as

　　　　　　2｝話ゴ（τ）一9、（τ）θ◎（τ）一吉（（9、θ、）陶（τ＋÷）＋÷（（9、θ、1σξ）（τ），

where　tOo（T）　＝　£．Gzq”2，　and　U4　is　the　operator　£　b．qn　b£　b4nqn，　which，　as　well　as　the

伽slati・ftτ　F）　r＋÷，　send・餓◎dular　f・烈・a磁◎dnia・f◎㈱f　the　same　w・ight（but

possibly　on　a　different　group）．　Hence，　owing　to　the　finite－dimensionality　of　the　space　of

modular　ferms　of　a　given　weight　and　a　group　holomorphic　except　possible　poles　of　bounded

order　at　cttsps，　the　equality　holds　if　the　first　several　Feurier　ceefficients　coincide，　which　is

indeed　the　case　and　thereby　completes　the　proef　of　our　theorem．

　　　　lncident311y，　the　re13tieRs　（3）　and　（4＞　give　gs　a　formula　fcr　quick　aRd　elemeRtary

calculation　of∫1ω，　as　already　mentioned　in　the　preceding　section；we　can　also　calculate五（d）

by　（2）　or　by　the　following　formulas：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬΣ。（4）∫・ω〆／4－2π翻可

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、≧一蹴ガμ〒一2「欝欝・

where　02（T）＝　£．ez　q（”＋i一＞2　is　the　other　staRdard．　theta　series　of　Jacobi．

　　　　A　more　“natural”　proof　of　the　theorem　is　provided　by　taking　account　of　the　action　of　the

Hecke　operatcrs．　Specifically，　an　3rgument　like　the　oRe　used　to　prove　（3）　shows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σノ2（4”一ろ一2％・％　＠≧0），　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7∈忽

where，　in　general，　we　define

　　　　　　　漏（4＞蓄。黒］（（酬Tm）（α・〉（T・…th一・perat…fweig薮t・）

for　any　m　2　1．　The　relation　（6）　is　then　transformed　into　our　theorem　using　the　relations
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ、（の一ノ、（4a）＋（iLd）ノ、（d）＋2∫、（｛）　　　（7）

and（3＞，　whe・e（ヂ＞is　K・・necke・・s　symb・1　aitdノ、（号）一〇if茅is難◎t　a臨t・ge・．　The　・elati◎簸

（7）and　the　similar　ones　for　Jm（のcan　be　interpreted　as’saying　that　the　Hecke　actions　on　91（τ）

aftd　oft　f’（r）　are　compatible，　as　discussed　iR　Z3gier6＞．

Taも韮e　Va三縫es◎fム（d＞for　r1≦d≦1◎◎。

4 ゐ（の d ノ1（の 4 ノ1（の 4 ノ1（の

一1 護 24 4833456 51 一55411◎3056 76 784◎73551152

0 2 27 級2288992 52 6896878512 79 一1339190286960

3 一248 28 ！65765！2 55 一13！366876◎1 8◎ ま597178壌31536　　　　　　　　　　　　　　Ψ

4 492 31 一39493539 56 16220381536 83 一2691907586232

7 一4鷺9 32 52255768 59 一3◎笈9768◎312 84 31968（）◎943968

8 7256 35 一117966288 60 37017882624 87 一5321761716339

11 一33512 36 15354102◎ 63 一6751520697◎ 88
6
2
9
4
8
4
2
6
3
8
5
1
2
脅

12 53008 39 一331534572 64 82226601996 91 一10359073015248

15 一192513 護0 425691312 67 一147！97952？遜4 92 122Q782◎353536

16 2872岨 43 一8847367爆4 68 178211037024 95 一19874477925452

19 一885480 44 112262686基 7！ 一313645814923 96 23340149127216

20 1262512 47 一2257837845 72 377674773768 99 一37616060991672

23 一3493982 48 2835861520 75 一654403831496 100 44031499225500
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