
J．　Phys．　A：　Math．　Gen．　27　（1994）　1683－1690．　Printed　in　the　UK

Self－similarity　of　binary　quasiperiodic　sequences

T　Odagakit　aRd　M　Kaneke＄SS

すDepa1tment　of　P熱ys韮cs，　Ky“s難縫U蹴壼vers　ity，　Fuku◎ka　8蓋2，　Japa轟

i　Department　ef　Liberal　Arts　and　Sciences，　Kyoto　lnstitute　of　Technology，　Matsugasaki，

Kye｛e　606，　Japan

Rcceived　2肇縫益e韮993，壼簸轟織a蓋form霊5醤◎vember茎993

Abstract．　Self－simi叢arity　i縫bi舩ry　q鴇asiperlodic　sequ¢nces　g¢nerated　by　a　p呵ectlon　meth◎d

is　sh◎w勲給ex壼st　w難e盤翻。縫韮y　w難e繍曇s　ass◎c垂a紀d　w垂th　quadfatic至職圭◎nal　numbers　a織d

the　explicit　seif－similarity　transforrnation　for　an　arbitrary　quadratic　number　is　obtained．　The

self－bsimilarity　transformation　is　shown　not　to　he　reducible　to　the　simplest　form　for　a　class　of

quadratic　numbers，

1．　lntroduction

Quasiperiodic　systems　lack　any　translational　symmetry　yet　they　are　not　random．　The

properties　of　a　quasiperiodic　system　are　coftsidered　to　be　fundamentally　different　from

two　extremes，　regular　crystals　and　random　systems，　since　the　geometrical　structure　plays

a　pivotal　roie　in　determining　thern．　For　example，　the　Bloch　theorem　afid　the　van　Hove

singularities　in　the　density　of　states　for　regular　crystals　follow　from　the　translational

symmetry．　In　e璽疑ddati鑓g　出¢phys圭ca董pr◎per重孟es◎f（蓋縫as孟per韮◎d韮。　crysta蓋s，髭　霊s　cr秘da韮

to　have　clear　knowledge　of　their　geometrical　structure　and　symmetry　［1－6］．　Even　for　one－

dimensional　chains，　however，　there　are　enly　a　few　systems　whgse　geometrical　structure

（self－similarity）　is　known　well，　despite　extensive　work　over　the　past　several　years　［7］．

Amoftg　them　are　the　Fibonacci　chaift　and　its　relatives　13］．

　　　In　this　paper　we　consider　quasiperiodic　sequeRces　of　two　components　produced　by　a

projectieR　method　with　oRe　parameter　or　afid　study　the　self－similarity　ef　the　sequeRces．　IR

section　2　we　preve　that　the　necessary　and　sufficient　conditions　for　a　sequence　to　be　self－

Sl！nilar　is　that　a　lS　a㈱dra毛lc薮穏mber．　lt　iS　rathCr・trivial　t◎Show　that面S　C◎繭t沁捻韮S

necessary　for　a　sequence　te　be　self－similar．　Thus　the　main　point　of　the　discussion　is　to　prove

由at　the　c◎轟dlt｛◎揺S　a茎SO　SUraCieRt　f（）r　Self－Similarity．　Tb歌hlS　e轟d，　we◎b面虚he　exp蕪Clt　Se猛

similarity　transfermaticn　ef　the　quasiperiodic　sequence　for　an　arbitrary　quadratic　number，

expleitiRg　the　conti闇ed－fraction　expansi◎難◎f・an・irrat沁難al湘曲er・which・has・bee囲d蕪z¢d

in　the　discussioR　of　quasiperiodic　systems　［1，8，9］．　We　discuss　the　reduction　of　the　self－

similarity　transformation　in　section　3　and　show　that　the　transformation　canRot　be　reduced　te

its　simplest　form　for　a　class　of　quadratic　numbers．　To　i｝lustrate　an　example　of　a　non－self－

similar　quasi　periodic　sequence，　we　briefiy　discuss　in　sectien　4　the　band　structure　of　a　tight

binding　electron　on　a　oAe－dimensional　chain．　Concluding　remarks　are　made　in　section　5．
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2．　The　self－similarity　transformation

We　coRsider　a　quasiperiodic　sequence　of　O　and　1　given　by

F（a）　＝＝　｛Fn　（ec）｝ （K　〉．　1） （董）

with

Fn　（or）　＝　｛（n　＋　1）or］　一　｛nu］ （2）

whαe［x］de難。重es撫e孟絨eg¢ぞpart◎f　x，遅＝・1，2，3，＿．3擁dαls　a　real　parameter韮簸（e，　1）

characterizing由e　seq継e薮ceJ輩s難。秘ld　be　em幽slzed　that由e姻◇wi轟g　arg秘me搬holds・f（）r

any　system　isomorphic　to　F（or），　When　or　is　a　（reduced）　rational　number　a／b　（a　〈　b），　theR

the　sequence　is　periodic，　and　we　denote　the　periodic　unit　by　H（a／b）　which　consists　of　a　l

s　and　b－a　Os．

　　　W¢de§簸¢餓1轟蝕i◎n　r掘¢fαseq秘e鍛ce（！）翫s　tw◎sl搬嘘a鵬ous　transfommati◎轟s　fbr

垂wou燕1重sof◎a簸d茎：

S（O，　1）　一一〉　St（O，　1）

T（O，　1）　・一一〉　T’（O，　1）

（3）

where　S（O，　1）　aRd　T（O，　1），　units　ceRsisting　of　k，es，　i，　l　s　and　ktOs，　is　l　s，　respectively，　cover

the　e賊霊re　F（の．　The　Rumbers◎f◎s錨d韮s　l擁5「ノ（◎，　D，　k〈．，1、1，　a難d　th◎se　i難Ti（0，1），　k；，1；，

are　assumed　to　satisfy　k．；　十　t，（　〉．　k，　十　S，　and　k；　十　i；　〉．　kt　十　lt．　When　F（or）　is　invariant　under

transformation　（3），　the　sequence　is　called　setf－simitar，　For　a　self－similar　sequence　F（a），　the

ratio　of　the　numbers　of　Os　and　l　s　in　the　system　must　be　unchanged　when　the　transformation

ls　apphed，　a蕪d　he簸ceαm慧s由e　a　quadradc難mb¢r　determ鵬d　by

【（ks蓬一ls）（丸1千り一（ん，＋～∂（撫41）｝♂

　　　　　　　　　　　　＋［（丸汁の1、（kl＋ll）な＋（kr，＋4）～，（k，v＋姦）」∫1α私11」〆（．　・o．（4）

Thus，　it　is　a　rather　trivial　statement　that　parameter　or　of　a　self・一similar　quasiperiodic　chain

must　be　a　quadratic　number．　Taking　｛he　centraposition，　we　can　conclude　that　F（or）　for　ct

other重har竃quadratic　1｝魏mbers　does！茎◎t　have　a難y　s¢叢f・si！Ri韮arity韮鍵£he　se薮se◎f　e（蓬縫a重i◎無（3）．

1薮由e長）蕪owl獄9，　we　show　thaξthe　converse　ls　als◎tme，　namely　t薮a賃he　seque薮ce　F（α）負）r

any　quadratic　number　has　self－similarity．

　　　In　order　to　find　explicitly　the　self－similarity　transformation　of　F（cr）　for　an　arbitrary

quadratic　number　ct，　we　use　the　continued－fraction　expansion　of　or，　which　is　known　to　be

periodic　beyond　a　certain　level　［le］i．　We　write　it　as

a　rc

1 1 董

ki十　k2十

　1　　1

■　　辱　　G

kn－i　十　e

　　　　1

θ謹
　　　　　　　　　　　　の　　り　　の

　　　　ん汁ん2＋　編＿1÷θ

（5）

（6）

構ea垂職油eぎs　c鎗be　c韮assl§ed撤G　aige6τalc　a嚢ご繊轟§c¢薮dental・mamber§，　a磁㈱餅meぎafe£麟熱¢ご。韮assified

acc◎曲ng　t◎由e　degree◎f　the　algebraic　eq“a縫◎n　wh董ch毛hey瓢ls昏．　A　r滋1◎醐n繊mber　ls伽s　cons量dered　t◎

be　an　aigebraic　number　of　degree　one．　An　a｝gebraic　number　of　degree　two　if　called　a　quadratic　number，　and　if

classified　as　a　reduced　or　a　non－reduced　number：　a　quadratic　number　ig．　called　reduced　when　it　is　larger　than　unity

and　itf　conjugate　is　in　（一一1，　O）；　when　a　qlladratic　number　is　in　（O，i）　and　it｛　conjugate　is　not　in　（O，1）　vve　call　it　a

quasi－reduced　quadra｛ic　number．
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The　periodic　part　e　is　the　inverse　of　a　reduced　quadratic　number　（S　G　（e，

θく一D．Vゾ6　de難。重e£he註熱appr◎ximaRt◎fαt　byメ）ξ／4i，
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1）　afid　its　cenjugate

　　　　　　　　　　　　L’一．一：一2rrr一！r．w．．．rL　i一一2，．．．，n　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kト1　　　　　　　　　　　　9，　ん1＋ん2＋

a薮d由¢∫th　appr◎x韮ma無£ofθby　ri／Si，

　　　　　　　　　　　　丘一H＿豆　∫一2，＿，m．　　　　　（8）
　　　　　　　　　　　　Si　　　ん韮『→一h2十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hi－1

（ρ壼／ql＝r雪／∫1謙0／D．　S蓋nceθis　t曇｝e　stab叢e　fixed　po孟！建◎f　a　m◎d“韮ar　transfbrmat霊◎簸

　　　　　　　　　　　y（e）　：＝　；｛9－ipg＋g　（g）

with　ps　一　qr　＝1　（we　choose　this　parity　sifice，　when　m　is　odd，　p　＝　rm，q　＝：　rm－i，r　＝

・肋・＝・胴a・d，whe・襯is　eve・，ρ＝r海・嗣＋r晶　．i，　q業・用（s．　十　rm－1），・＝

sm　ww　i（sm　十　rm－D，s　＝　sk　十　rm　sm－D，　a　is　the　stable　fix¢d　peint　of　a　modular　transformation，

　　　　　　　　　　　δ（α）一ll三il｝li騰欝£講　　　　（董◎）

Here，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ躍㎜α9鴛
　　　　　　　　　　　θ（α）瓢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　orqn－1　一　Pn－1

a織d詔一CD＝ρ∫一qr　・・　1孟s　sh◎w織重◎hdd． 猛撫ctんβ，Ca織d　Dar¢wズit宅e熱as

A　＝　Pn（sqn－i　一rqn）　＋　Pn－i（qqn－i　’“一　Pqn）

B　：Pn（rPn　nv　SPn－1）　＋　Pn－1（PPn　一’一　qPn－1）

C＝9。（sqn－1　一　rqn）匂肩（qqn－1一陥）

D＝9。（rρ。　一’一　sρ。一1）＋9。一且（ρρゲ隅隅）・

（ll）

（12）

（i3）

The　fiow　of　the　fixed　point　iteration

a’　：5（g） （14）

ca薮be　eas避y　a毅alysed．「▽》6行難d：

　　　（1）The　c◎mplex　cα篭」疑ga£e鳶◎fαls魚e慧難s嬢ble　fix¢d　p（）量撚◎f¢q秘atl◎轟（14）撃a鍵（肇lt　ls

the　stable　fixed　poiAt　of　di’　：（一一一Ddv　＋　B）／（Cdv　一　A）．

　　　（2）　The　convergence　region　r．　of　equatien　（14）　is　given　by　r．　：（一〇〇，　di）　when　C　〉　O

and　n　is　odd　or　when　C　〈　O　and　n　is　even　and　r．　：（di，oo）　when　C　〉　O　and　n　is　even　or

whenCくOandnisodd．
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W｛∋C◎轟sider　a　ser量es◎f　tra轟sfbrrほ縫0簸S

　　　　　　　　　　　　砦一δ（Pnqn）一δ2（舞）一δ3（舞）一…　　（茎5）

which　c3R　be　shewR　te　coRverge　to　or　mcReteRically．　UsiRg　the　fact　that　p．　＝：

kn＿IPn＿韮十Pil＿2，〈森＝・kn＿至｛？n，一1÷9跨＿2　a薮d　Pngn→一q鋒P跨＿1＝（一1）鷺，　we　ca捻pr◎ve

癒a重pA＿2／qA＿2≡≡　（Pft　一　Pft－1）／（％一9n＿韮），ρ躍／qn　a織dρ醗一1／｛？n＿韮fbr搬aFarey　tr壼plet†，

which　are　all　iR　the　cegvergiRg　regioft，　r．．　Therefore，　the　periodic　gRit　fi（pn／qn）　for

F（ρ鋒／｛？ff）韮s　ob重a壼轟ed　by　p疑重重量難g　r韮（Pn＿茎／｛7鷺＿韮）a藏d　H（pA＿2／qA＿2）sldeby　s韮de：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

R（Pngn）一

WheR　pA．2／gA－2　＝　l

ceRsidered　as

R（Zilifl－il）R（il：liiliii）

n（瑳づH（2／三｝）

whe鍍Risev鍛

vvheR　R　is　odd．

（16）

董br　eve益遅◎rρ。一茎／9。一韮＝1　for◎dd躍，　eq戯沁轟（董6）！獺s幽e

H（Pnqn）一
覧H
fI三i）

m　（ililiiilii）

whe轟㍑ls　eve轟

whe轟だis◎dd、

（17）

Note，　however，　that　this　happeRs　only　wheR　n　：2，　ki　＝2　or　R　＝　4，　k！　＝　k3　＝1　for　even

㍑◎r邦＝3，え茎＝董fbr◎（童d㍑。　Si難ce

　　　　　　　　　　　　δ（瑳ナll暮≡li瀦≡8）　　　（粟8）

δ（Pnqn）一

6（iil／f［i・i－ii）

PnS　十　Pn－lq

q．s　十　qn－lq

（19）

　　　　　　　　　　　　　　　IZt．！．：1．5　＝2t．！｛　．．1一．，Elg＝1．Llr＋］Pn－iP　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　qn－i／　qnr十qn－ip

are　also　a　Farey　triplet，　H［5（p，／q．）］　is　given　in　a　similar　manner　to　equation　（16）

with　H［5（pn－i／qn－i）］　and　ll［6（pA－2／qA－2）］，　which　in　turn　are　vvritten　as　a　product　of

H（pn－i／qn－i）　and　rl（pA一｝／qA－2）　in　the　order　determined　by　p，　q，r，　s，　i．e．　e．　Therefore，

for∫＝1，2，3，＿．，n【δ（の（ρη／qn）］is　obtained　from　H［δ（ト1）（pn／qn）］by　the　infiation

　　　　　　　　　　　　H（pn－i／qn－i）　’　”t6（Pn－i／qn－i）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

　　　　　　　　　　　　H（pA－2／qA－2）　．　H［6（pAn／qA－2）］・

When　pA－2／qA－2　＝　1　for　even　n　or　pn－i／qn－i　＝　1　for　odd　n，　we　have　to　take　the

transformation　for　H（1）　in　equation　（21）　as

　　　　　　　　　　　　n（1）　一・　n［6（1）］　（22）
where　n（．．．）　denotes　the　same　sequence　as　fi（．．．）　except　for　10　at　the　right　end　being

changed　to　O　l．　lt　should　be　noted　that　the　same　modification　applies　in　the　following，

As　the　inflation　（21）　holds　at　the　fixed　point　of　the　modular　transformation　6（or），　it　is　the

self－similarity　transformation　of　F（a）　for　the　quadratic　number　a　satisfying　cr　＝　6（or）．

t　The　Furey　series　of　order　m　is　the　ascending　series　of　irreducible　fractions　in　（O，1）　whose　denominators　do　not

exceed　in　（O　11　O／1　and　1　ii1　1／1）．　A　Farey　triplet　is　a　set　of　three　g．　uccessive　termg．　in　a　Farey　serieg．，
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3．Reduction　of伽se蚕f」sim鑓ar蓋ty　transfbrm紐t置on

マ㌧fe　ca薮def董無e」ρ窪＿2　a勲d　qX＿2　by

　　　　　　　　　　　　瑳蕪ヨヨill岩船曇ll…i雛　　
（23）

and　thus　n（pA－2／qAww2）　can　be　written　in　terms　of　rl（p．whi／q．nvi）　and　rl（pA’一2／qA’一2）．

Consequently，　if　pAt－2／qAL2　is　in　r．，　the　infiation　（21）　can　be　reducible　to

　　　　　　　　　　　　n（pn．一Yqnnyi）　．　H［S（p’n一一i／qn－i）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　　n（pA’一2／qAL2）　一〉　n［6（pAL2／qX．一2）］一

〇ne　can　repeat　this　process　to　reach

　　　　　　　　　　　　H（Pn－1／qn－1）　ww’　H［6（Pn－i／qn－i）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

　　　　　　　　　　　　H（pn－2／qn－2）　’　H［6（Pn一一2／qn－2）］

縦sl◎穀g　as　Pn＿2み？n＿2董s沁ra。　F疑r重hermore，簸◎t韮飛g　that

　　　　　　　　　　　　tlZ！，！　：！．i　＝ua．一一2Pn一’2　t　Pn－3　（26）

　　　　　　　　　　　　qn－1　kn－2qn－2＋qn一一3

we　can　reduce　the　iRflatioA　rule　when　pn－3／qnew3　is　in　ra．　Since　r．　for　quasi－reduced

quadratic　Rufnbers　［IO］　ccRtai　ns　（O，1），　the　iRflatioR　rule　caR　be　reducible　to

　　　　　　　　　　　　n（o）　mo　一一〉　fi［6（o）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　（27）
　　　　　　　　　　　　n（1）篇1→珊δα）】。

An　alternative　proof　for　this　infiation　rule　is　given　elsewhere　f　l　1］，

　　　For　non－quasi－reduced　quadratic　numbers，　the　reduction　to　the　ru｝e　（27）　is　net　possible

because　their　conjugate　is　in　（O，　i）　and　the　reduction　cannot　go　beyond　the　cenverging　regioft

rα9孟ven　in　sectio論2．　As　a籠illustrati◎n，董et縫s　c◎薮s圭der

　　　　　　　　　　　　　　　　韮6－2～／三Σ　　　玉　　韮　　　　　　　　　1　　1

　　　　　　　　　　　α＝　　　　　　＝　　　　　　　　　θ議　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3韮　　　2十2十θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　董十4十θ

thus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l30r　一8　　　　　　　　　　　　　　　　　　e十4

　　　　　　　　　　　　Y（e）＝ls＃’：一gs　6（or）：i；i／zgrilj．一一lg・　（29）

The　infiation　rule　corresponding　to　equation　（21）　is

　　　　　　　　　　　　H（1／2）　一〉　1”1［6（1／2）］　：H（3／7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

　　　　　　　　　　　　n（i／3）→　r…［δ（蓋／3）｝鑑＝r！（三玉／26）．

Si薮ce　r【（韮／3）　：n（0／1）∬（1／2），癒量s韮s　red縫cib至e　to

　　　　　　　　　　　　n（o）　：o　．　H［6（o）］　＝　fi（s／lg）　＝　ololoolololoolololo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

　　　　　　　　　　　　H（1／2）　＝：　lO　一一sF　H（5（1／2）］　：　rl（3／7）　＝　OlOlOle．

This　is由e　slmplest（reduced）in負atめnズule　for　F【（16－2＞「2）／31】．
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4．Non・se蓋f・S韮搬鑓ar　s閃隷e織ces

IR　erder　to　see　the　properties　of　nen－self－similar　sequences，　we　consider　as　alt　example　｛he

band　structure　of　a　tight　binding　electron　on　a　one－dimensional　quasiperiodic　chain　where

the　site　energy搬kes重w◎dlf琵re鼠va1纏es　e◎a難d　6葦i籍the　seq“e熱ce　of　equa窺i◎簸（1）．　It　ls

k轟◎w難thaI　the　e総rgy　ba擁d　is　de匙efmi薮ed　by癒e　c（）ftvergence◎f　t難e　pr◎d魏。ωf重w◎鋤a簸s琵ご

maMces

9・一：
i亙丁60の

8・

ユ

㎜
0

（32）

Here，　E　is　the　energy　of　the　electron　and　the　transfer　energy　is　chosen　as　the　scale　of　energy．

We　write　the　continued　fraction　expansion　of　or　as

or　：

1 韮 1

ki十　k2十
一　　i　　一

kn－1十
●　　●　　惨

（33）

a薮（圭de§獄e　the　t震薮approx孟蒲a薮重重◎αby（ρ韮／《7茎鷲◎／1）

込
免

1 1

ki十　k2十

　　　　蓋

　　　じ　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ

　　んη＿韮

（34）

We　d¢難。£e　by　ノ㌔　the　trace　of芝he　pr◎d縫ct◎f　the　ma鍵量ces　fbr　th¢perlod韮。難織it◎f　the　nth

approximant　H（p．／q．）．　lt　is　straightforward　te　show　that

A！　：Tr（ge）

A2＝＝Tr（9190）こノkl　＿2（ノil／2）一Tr（91）｛ノkl　＿3（Al／2）

An＋1　：　Bn－lUk．一1（An／2）　一ww　An－1Uk，一2（An／2） （n　〉．　2）

（35）

where

Bi　＝　Tr（gigo）Uk，一！（Ai／2）　一一　Tr（gi）Uk，一2（Ai／2）

Bn篇：Bn＿韮｛ノkn（ノin／2）一An．＿1こ1k蹴＿董（〆tn／2）　　　　　（n＞／2）

（36）

and

　　　　　　　　sl額（m十董）θ

砺、（x）・＝
　　　　　　　　　　　sl轟θ

x　：：　cos　S

is　the　Chebyshev　polynomial　of　the　second　kind　［12］．

ge燕¢r縦llzed　hyperl薮fl　ati◎轟田le［6｝：whe薮だls　eve勲

HG諸）一

（37）

Here，　we　have　used　the　following

n（ll三i）H（象）…n（劣）

n

　　　　　　　　k，1

（Pn－lqn－1）

Pn／qn≠蓋

Pn／qn　：1

（38）
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a籍dwhe穀鴛ls　odd

”（Ili／ilS一．“i）：：

H（Pngn）…R（S／）n（ii／＃ifii）

N一一一．一一一．一一m一・pt一一一，一v・一一一・．M一・

　　　　　　　　kn

Irl（Pnぢn）…”（鍔）田（募）

　　　　　　　たパー韮

Pn－i／qn－i　sfi　1

Pn－1／qn－1　：1・

（39）

　　　The　allowed　energy　band　for　the　chal簸ls　determined　by　I　An　i≦2．　We　show孟貸f董gure　1

the　a恥wed　energy　region　fbr

　　　　　　　　　　　　　　　　～＿1　　1　蓋　玉

　　　　　　　　　　　　ぴな　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　けな
　　　　　　　　　　　　　　　　e2十1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　董十3十5十

a重ra薮sce薮d¢縫tah秘mbeぎ，　w難ε簸ξ◎露Oa織dξドLlt　ls　clea曲at・there・is・R◎self・一simila吻

ln　th¢band　s伽cture。　For　the蹴h　apμoxl搬蹴crystal重heぎe織re　g。　ba難ds　a難dばbr毛h¢

（礫十董）st　apProx孟ma竃震ther¢are｛？麗牽董＝謹kn　9鴛十く1詫＿董ba擁（輩s；that　is，　bes重des　each◎f　gn　ba織ds

in　theηth　approximant　breaks　up　into　kn　bands，　qn＿1　new　bands　appe肌Thus，　whe籍on¢

moves　on　to　the　higher　order　apProxima風m◎re　ba無ds　apP¢ar　tha簸Azbel’［茎】has　pr¢dicted．

3

2

1

o

一一 P

一2

l　i5136
墜　　　　　　　薯

P　　　婁

P5　　136
l　ll　　　l

d1　　17

{　　　　塾

！　1§　挿

1
　
◎
了

・
一
意
％

り
轟
葉
一
齢
董

3
3
3
㎜
ム
「

4
s
1
6
欝

5

7

醤§

織

F置引秘re　L　The　a盤owed　e髄ergy　reg孟。識s　fbr　a　t孟g嬢b蓋nding　e韮ectr◎簸垂鍍appr◎xl搬a蹴cha量離s！rw◎

s董£eefierg蒙es◎a戯｛圭韮a叢re　P韮ac¢d孟無撫e◎ご（韮er◎f魚¢a茎）ρ罫◎x圭蒲a蹴沁F£（e2一韮）／（～・←韮）董．　F礎

each　appr◎漁瞭P。／争，漁e　a難◎wed　regi◎織。◎難sis｛9・　of　q。　bands．　Foぎ隔1／伽1，each・band

藪｝rPn／穿n　s罫》蕪£s嚢韮麗。　kn　ba糠ds　a難（童，重簸震d（業嚢｛◎簸宅◎宅hese，　qn一蓋轟ew　ba轟ds　a韮）pea！㌦　The　numbers

搬繕e轟9縫re　d㈱（｝敦e　tke夢精鶏beぎ◎f　ba鎧ds玉総¢ach　b秘鷺ch◎f　th¢al蓋◎w¢d挙eg沁糠．

5．Co熱。韮麟鍛9　remarks

We　hav¢sh◎輔i縫this　pap¢r齢£由er¢ls　a　clear　dls臨重lo織b¢宅w¢e薮撫e　quadratic

a玉gd）ra呈。籍“mbers　a籍（圭◎tわer量1TatiOfta韮捻魏mbers　i薮self－similari｛y◎f◎簸¢一par＆搬e重e罫biRary
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quas孟P¢r童◎d韮。　cha韮薮s　a難d　ob鍛孟薮ed　癒e　ex韮）薮d£　a…gorl慮1n　t◎　負織d　t｝藁¢　self膳similarlty

traltsfo】麟at孟。轟fbr　a　g孟ve熟quadrat霊。－薮縫搬ber．　Se韮f－sim謎ar垂匙y蓋薮癒¢fbrm◎f¢（叢秘a藪（）籍（3）

does轟ot　exisd欲he　s岬e鍍。¢exc¢pt　for　quadratic　lrra重量。総ah麟b¢rs．　Self－si搬11arl亡y

bas¢d　o簸　重hc　孟nflat韮◎擁　rule　（27）　ex蓋sts　on韮y　fbr　the　seque難ce　c◎r罫¢sp◎無d韮簸g　t◎　q秘a§霊一

reduced　quadratic　numbers．　For　fton＃一quasi－reduced　quadratic　numbers，　the　self－similarity

transformation　cannot　be　reduced　to　rule　（27）．

　　　Whenαis　a　rational　number／an　algebraic　number　of　degree　one，　there　is　a　translational

symmetry　aqd　in　turn　the　Block　or　the　Floquet　theorem　holds，　Therefore，　it　is　an　intriguing

problem　to　find　if　a　general　theorem　exists　in　the　properties　of　self－similar　chains　which

corresponds　to　algebraic　numbers　of　degree　two　and　to　investigate　symrnetries　of　quasi－

periedic　chains　for　other　irratioRals．　ln　this　connectieR，　it　should　be　noted　that　there

has　be¢織目argUme煎that由e　S励1翫y　C◎獄d嚢圭◎難S　for　quasiCryStalS　l薮tw◎dl瓢e薮sl◎ns

c◎秘嚢db¢sat霊s盒ed　o駄目y　fbr　quadrat隻。　irrati◎薮a韮垂ties［重3】．　As孟s　wdl　k織◎w鍍16，裏4】，糖a轟y

凶yslcal　sys紀ms　ca薮be　d¢sc曲ed猷¢繍s◎f瞬m◎翻ar　tra蕪s蝕憩掘ces諏cl慧di簸g　a登

electric・circ瞭a難d◎ptical　layers．　Therefore，詫w澱be・fea§ible給窺es紬e　p欝es¢慮es醸s　by

exp¢ぎ薮捻¢簸ts・
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