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CW 複体の間の写像 f : K → X に対して、fibre 空間 Pf

if
↪→ Tf

qf−→ X をとると、自明な包含写像 K ↪→ Tf

はホモトピー同値を与え、qf : Tf → X は f : K → X の拡張かつ if : Pf → Tf との合成写像は自明である：

qf◦if = ∗ : Pf ↪→ Tf −→ X, qf |K = f, K
!
↪→ Tf .

そこで if : Pf → Tf の homotopy cofibre jf : Tf ↪→ Cif = Tf ∪ C(Pf) を取り、G(f) = Cif とおけば、

qf : Tf → X は G(f) ⊃ Tf への自明な拡張 e(f) : G(f) → X, e(f)(C(Pf)) = ∗を持つ。 そこで、写像

f : K → X からその拡張 e(f) : G(f) → X を与える構成法を、Ganea の fibre-cofibre 構成と呼ぶ。

DE ,12 FG H (X,A) IHJKL)MNOPQ f : A ↪→ X ;RS;TU -./0. ) 3456078934560

*:Q f IHJK m VWXYJKZ[\SOPQ e(X,A)
m : Gm(X,A) → X ]^R_

`2a G0(X,A) = A bc e(X,A)
0 = f ]dSe

`fa Gm+1(X,A) = G(e(X,A)
m ) bc e(X,A)

m+1 = e(e(X,A)
m ) ]dSe

Dg ,1f `-./0.a hijT'( X IHJKU cat(X) ≤ m ;kSIlU e(X,A)
m : Gm(X) → X

Imnop%qrOPstuRSv;swxyz]dSe {|JU Gm(X) = Gm(X, ∅) ]dSe

} ,1~ ��[\{OP f : K → X IHRS�� f ′ : G(f) → X l��]l��v;Q}�RSe

従って Ganea の fibre-cofibre 構成はその様な拡張の中に自然なものが存在することを示したものと考え

ることができるが、その構成はホモトピー圏の中での圏論的な構成とは言い難い。 実は Gm(X) には、

ホモトピー圏の中で圏論的にも自然な構成法 (cf. Iwase [67]) が存在する：

DE ,1� FG H (X,A) IHJKU MNOP k : Tm+1(X,A) ↪→
∏m+1(X,A) ;H��OP

∆m+1 : X →
∏m+1 X ) <9=9>9?@ ?ABB5.8C Q Gm(X,A) ;JU ���\S X �)��k��Q

e(X,A)
m : Gm(X,A) → X ;RSe

この定義を採用すると、定理 8.2 は補題 3.4 から自明となる。

これ以後小論では、定義 8.4 によるGanea の空間の構成法を Ganea の fibre-cofibre 構成の繰り返しの

代わりに採用する。 実はもう一つの標準的な構成が空間 X のループ空間の A∞ 構造で与えられる：
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Dg ,1� `�>.�<033a FG �� X )$%&'(I��RS A∞ *+lU

`2a 34560 � Em+1(Ω(X))
pΩ(X)

m→ Pm(Ω(X))
eX
m→ X � (m ≥ 0) ;

`fa 8934560 � Em+1(Ω(X))
pΩ(X)

m→ Pm(Ω(X)) ↪→ Pm+1(Ω(X))� (m ≥ 0) ���

`~a P 0(Ω(X)) = ∗� E1(Ω(X)) = Ω(X) Q�{R�);JK��[\Se

実はこの A∞ 構造は、定義 8.4 の構成と本質的には一致することが分かる。
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CW 対 (X,A), (Y,B) をとり、i : A ⊂ X と j : B ⊂ Y を包含写像とする。 さらに与えられた写像

f : Z → Xと g : Z → Y に対して写像余錐と（二重）写像余柱をとる：

Pi = {(a, "X) ∈ A× T (X)|∗ = "X(0), i(a) = "X(1)} . {"X ∈ T (X)|∗ = "X(0), "X(1) ∈ A},

Pj = {(b, "Y ) ∈ B × T (Y )|∗ = "Y (0), j(b) = "Y (1)} . {"Y ∈ T (Y )|∗ = "Y (0), "Y (1) ∈ B},

Ti,f = {(z, "X) ∈ Z × T (X)|f(z) = "X(0), "X(1) ∈ A},

Tj,g = {(z, "Y ) ∈ Z × T (Y )|g(z) = "Y (0), "Y (1) ∈ B},

同様に写像 i×j : A×B ⊂ X×Y , k : X×B∪A×Y ⊂ X×Y と (f, g) = (f×g)∆Z : Z → X×Y に対して

Pi×j = {("X , "Y ) ∈ T (X)× T (Y )|∗ = "X(0), ∗ = "Y (0), "X(1) ∈ A, "Y (1) ∈ B} = Pi×Pj,

Pk = {("X , "Y ) ∈ T (X)× T (Y )|∗ = "X(0), ∗ = "Y (0) and ("X(1), "Y (1)) ∈ A×Y ∪X×B},

Ti×j,(f,g) = {(z, "X , "Y ) ∈ Z × T (X)× T (Y )|f(z) = "X(0), g(z) = "Y (0), ("X , "Y ) ∈ Pi×j},

Tk,(f,g) = {(z, "X , "Y ) ∈ Z × T (X)× T (Y )|f(z) = "X(0), g(z) = "Y (0), ("X , "Y ) ∈ Pk}.

をとり、自然な射影 φ : Ti×j,(f,g) → Ti,f と ψ : Ti×j,(f,g) → Tj,g を次で与える：

φ(z, "X , "Y ) = (z, "X), ψ(z, "X , "Y ) = (z, "Y ).

このとき、次の補題を得る。

 ¡ ,1¢ FG H (X,A)� (Y,B) ; FG �� ZU ���OP f : Z → X � g : Z → Y IHJ

KU OP (f, g) : Z → X×Y ; k : X×B∪A×Y ⊂ X×Y ) <9=9>9?@ ?ABB75.8C Tk,(f,g) l��I
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φ : Ti×j,(f,g) → Ti,f ; ψ : Ti×j,(f,g) → Tj,g ) <9=9>9?@ ?A�<79A> )mnop%£Q¤c_

Ti×j,(f,g) Ti,f

HPO

Tj,g Tk,(f,g) X×B ∪A×Y

HPB

Z X×Y

!!
φ

""

ψ

!"

""
"# !! !!

""

!"

""

k

!!
(f,g)

¥¦§ まず E = Tk,(f,g) の部分空間 E1, E2 および E0 を次のように定める：

E1 ={(z, "X , "Y ) ∈ E "Y (1) ∈ B} ⊃ {(z, k(f(z)), "Y ) ∈ E "Y (0) = g(z), "Y (1) ∈ B} . Tj,g,

E2 ={(z, "X , "Y ) ∈ E "X(1) ∈ A} ⊃ {(z, "X , k(g(z))) ∈ E "X(0) = f(z), "X(1) ∈ A} . Ti,f ,

E0 ={(z, "X , "Y ) ∈ E "X(0) = f(z), "Y (0) = g(z), "X(1) ∈ A, "Y (1) ∈ B} = Ti×j,(f,g),

ただし k(w) は点 w での全く動かない道を表す。 このとき、E = E1 ∪ E2, E1 ∩ E2 = E0 が直ちにえられ、

さらに Tj,g および Ti,f が E1 および E2 の強変位レトラクトであることがわかる。 一方で E0 の E1 あるいは

E2 への包含写像は各々ψ あるいは φとホモトピックとなる。 従って E は (unreduced) homotopy push-out

Ωj,g ∪ {[0, 1]× Ωi×j,(f,g)} ∪ Ωi,f のホモトピー型を持つことが分かる。 ¨X1

loop 空間 Ω(X)に対する Stasheff によるA∞-構造と元の空間 X の関係が次のように与えられる。

Dg ,1© ª«k FG �� X IHJU ¬s:­RSe

`2a -./0. )'( {Gm(X)} l Ω(X) ) A∞ *+Q��Se

`fa ��kmnop%®¯ P∞(ΩX) . X stuRSe

¥¦§ まず Em+1 を包含写像 X [m+1] → Xm+1 の homotopy fibre とし、Pm を次の homotopy

pull-back で定義する：
X [m+1]

X Xm+1,

!"

""
! !
! !
! !
! !
!

!!
∆m+1

ただし X [m+1] = Tm+1X = {(x0, ...xm) ∈ Xm+1|xt = ∗ for some t} (fat wedge) であり、∆m+1 は対角

線写像である。
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次に Z = X, Y = Xm, f = 1X , g = ∆m, A = {∗}, B = X [m] とすれば、直ちに Ωk,(f,g) = Pm,

Ωi,f . ∗, Ωj,g = Pm−1 および、次の pull-back 図式を得る：

Pj Ti×j,(f,g) Ti,f

PB

Pj Tj,g Z.

!!

""

!!

""
!! !!

ただし j は包含写像 X [m] ⊂ Xm であり、従って定義から Pj = Em である。

ここで f = 1X かつ A = {∗}であるので、Ti,f は可縮であり、Ti×j,(f,g) はこの場合、Tj,g → Z の fibre Pj

にホモトピー同値である。 従ってこれらのデータに対して補題 8.6 を用いれば、次のような pushout-pullback

図式が得られる：
Em Pm−1

HPO

{∗} Pm X×X [m] ∪ {∗}×Xm

HPB

X X×Xm

!!

""

!"

""
"# !! !!

""

!"

""

k

!!
∆m+1

ここで Pm, m ≥ 1は標準的な包含写像 Em ⊂ Pm−1 の (unreduced) 写像錐のホモトピー型を持つこと

に注意すれば、同様に補題 8.6 を用いて、次の pushout-pullback 図式を得る：

ΩX×Em Em

HPO

ΩX Em+1 X×X [m] ∪ {∗}×Xm

HPB

{∗} X×Xm

!!
pr2

""

pr1

!"

""
"# !! !!

""

!"

""

k

!!∗

従って Em+1 は ΩX と Em の (unreduced) 結 のホモトピー 型 を持 つ。 これ はそのまま、

{(Em+1, Pm); m ≥ 0} が Stasheff の意味での ΩX の A∞-構造を与えることを意味する。 従って∞-次の

ΩX-射影空間 P∞(ΩX)は hocolim
−→

Pm . X のホモトピー型を持つことがわかる。 ¨X1

Stasheff による、上の A∞ 構造とともによく知られたA∞ 形式とそれらの関係について、次節以降で圏論的

な捉え方を用いた記述を試みよう。
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