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ÊËÌ ÕÖ

î Î�=:

îï® Î`ð~Î

ñ]*Â�� O `M *ò C = (O,M) vÎS>1`3�*óôõvö÷C15`S>H4 Â�� O

*�ø3Î C *~ù`úA0 OC `4 Â��M *�ø3Î C *û`úA0MC `üB01ý

þÿ®! º�X~� I : O →M v"#C1M ¨¨ ~ù*$%û

þÿ&! ñ]*º�X~� S, T : M→ O v"#C1M ¨¨ û*¹¤'`('

þÿ)! *;XÂ��M×OM YÎ C *ñ]*û g+ f *,-~ (g, f) S S(g) = T (f) Y.;C/*

01*XCÂ��`C1`24 º�X~� C : M×OM→M v"#C1M ¨¨ 3öû

þÿ4! þ®! SI(X) = TI(X) = X ¨¨ ~ù X *$%û*¹¤'`('3 X 56

þ&! SC(g, f) = S(f)+ TC(g, f) = T (g) ¨¨ g◦f *¹¤'3 f *¹¤'S4 ('3 g *('

þ)! C(f, IS(f)) = C(IT (f), f) = f ¨¨ $%û`3öûY,\7/q/:X?

þ4! C(h,C(g, f)) = C(C(h, g), f) ¨¨ �]*û*3öû34 3öû*,H7-m:X?

þÿ8! Î C *?=X1ñ]*~ù X + Y -~N7/4 ~ù X Y¹¤'`N~ù Y Y('`C1

û01*XCÂ��MC(X,Y ) 393S>1M ¨¨ :;W

c îï® Î C = (OC,MC) -~N74 IC = I + SC = S + TC = T + CC = C YÎ C *¿|`ú<M

xy:0;Î C = (O(C),M(C)) -~N74 k*¿| IC + SC + TC + CC Y`1M k5S

O(Co) = O(C)4M(Co) = M(C) `N4 k*¿|Y ICo = IC + SCo = TC + TCo = SC + CCo = CC◦t `C

1M ;=N4 t : MC×OMC →MC×OMC 3 t(f, g) = (g, f) -mHxy:01~�S>1M

>¦ îï& Î C -~N74 Co /Î`X15`Y?@M 5*Î Co YÎ C *ð~Î`?RM

AyA O Y9301*Â��4M YBC01*Â��Y`0A4 k0:*ò3ÎYXCM

55S350Y93*Î`úDEF S SüN4 G HIJKLMNOO ÒÓ`noBC*XCÎYEF T

SüN4 æ;P`ÕQR*XCÎYEF G S4 B:-S�TÃP`ÕQR*XCÎYEF A SüCM

>¦ îï) Î S + T + G + A v��-ÎYXC5`Y?@M

&



îï& Í3XN þ93`Â��!

U�ÙVÃ*WéX AyA5Y�01*93 N *�ø35Y�=^S>H4ZY

0.5 '∈ N,
√

2 '∈ N, π '∈ N, 1 ∈ N, 2 ∈ N, 3 ∈ N, · · ·

vö÷C1M B74 [I\]MN -mH Z5Y�_ `Q%*�#^Y_]`?R Z93_ *º]S>1

N -~N7/Q`-ay0A4 5Y�* Z93_ 3/àTÉ Z5Y�_ `?R Z�_ S3X?=:

N '∈ N

S>1 þ50/ZY! M k5S4 5*mR-5�56Y�ø-_;X?93Yb{?93c`ú<5

`-C1M B:-b{?93c01*93Y U `C1`4 K*5`=:

N ∈ U

`X1M B75*93 U 3b{?93cS>TR=U

þ®! 93 U vb{?93cS>1`C1`4 U 3b{?93c01*d*º]*�øS>1M
50YeSüC`

U ∈ U

S>1M N=N5*e3 U vb{?93cSX?5`Y�fC1M gg #hi

þ&! 93 U vb{?93cSX?`C1`4 U 3b{?93c01*d*�øS3X?M
50YeSüC`

U '∈ U

S>1M N=N5*e3 U vb{?93cS>15`Y�fC1M gg #hi

TÃjk�`l�mÃ3b9æHc*d-4 no*mR-Cp7YqrN74 k*stYay15

`vS2X?uQvwX"# ¨ � p-3?=X1b9æHc*�ø-/XHyX?uQvwX"# ¨

v>1xYy94 þXÉ:=*b9æHc*�ø`XHy1! Z93_ `>/@7 ZÂ��_ `úD4

93mHz?Ú{`N;ý AyAKE*�ÙVÃ*Wé-|01b9æHc U 3�3Cp7*

93*9æH-X1v4 k*mR-vwX9æH3TÃjk�Ïl�mÃ*�fS* ZÂ��_

-3X1v4 Z93_ -3X:X?M

}\7KE*Wé34 Â��Y93*mR-OH~\;�-Í2;`ay:01M

c îï4 ~ù*01`û*01*9æHv`/-93S>1mRXÎY ZWÎ_ `?R5`v>1M

)



îï) �P`5Yq�

ñ]*Î C + D -~N74 ñ]*~� FO : OC → OD + FM : MC →MD *ò F = (FO, FM) : C → D

v�q�PS>1`34 �*�ôõvö÷C15`S>1ý

þ�®! FM(IC(X)) = ID(FO(X)) ¨¨ ~ù X *$%û*C3$%û

þ�&! þ®! FO(SC(f)) = SD(FM(f)) ¨¨ û f *¹¤'*C3û f *C*¹¤'

þ&! FO(TC(f)) = TD(FM(f)) ¨¨ û f *('*C3û f *C*('

þ�)! FM(g◦f) = FM(g)◦FM(f) ¨¨ û g+ f *3öû*C3û g+ f *C*3öû

X F (X)

=>

Y Z F (Y ) F (Z)
!!

f

""!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!!

g◦f

!!

F (f)

""!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!

F (g◦f)=F (g)◦F (f)

##
g

##
F (g)

Q`-�*�ôõvö÷C1`24 F = (FO, FM) : C → D Y�q�P`ú<ý

þ�®o! FM(IC(X)) = ID(FO(X)) ¨¨ ~ù X *$%û*C3$%û

þ�&o! þ®! FO(SC(f)) = TD(FM(f)) ¨¨ û f *¹¤'*C3û f *C*('

þ&! FO(TC(f)) = SD(FM(f)) ¨¨ û f *('*C3û f *C*¹¤'

þ�)o! FM(g◦f) = FM(f)◦FM(g) ¨¨ û g+ f *3öû*C3û f + g *C*3öû

X F (X)

=>

Y Z F (Y ) F (Z)
!!

f

""!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!!

g◦f

##
g

$$

F (f)

%%
F (g)

&&!!!!!!!!!!!!!!

F (g◦f)=F (f)◦F (g)

AyA��½¾�P3Î T =:Î A �*�q�PS>H4 ¼��½¾�P3�q�PS>1M

æ;5YX���P ES = 1S : S → S + ET : T → S + EG : G → S + EA : A→ S 3�q�PS>1M

¹¤ îï8 �- FO v�ûS>1`24 �P F Y�� þOI�]�OJ�! `ú<M

>¦ îï� �q�P F : C → D 35Y-ð~Î Co =:Î D �*�q�P`zX@15`Y?@M

>¦ îï° ~ùX,Y ∈ C -~N793MC(X,Y ) Y~�B@4 �PMC : Co×C → S Y¹¤@mM

4



�P F,G : C → D -~N4 5Yq� Φ : F → G `3�Y.;C~� Φ : OC →MD S>1ý

þ[®! Î C *~ù X -~N74 S(Φ(X)) = F (X) =]T (Φ(X)) = G(X) vö÷C1M

þ[&! Î C *û f -~N74 CD(Φ(TC(f)), F (f)) = CD(G(f), Φ(SC(f)) vö÷C1M

X F (X) G(X)

=>

Y F (Y ) G(Y )
!!

f

!!

F (f)

##
Φ(X)

!!

G(f)

##
Φ(Y )

c îï� �P F,G 34 5Yq� Φ : F → G S Φ(X) v�-QR`X1/*v"#C1`25YQ(S

>1`úA01M æ;5*mRX Φ v5YQ(`úA015`/>1M

¹¤ îï¯ �P F : C → D v�P G : D → C *�À��P`3 Do×C =: S �*�PMC(G(X), Y )

`MD(X,F (Y )) v5YQ(S>15`S>1M æ;�P G 3�P F *�À��P`úA01M

îï4 ��Î � �uB0;Î þ�\N����L �I]��MN�!

3öûY][1BC CC(X,Y, Z) : MC(Y, Z)×MC(X,Y ) →MC(X,Z) 34 ~� CC : OC×OC×OC

→MS `Qº�S21M ��Y_]Î R `��Y�]�q�P ER : R → S -~N74 ÎC

vER S R æS�uB0;Î þ��Î! S>1`3�*ôõvö÷C15`S>1ý

þÿ8! ~�MR
C : OC×OC → OR `~� CR

C : OC×OC×OC →MR v"#N�Y.;CM

þ®! MC = ERO ◦M
R
C + CC = ERM◦C

R
C =] CR

C (X,Y, Z) : MR
C (Y, Z)×MR

C (X,Y ) →MR
C (X,Z)

þ&! CR
C (X,Y, Z)(h,CR

C (X,Z,W )(g, f)) = CR
C (X,Y,W )(CR

C (Y, Z,W )(h, g), f)

OR MR

OC×OC OS OC×OC×OC MS

!!
ERO

!!
ERM

##
MC

''"""""""""""""""

MR
C

##
CC

''"""""""""""""""

CRC

55S4 R æS�uB0;Î34MR
C l CR

C Y�01`G�*Î`zX@15`Yc�C1M

c îï®î ���P ET : T → S SÐÑÒÓ*Î T æS�uB0;Î34 ÐÑÎ`úA01M

>¦ îï®® S�TÃP*Î A 3EA : A→ S S A æS�uB0;ÎS>15`Y?@M

`5TS4 ÐÑÒÓ*Î T 35�X/*²K-�u3S2X?*S>TR=U
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�-Î C + D v ER : R → S S R æS�uB0;Î*`24 k*Ó*�P-34 ?=X1

ôõvsÀCp2S>TR=U æ� F = (FO, FM) vG�*�fSÎ C =:Î D �*�q�

PS>\;`C1M 5*`24 Î C *?=X1ñ]*~ù X + Y -~N7/4 FM 3BC

FM(X,Y ) : MC(X,Y ) →MD(FO(X), FO(Y )) Y ¡N4 ~� FM : OC×OC →MS Yxy1M

B7 F v4 ER : R→ S S�uB0;¿|Y�]�q�PS>1`34 �*ôõY.;C5``C

1ý

þ�4! ~� FR
M : OC×OC →MR v"#N�vö÷C1M

þ®! FM = ERM◦F
R
M =] FR

M(X,Y ) : MR
C (X,Y ) →MR

D(FO(X), FO(Y ))

þ&! FR
M(X,Z)(CR

C (X,Y, Z)(g, f)) = CR
D (FO(X), FO(Y ), FO(Z))(FR

M(Y, Z)(g), FR
M(X,Y )(f)

MR
C (X,Y ) MR

D(FO(X), FO(Y )) �\ R

OC * (X,Y )

MC(X,Y ) MD(FO(X), FO(Y )) �\ S

##
FRM(X,Y )

!!

ERO
!!

ERM
!!

ERO

((FRM

))FM

##
FM(X,Y )

Q`- F = (FO, FM) vG�*�fSÎ C =:Î D �*�q�PS>\;`C1M 5*`24 Î C

*?=X1ñ]*~ù X + Y -~N7/4 FM 3BC FM(X,Y ) : MC(X,Y ) →MD(FO(Y ), FO(X))

Y ¡N4 ~� FM : MC →MD◦(FO×FO)◦τ Yxy1M ;=N4 τ(X,Y ) = (Y,X) S>1M

B7 F v4 ER : R→ S S�uB0;¿|Y�]�q�PS>1`34 �*ôõY.;C5``C

1ý

þ�4o! ~� FR
M : OC×OC →MR v"#N�vö÷C1M

þ®! FM = ERM◦F
R
M =] FR

M(X,Y ) : MR
C (X,Y ) →MR

D(FO(Y ), FO(X))

MR
C (X,Y ) MR

D(FO(Y ), FO(X)) �\ R

OC * (X,Y )

MC(X,Y ) MD(FO(Y ), FO(X)) �\ S

##
FRM(X,Y )

!!

ERO
!!

ERM
!!

ERO

((FRM

))FM

##
FM(X,Y )

�-�uB0;¿|Y�]�q�P34 ð~Î=:*�uB0;¿|Y�]�q�P`�X@1M

>¦ îï®& �uB0;¿|Y�]�P*Ó*�uB0;¿|Y�]5Yq�*¹¤YxymM

�



îï8 ¢sÏ� n¨Î þK]N��] n¨�I]��MN�!

£�-�uB0;Î`N74 ?/¤1bn¨ÎcY¥y15`vS21M æ��¦*ÕÖYC1ý

¹¤ îï®) W�S3ER : R→ S S�uB0;WÎ01*XCÎY Cat(ER) SüC5`-C1M

AyA4 WÎ01*XCÎ3 Cat = Cat(1S) S>1M B74 �*ñ]*§¦Y��C1ý

§¦ îï®4 ��Y�]�P ER : R→ S S�uB0;ñ]*WÎ C + D Y`H4 k0:*�uB0;

¿|Y¨©MR
C +M

R
D `C1M 5*`24MR

C×D : OC×OD → OR YMR
C×D((X,Y ), (X ′, Y ′)) ª

MR
C (X,X ′)×MR

D(Y, Y ′) -m\7¹91`4 ��Î C×D 3 ER S�uB0;Î`X1M }\74

Cat(ER) 3Î�pX�fS*��Y_]Î`XH4 Cat �*���P3��Y�]�P`X1M

>¦ îï®8 K*§¦-«�YxymM

§¦ îï®� ��Y�]ñ]*�P E(S ′) : S ′ → R+ ER : R → S-~N74 ES′ = ER◦E(S ′) S�

uB0;Î C *�uB0;¿|YMS′
C `C1M 5*`24MR

C = E(S ′)O◦MS′
C 34 C * ER

S�uB0;¿|Yxy4 E(R′) 3�P E(R′)# : Cat(ER′
) → Cat(ER) Y ¡C1M

>¦ îï®° K*§¦-«�YxymM

B7¬­� n¨Î Cat(n) `���P E(n) : Cat(n) → Cat(n−1 ) Y�*mR-®¯p-xy1ý

þ©®! ¬­� 0¨Î Cat(0 ) `34 93*Î S *5`S>H4 E(0) = 1S : Cat(0 ) → S `C1M

þ©&! ¬­� n¨Î Cat(n) `���P E(n) : Cat(n) → Cat(n−1 ) vxy:07?1`2

þ®! 93*Î�*���PY ECat(n) = E(0)◦ · · · ◦E(n) : Cat(n) → S S¹¤C1M

þ&! ¬­� n+1¨ÎY4 Cat(n+1 ) = Cat(ECat(n)) S¹¤C1M

þ)! ¬­� n¨Î Cat(n) �*���PY4 E(n+1) = E(n)# S¹¤C1M

¹¤ îï®� 93*Î�*���P ECat(n−1 ) : Cat(n−1 ) → S S�uB0;ÎY� n¨Î`ú<M

B:-50:*°�ÄÅYay15`/S21ý

þ©4! � ∞¨WÎ þ� ω¨WÎ! `34 �uB0;WÎ*ÄÅ {Cn ∈ Cat(n) ; n ≥ 1} S>\74

EO(n)(Cn) ª Cn Y.;C/*S>1M ;=N4 E(n) = (EO(n), EM(n)) 3���PS>1M

þ©8! ¬­�∞¨Î þ¬­� ω¨Î! Cat(ω) `34 �∞¨WÎ þ� ω¨WÎ! 01*XCÎS>1M

°



® ÐÑÒÓ�=:

®ï® ÐÑÒÓ*r×

93 X -~N4 �*±éÄY.;Ci�93² Top(X) þg93²! vxy:07?1`24 ò

(X,Top(X)) Y�- X SüN4 ÐÑÒÓ`ú<M

þ³®! ∅ ∈ Top(X) =] X ∈ Top(X) S>1M

þ³&! Top(X) *´�*µ�i�² {Oλ ; λ ∈ Λ} -~N
⋂

λ∈Λ Oλ ∈ Top(X) S>1M

þ³)! Top(X) *´�*i�² {Oλ ; λ ∈ Λ} -~N
⋃

λ∈Λ Oλ ∈ Top(X) S>1M

ÐÑÒÓ X -~N74 �*ôõY.;Ci�93² U Y X * ZÕgr_ `ú<M

þÕgr! ´�*¶ x ∈ X `´�*g93 O ⊆ X -~N7 x ∈ O X:A4 U *µ�i�²

{Uλ ; λ ∈ Λ} v"#N7 x ∈
⋂

λ Uλ ⊆ O Y.;CM

æ;i�93` þQ(�· ∼ -m1! ¸93*ÐÑ3�*mR-xy:01M

þÑ~ÐÑ! A
i

↪→ i(A) ⊆ X *`24 ÐÑ Top(A) = {i−1(O) |O ∈ Top(X)} Y A -¡äC1M

þ%uÐÑ! Y
p! Y/ ∼= B *`24 ÐÑ Top(B) = {O | p−1(O) ∈ Top(Y )} Y B -¡äC1M

æ; K ⊆ X v¼¹ºÂ�`34 �*^»v.;B015`S>1ý

þ¼¹ºÂ�! Top(X) *´�*i�² {Oλ ; λ ∈ Λ} -~N4 K ⊆
⋃

λ∈Λ Oλ X:A Λ *µ�i�9

3 {λ1, ...,λn} ⊆ Λ S K ⊆
⋃n

i=1 Oλi Y.;C/*vO01M

B74 ÐÑÒÓ-3`©X�¼±évay:01v4 55S3�*G HIJKLMNOO ^Y½�C1ý

þG HIJKLMNOO! ´�*¼¹ºÂ�i�933 þ¾=]! Ñ~ÐÑ-�N7 HIJKLMNOO S>1M

B:-4 ÒÓ X =: Y �*noBC*01MT (X,Y ) -ÐÑY¡äN4MT
T (X,Y ) SüCý

þ[¿! i�93² U = {W (C,O) ⊆MT (X,Y ) ; C 3 X *¼¹ºÂ�93S O 3 Y *g93} Y

W (C,O) = {f : X → Y ; f(C) ⊆ U} -mH¹94 U YÕgr`C1ÐÑY¡äC1M

>¦ ®ï® X ⊂ Rn Y¼¹ºÂ�93`N4 Y = Rm `C1`24 K* �MÀÁI�]¨MÁ�\ ÐÑv sup

ÂÃÃ-m1ÐÑ-ºÄC15`Y?@M

>¦ ®ï& ¼¹ºÂ�XÐÑÒÓ=:G HIJKLMNOO ÒÓ�*0�û3QÑBCS>15`Y?@M

�



®ï& ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ

Cp7*G HIJKLMNOO ÒÓ34 ¼¹ºÂ�ÅöÐÑY_]/*-¼¹ºÂ�93²YqÆ@�-OH�

y15`vS24 }\74 5*qÆS�����Plþ¼!��½¾�P3¶q-�;01M

¹¤ ®ï) G HIJKLMNOO ÒÓ X v¼¹ºÂ�ÅöS>1`34 �*ôõv.;B015`S>1M

þ[Ç! ÐÑÒÓ X *i�93 A v¾93S>1�-34 ´�*¼¹ºÂ�93 C -~N7 A ∩ C

v¼¹ºÂ�S>15`v��È�S>1M

¼¹ºÂ�ÅöÒÓ3 k¨KÁI�� `/úA04 m[É:07?1mR-4 ´�*¼¹ºÂ�93v¾93

`X1M 55S3 þG HIJKLMNOO! ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ`noBC*XCÎY K SüCM

>¦ ®ï4 þ®! :;¼¹ºÂ�XG HIJKLMNOO ÒÓv¼¹ºÂ�ÅöÒÓS>15`Y?@M

þ&! ÊºÊâ±éY.;C HIJKLMNOO ÒÓ3¼¹ºÂ�ÅöÒÓS>15`Y?@M �-Ë¼ÒÓ

3¼¹ºÂ�ÅöÒÓS>1M

B74 ÌÍ* �MÀÁI�]¨MÁ�\ ÐÑ-mHBCÒÓ39S;[ÐÑÒÓMT
T (X,Y ) `XH4 Î T

3 ET : T → S S T æS�uB0;*=v4 Î{Xv:5*ææS3Î�p-3{?¿|`3�

yX?ý AyAMT
T (X,MT

T (Y, Z)) `MT
T (X×T Y, Z) 3QÑ-X1`3�:X?M ;=N4

X×T Y 3��93 X×Y -G�*��ÐÑ-mHÐÑÒÓ*¿|Yä0;/*S>1M ]æH4

BCÒÓY,1�P`��Y`1�PvÀ��P-X:X?`?RÄÏpXÐÑY_]M

¹¤ ®ï8 �q�P c : T → K Y�S¹91ý

þ®! X = (X,Top(X)) -~N7 c(X) = (X, T̂op(X)) `C1M ;=N

þ&! O ∈ T̂op(X) ⇐⇒ ´�*¼¹ºÂ�93 C -~N7 (X"O) ∩ C 3æ;¼¹ºÂ�S>1M

5*`24 f : K→ T Y���P4 k = f◦c `N7�*Ï¦ þ«�NX?! vö÷C1M

Ï¦ ®ï� þ®! G HIJKLMNOO ÒÓ X v¼¹ºÂ�ÅöX:4 k(X) = X S>1M

þ&! ´�*G HIJKLMNOO ÒÓ X -~N74 k(X) 3¼¹ºÂ�ÅöÒÓS>1M

þ)! ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ X,Y -~N7MK
K(X,Y ) = c(MT

T (f(X), f(Y ))) `Í[`4 Î K 3��

�P EK : K→ S S K æS�uB0;Î`X1M

¯



þ4! ´�*¼¹ºÂ�ÅöÒÓ X `G HIJKLMNOOÒÓ Y -~N74MK
K(X, c(Y ))`MT

T (f(X), Y )

35Y-QÑ`X1M }\74 �P c 3�P f *�À��PS>1M

�-4��3 X×KY = c(f(X)×T f(Y ))` g×Kh = c(f(g)×T f(h))-mH¹¤B0�Y.;CM

Ï¦ ®ï° þ®! ��ÒÓ X×KY 34 Î�pX�fS*Î K S* Z��_ Yxy1M

þ&! 5YXQÑ-mH4 ��ÒÓ X×KY 3Ò�=]Ó3p`zX@1M

þ)! ´�*:;¼¹ºÂ�X HIJKLMNOO ÒÓ`´�*¼¹ºÂ�ÅöÒÓ-~N74 X×KY

3G�*��ÒÓ X×T Y -ºÄC1M

Î K -Í?74 i : A → X v Zd�*QÑ_ `34 Zi v�û=] X =:¹æ1 A *Ñ~ÐÑ

v¼¹ºÂ�ÅöÒÓ A *ÐÑ`ºÄ_ C15`S>1M æ; p : Y ! B v Z¸BC_ `34

Zp v0û=] Y =:¹æ1 B *%uÐÑv¼¹ºÂ�ÅöÒÓ B *ÐÑ`ºÄ_ C15`S>1M

Ï¦ ®ï� þ®! ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ*¾93lÔ$g93*qrBC34 d�*QÑS>1M

þ&! ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ Y =:*0û p : Y → B v´�*¼¹ºÂ�93 C ⊆ Y -~N7

p−1(p(C)) Y Y *¾93`C0A4 p 3¸BC`X1M

þ)! Î K S*d�*QÑ i : A → X + i′ : A′ → X ′-~N4 i×Ki′ : A×KA′ → X×KX ′ /kRX1M

þ4! Î K S*¸BC p : Y ! B+ p′ : Y ′ ! B′ -~N4 p×Kp′ : Y×KY ′ ! B×KB′ /kRX1M

�j-4 BCÒÓ`��*�· � Õ�Ö$-ãY×CM

Ï¦ ®ï¯ þ®! Î K *dS34MK
K(X,Y×KZ) `MK

K(X,Y )×KMK
K(X,Z) 35Y-QÑS>1M

þ&! Î K *dS34 ØäBC e : MK
K(X,Y )×KX → Y þe(f, x) = f(x)! 3�-noS>1M

þ)! Î K *dS34MK
K(X×KY, Z) `MK

K(X,MK
K(Y, Z)) 35Y-QÑS>1M

Ä ®ï¯ï® �PMK
K(Y, ) 3�P ( )×Y *�À��PS>1M

¼¹ºÂ�ÅöÒÓ*ÄÙpX�Û`KE*¨Ï¦*«�34 ÚI�§I\� Û¯4Ü+ Ý��]���IL Û®4�Ü+

H�NIK��ÀI Û8°Ü %YÞßB0;?M ;=N4 Û¯4Ü+ Û®4�Ü 3G HIJKLMNOO S3X[4 HIJKLMNOO *à

ò�Y�?7?1v4 k*«�3k*ææS4 G HIJKLMNOO *�Yá¹N;/*-â2�y:01M

50²j�-ã:X?�H4 ¼¹ºÂ�ÅöÒÓ*Î K *àò�*hS£¤YÈ94 ä0*�0*

°?å3-3MK
K YMK >1?3M `4 æ; ×K Y × `æEC15`v>1M

®î



®ï) noBC*¿ö

�=HlC?å;Sxy:0;noBC=:*;XnoBCY¿öC15`Yay1M

¾i�93µ�ç*è93SüB01å3ý X =
⋃n

i=1 Fi S4 Fi v X *¾93S>\;`C1M

~� f : X → Y vµ�ç*BC*² fi : Fi → Y Y�?7 f |Fi = fi -mH¹¤B01`24 f

vnoBCS>1��È�ôõv�Sxy:01M

þ®! ´�* i, j -~N7 Zfi|Fi∩Fj = fj|Fi∩Fj_ vö÷N4 f 3º�`X1M

þ&! ´�* i -~N74 BC fi 3noS>1M

gi�93*è93SüB01å3ý ~� f : X → Y vBC*² fλ : Uλ → Y Y�?7 f |Uλ
= fλ

-mH¹¤B01`24 f vnoBCS>1��È�ôõv�Sxy:01M

þ®! ´�* λ, µ -~N7 Zfλ|Uλ∩Uµ = fµ|Uλ∩Uµ_ vö÷N4 f 3º�`X1M

þ&! ´�* λ -~N74 BC fλ 3noS>1M

¸ÒÓS>1å3ý ¸BC p : X̃ ! X -~N4 ~� f : X → Y vBCf̃ : X̃ → Y Y�?7

f◦p = f̃ -mH¹¤B01`24 ~� f vnoBCS>1��È�ôõv�Sxy:01M

þ®! ´�* a, b ∈ X̃ -~N7 Zp(a) = p(b) =⇒ f̃(a) = f̃(b)_ vö÷N4 f 3º�`X1M

þ&! 3öBC f◦p : X̃ → Y 3noS>1M

®ï4 ��`~éêBC

ñ]*ÒÓ X,Y *�� X×Y 3�*^»Y_]M ;=N4 EF ≈ 3QÑYüCM

Ï¦ ®ï®î þ®! 5YXQÑ X×{∗} ≈ X ≈ {∗}×X v"#C1M

þ&! 5YXQÑ (X×Y )×Z ≈ X×(Y×Z) v"#C1M

þ)! 5YXQÑ X×Y ≈ Y×X v"#C1M

k5S4 AyA X1, ..., Xn *��3ëì*s^7YíV@� X1×X2× · · ·×Xn >1?3

n∏

i=1

Xi

XQ`üCM �-X1 = · · · = Xn = X*`24
n∏

i=1

Xi Y

n∏
X XQ`üC5`v>1M

¹¤ ®ï®® �Sxy:01noBCYÒÓ X *~éêBC`ú<M

®®



þ~éêBC! e ∆X(x) = (x, x) SBC ∆ = ∆X : X → X×X Y¹¤C1M

þîï~éêBC! BC ∆n = ∆X
n : X →

n∏
X Y�eS®¯p-¹¤C1M

þ®! ∆X
2 = ∆X þ&! ∆X

i+1 = (∆X
i ×1X)◦∆X : X → X×X → (

i∏
X)×X =

i+1∏
X

®ï8 ÐÑè`ðï6BC

ñ]*ÒÓ X + Y -~N74 50:Yrñw2XÒÓE v>1`á¹C1M 5*`24 E *dS3

X,Y -3�Gi�v>1Òò^v>1v450YíVN�Gi�v°?/*`ay7*è93 þÐÑè!

Y¹¤C1M 503��*ð~pXÚ{Yxy1/*S>1M

¹¤ ®ï®& ÒÓ X,Y -~N74 X 6Y = X×{1}∪Y×{2} ⊆ W×{1, 2}`?RI*i�ÒÓ X 6Y

YÐÑè`ú<M ;=N4 93 {1, 2} 3¼óÐÑ-mH¼¹ºÂ�ÅöÒÓ`�XCM

5*`24 ��`Q`-�*^»v¡=01M

Ï¦ ®ï®) þ®! 5YXQÑ X6∅ ≈ X ≈ ∅6X v"#C1M

þ&! 5YXQÑ (X6Y )6Z ≈ X6(Y6Z) v"#C1M

þ)! 5YXQÑ X6Y ≈ Y6X v"#C1M

k5S4 AyA X1, X2, ..., Xn *ÐÑè3ëì*s^7YíV@� X16X26 · · ·6Xn >1?3

n∐

i=1

Xi

XQ`üCM �- X1 = X2 = · · · = Xn = X *`24
n∐

i=1

Xi Y

n∐
X XQ`üC5`v>1M

¹¤ ®ï®4 �Sxy:01noBCYÒÓ X *ðï6BC`ú<M

þðï6BC! e ∇X(x, t) = x SBC ∇ = ∇X : X6X = X×{1, 2}→ X Y¹¤C1M

þîïðï6BC! BC ∇n = ∇X
n :

n∐
X → X Y�eS®¯p-¹¤C1M

þ®! ∇X
2 = ∇X þ&! ∇X

i+1 = ∇X◦(∇X
i 61X) :

i+1∐
X = (

i∐
X)6X → X6X → X

®ï� ÒÓ*Ó þôM�\!

õÕ n¨�1`úA01¼¹ºÂ�Xö93 ∆n *¿|Y/R�N÷N[øp7�1M

¹¤ ®ï®8 ∆n =

{
(t0, · · · , tn) ∈ [0, 1]n+1

∣∣∣∣∣

n∑

i=0

ti = 1

}

®&



B74 ù�Â­ÙúÒÓû*ÒSX?ñ]*&I X0 ⊆ E0+ X1 ⊆ E1 Y E = E0×R×E1-�*m

R-ü9ýñ5`S4 X0+ X1 Y E *d* þº»*Ðâ->1! &I`ay15`vS21ý

X0 ⊆ E0 ≈ E0×{0}×{0} ⊆ E0×R×E1 = E,

X1 ⊆ E1 ≈ {0}×{1}×E1 ⊆ E0×R×E1 = E.

5*`24 �*`-¹¤B01ù�Â­ÙúÒÓ E û*&I X0∗X1 Y X0+ X1 * ZÓ_ `ú<M

X0∗X1 = {tx + (1− t)y ∈ E |x ∈ X0, y ∈ X1, 0 ≤ t ≤ 1}

>¦ ®ï®� ∆n 3 ∆n−1 `º¶`*Ó-QÑS>15`Y?@M

º»*ÒÓ X0+ X1 -~N74 �*`-¹¤B01ÒÓ X0∗X1 Y X0+ X1 * ZÓ_ `ú<M

X0∗X1 = (X0 6∆1×X0×X1 6X1)/ ∼join, þ®ï®!

;=N4 ∼join 3�*�·SÅöB01Q(�·S>1ý

X0 * x0 ∼join (1, 0; x0, x1) ∈∆1×X0×X1, X1 * x1 ∼join (0, 1; x0, x1) ∈∆1×X0×X1.

>¦ ®ï®° ù�Â­ÙúÒÓû*ÒSX?ñ]*&I X0 ⊆ E0+ X1 ⊆ E1 -~N74 K*ñþÿ*Ó

*¹¤vQÑXÒÓY¹915`Y!=9mM

B74 n + 1 ç*ÒÓ X0+ïïï+Xn -~N�*ÒÓ X0∗ · · · ∗Xn =
n∗

i=0
Xi YX0+ïïï+Xn* ZÓ_ `ú<ý

X0∗ · · · ∗Xn = (∆n×X0× · · ·×Xn 6
n∐

i=0

Ei)/ ∼mjoin, Ei = X0∗ · · · ∗Xi−1∗Xi+1∗ · · · ∗Xn.

;=N4 ∼mjoin 3�* n + 1 ç*�·SÅöB01Q(�·S>1ý

(t0, ..., ti−1, 0, ti+1, ..., tn; x0, ..., xn) ∼mjoin [t0, ..., ti−1, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ei.

;=N4 i 3 0 ≤ i ≤ n *"#Y$[M 5*`24 ÒÓ*Ó X0∗X1 3�*^»Y_]M

Ï¦ ®ï®� þ®! 5YXQÑ ∅∗X ≈ X ≈ X∗∅ v"#C1M

þ&! X0+ X1+ X2 v07ÒSX?`24 5YXQÑ (X0∗X1)∗X2 ≈ X0∗(X1∗X2) v"#C1M

þ)! X0+ X1 v�-ÒSX?`24 5YXQÑ X0∗X1 ≈ X1∗X0 v"#C1M

®)



c ®ï®¯ X0+ïïï+Xn v07ÒSX?`24 5YXQÑ X0∗ · · · ∗Xn ≈ (X0∗ · · · ∗Xn−1)∗Xn v"#C1M

& r¶s2*ÒÓ

&ï® Ñ~ÒÓ

ÒÓ A Y8¹C1M AyA4 A = ∅ l A = {∗} XQ*å3v%RpS>1M

¹¤ &ï® �Sxy:01ÎY KA SüN4 A Ñ~ÒÓ` A Ñ~BC*Î`ú<M

þA Ñ~ÒÓ! ÒÓ X `d�*QÑBC iX : A → X *ò (X; iX) Y�- X = (X; A) `&2 A

Ñ~ÒÓ`úD4 A
=→ A Y A 56`Qº�C1M 5*`24 A 3�~ùS>1M

þA Ñ~BC! BC f : X → Y v A Ñ~ÒÓ (X; A) =: (Y ; A) �* A Ñ~BCS>1`34

ôõ f◦iX = iY Y.;C5`S>1M

A Ñ~ÒÓ*BC i : K ↪→ X vÒÓ X *d�*QÑ*`24 (X,K; A) XQ`üN7 þA Ñ~!

ÒÓ~`úD4 (X,A; A) Y X = (X; A) XQ`æEC1M æ; A Ñ~ÒÓM ⊆ K,L ⊆ X Y�Ä

(X; K,L) = (X; K,L; A) >1?3~*qr�· (Y,M) ⊆ (X,K) XQSüCM

B:- þA Ñ~! ÒÓ~ (X,K)+ (X ′,K ′) -~N4 þA Ñ~! BC f : X → X ′ v þA Ñ~! ~B

C`34 f(K) ⊆ K ′ vö÷C15`S>H4 f : (X,K) = (X,K; A) → (X ′,K ′; A) = (X ′,K ′)

XQ`üCM A Ñ~ÒÓ*Î KA S*ÒÓ~`~BC*XCÎY K2
A SüCM 5*`24 Î

K2
A S*~BC g : (X,K) → (X ′,K ′) ` (Y, L) ⊆ (X,K) -~N74 g * K2

AS*(Y, L) �*+�Y

g|(Y,L) : (Y, L) → (X ′,K ′) XQ`üCM �- g|X S KA S*BCg : X → X ′ Y4 g|K S KA

S*BC g|K : K → K ′ YüCM æ; g|X!K S K S*BC g|X!K : X"K → X ′"K ′ YüCM

þÑ~QÑ! g|X!K : X"K → X ′"K ′v QÑBCS>1`24 g YÑ~QÑ`ú<M

¹¤ &ï& �- A = {∗} þº¶ÒÓ! `N7':01 {∗} Ñ~ÒÓ*ÎY K∗ SüCM

B74 ��ÒÓ X×Y *i�ÒÓ X∨Y = X× ∗Y ∪ ∗X ×Y Yº¶-(N7S21ÒÓY X∧Y

SüC`4 ( )∧Y 3Î K∗K*�q�P`X1M æ;4 ÒÓ X =: Y �*r¶Y�]BC*0

1MK∗(X,Y ) 3MK(X,Y ) *i�93S>H4 503ÐÑÒÓMK
K(X,Y ) -�uC15`vS21

*S4 k*i�ÒÓ`N7*ÐÑY¡äN¼¹ºÂ�ÅöÒÓ`N;/*YMK∗
K∗

(X,Y )SüCM

¹é &ï) �PMK∗
K∗

(Y, ) 3�P ( )∧Y *�À��PS>1M

®4



æ;4 ( )+ : K→ K∗ Yr¶`X1º¶YÐÑèC1`?R�P`N4 I : K∗ → K Yr¶Y�01�

��P`C1`4 I 3 ( )+ *�À��P`X1ýMK∗
K∗

(X+, Y ) ≈MK
K(X, I(Y )).

&ï& º¶è`ð)�BC

r¶s2*ÒÓ X + Y -~N74 ÐÑèY`1`r¶vñ]-X\7NæRM k5S4 r¶s2*

ÒÓ*Î K∗ S3 X,Y *Î�pXè93`N74 �*mRX Zº¶è_ Y½�C1M

¹¤ &ï4 ÒÓ X,Y -~N X ∨ Y = (X 6 Y )/ ∼sum þ∗X ∼sum ∗Y ! -mHº¶è X ∨ Y Y¹91M

5*`24 ÐÑè`Q`-�*^»v¡=01M

Ï¦ &ï8 þ®! 5YXQÑ X∨∗ ≈ X ≈ ∗∨X v"#C1M

þ&! 5YXQÑ (X∨Y )∨Z ≈ X∨(Y ∨Z) v"#C1M

þ)! 5YXQÑ X∨Y ≈ Y ∨X v"#C1M

k5S4 AyA X1, X2, ..., Xn *º¶è3ëì*s^7YíV@� X1∨X2∨ · · ·∨Xn >1?3

n∨

i=1

Xi

XQ`üCM �- X1 = X2 = · · · = Xn = X *`24
n∨

i=1

Xi Y

n∨
X XQ`üC5`v>1M

¹¤ &ï� �Sxy:01noBCYÒÓ X *ð)�BC`ú<M

þð)�BC! BC ∇̄ = ∇̄X : X∨X → X Y4 ¸BC X6X → (X6X)/ ∼base= X∨X -mH

∇X : X6X
∇→ X v X∨X *K- ¡C1BC`C1M

þîïð)�BC! BC ∇̄n = ∇̄X
n :

n∨
X → X Y�eS®¯p-¹¤C1M

þ®! ∇̄X
2 = ∇̄X þ&! ∇̄X

i+1 = ∇̄X◦(∇̄X
i ∨1X) :

i+1∨
X = (

i∨
X)∨X → X∨X → X

>¦ &ï° ¨ Xi ∈ K∗ *`24 �Y?@ý

n∨

i=1

(Xi)+ = (
n∐

i=1

Xi)+ï

&ï) KÀIK� �`*+~éêBC

ñ]*ÒÓ X,Y -~N4 ÒÓ X∧Y = X×Y/X∨Y þKÀIK� ÁNMLJ�]! 3�*^»Y_]M

Ï¦ &ï� þ®! 5YXQÑ X∧S0 ≈ X ≈ S0∧X v"#C1M

þ&! 5YXQÑ (X∧Y )∧Z ≈ X∧(Y ∧Z) v"#C1M

®8



þ)! 5YXQÑ X∧Y ≈ Y ∧X v"#C1M

k5SAyA X1, X2, ..., Xn * KÀIK� �3ëì*s^7YíV@�4 X1∧X2∧ · · ·∧Xn >1?3
n∧

i=1

Xi XQ`üCM �- X1 = X2 = · · · = Xn = X *`2
n∧

i=1

Xi Y

n∧
X `üC5`v>1M

¹¤ &ï¯ �Sxy:01noBCYÒÓ X **+~éêBC`ú<M

þ*+~éêBC! e ∆X(x) = [(x, x)] SBC ∆̄ = ∆̄X : X → X×X → X∧X Y¹¤C1M

þ*+îï~éêBC! BC ∆̄n = ∆̄X
n : X →

n∧
X Y�eS®¯p-¹¤C1M

þ®! ∆̄X
2 = ∆̄X þ&! ∆̄X

i+1 = (∆̄X
i ∧1X)◦∆̄X : X → X∧X → (

i∧
X)∧X =

i+1∧
X

r¶s2ÒÓ X *��
∏m X -34 �*`X�VXi�ÒÓY¹¤C15`vS21M

¹¤ &ï®î
∏m

m−1 X = {(x1, · · · , xm) ∈
∏m X |Q0=º]* xi 3r¶-%N?} þOI] ,�L��!

>¦ &ï®® ¨ Xi ∈ K∗ *`24 �Y?@ý
∧m X ≈

∏m X/
∏m

m−1 X + þKÀIK� ÁNMLJ�]!

&ï4 ÒÓ*+Ó þN�LJ��L ôM�\!

n+1 ç*ÒÓ X0, ..., Xn ∈ K∗ -~N7�* X0∗̄ · · · ∗̄Xn =
n
∗̄

i=0
XiYX0+ïïï+Xn * Z+Ó_ `ú<ý

X0∗̄ · · · ∗̄Xn = (∆n×X0× · · ·×Xn 6
n∐

i=0

Ēi)/ ∼mjoin, Ēi = X0∗̄ · · · ∗̄Xi−1∗̄Xi+1∗̄ · · · ∗̄Xn.

;=N4 ∼rjoin 3�* n+1 ç*�·SÅöB01Q(�·S>1ý

(t0, ..., ti=0, ..., tn; x0, ..., xn) ∼rjoin [t0, ..., ti−1, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ēi, n≥i≥0,

(t0, ..., tn; x0, ..., xi=∗, ..., xn) ∼rjoin [t0, ..., ti−1+ti, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ēi, i>0,

(t0, ..., tn; x0=∗, ..., xn) ∼rjoin [t1, ..., tn−1, tn + t0; x1, ..., xn−1, xn] ∈ Ē0.

5*`24 ÒÓ*+Ó X0∗̄X1 3�*^»Y_]M

Ï¦ &ï®& þ®! X0+ X1+ X2 -~N4 5YXQÑ (X0∗̄X1)∗̄X2 ≈ X0∗̄(X1∗̄X2) v"#C1M

þ&! X0+ ïïï+ Xn -~N4 5YXQÑ X0∗̄ · · · ∗̄Xn ≈ (X0∗̄ · · · ∗̄Xn−1)∗̄Xn v"#C1M

>¦ &ï®) ¨ Xi ∈ K∗ *`24 �Y?@ý
n
∗̄

i=0
Xi ≈ Σn(

n
∧

i=0
Xi) þQÑ! ï

>¦ &ï®4 ¨ Xi ∈ K∗ *`24 �Y?@ý I(
n
∗̄

i=0
Xi) <

n∗
i=0

I(Xi) þ�����Q(! ï

®�



Ê'Ì ������

) ������*r×

)ï® BC*�����`ÒÓ*�����Q(

A Ñ~ÒÓ~*Î K2
A *~BC f, f0, f1 : (X,K) = (X,K; A) → (Y, L; A) = (Y, L) Yay1M

þÑ~����ÙÂ! f ∼relA g : (X,K; A) → (Y, L; A) ⇐⇒ ∃noBCF :X×[0,1]→Y Kï]ï F (k, t) ∈ L+

(k, t) ∈ K×[0, 1] - F (x, 0) = f(x)+ x ∈ X - F (x, 1) = g(x)+ x ∈ X - F (a, t) = f(a) = g(a)+

(a, t) ∈ iX(A)×[0, 1]ï �- A -]?7�?C1��v°?`2-34 ∼ S�����YüCM

þÑ~.��Â�! fv.��Â�BC ⇐⇒ ∃g:(Y,L;A)→(X,K;A) Kï]ï f◦g ∼relA 1(Y,L;A)ï

þÑ~�����Q(! f v�����Q(BC ⇐⇒ ∃g:(Y,L;A)→(X,K;A) Kï]ï f◦g ∼relA 1(Y,L;A) -

g◦f ∼ 1(X,K;A)ï æ;4 5*`2 g Y f *�����WBC`?RM

ÒÓ~ (X,K) =:ÒÓ~ (Y, L) �*.��Â�BCv"#C1`24 (X,K) 3 (Y, L)Y/0C1`

�RM æ;ÒÓ (X,K) =:ÒÓ (Y, L) �*�����Q(BCv"#C1`24 (X,K) ` (Y, L)

3�����Q(S>1`úA04 EFS (X,K) <relA (Y, L) XQ`üB01M

þÒ1! X vÒ1 ⇐⇒ X < ∗

>¦ )ï® þÑ~! �����Q(S>1`?R�·3Q(�·S>15`Y?@M

)ï& 23ÒÓ`k*ð~

i : A ↪→ X Yd�*QÑ`C1~ (X,A) `BC f : A → Y -~N4 ~ (Z, Y ) Y�S¹91M

Z = (X 6 Y )/ ∼attach, A * a ∼attach f(a) ∈ Y.

5*¸93 Z - X 6 Y =:*¸ÐÑYä07S2;ÒÓY f -m123ÒÓ`úD4 EF X ∪f Y

SüCM 5*`24 5YXqrBC j : Y ↪→ X ∪f Y 3 þ¾i�ÒÓ-CY_]! d�*QÑBC`

XH4 ~ (X ∪f Y, Y ) Y¹91M B:-4 ~ (X,A)35Y-~ (X 6 Y,A 6 Y ) -ü9ýæ04

¸BC`*3öYO15`S4 BC f ′ : (X,A) → (X ∪f Y, Y ) v ¡B0 f ′|X◦i = j◦f Y.;CM

>¦ )ï& BC f ′ : (X,A) → (X ∪f Y, Y ) vÑ~QÑS>15`Y?@M

®°



þ4 ¨ ����\L�N! ÒÓ X -~N74 I(X) = ([0, 1]×X 6 {∗})/ ∼syl `C1M ;=N4 ∼syl

3 (t, ∗X) ∼syl ∗ - m H Å ö B 0 1 Q ( � · S > 1M 5 * ` 24 5 Y X q r

BC it : X ≈ {t}×X ⊆ [0, 1]×X → I(X) þ0 ≤ t ≤ 1! 3d�*QÑYxy4 }\7

X∨X
i0∨i1−→ i0(X)∪i1(X) ⊆ I(X) /d�*QÑS>1M I 3�:=-�q�PS>1M

þBC4 ¨ ÀIÁÁ�\� ����\L�N! BC f : X → Y -~N74 ~ (I(X), i1(X)) `BC f : i1(X) =

X → Y Y`0A4 ~ (I(X) ∪f Y, Y ) v':0 (I(X), i1(X)) `Ñ~QÑ`X1M 5*`2

If = I(X) ∪f Y `Í[`4 d�*QÑBC i : X
i0→ I(X) → If ` j : Y ↪→ I(X) ∪f Y = If

vsÀC1M �- f = 1X *`2 If = I(X) S>1M

þñïBC4 ¨ LMJ5�� ÀIÁÁ�\� ����\L�N! B C f : X → Y ` g : X → Z - ~ N 74 ~

(I(X), X∨X) `BC F = f∨g : X∨X → Y ∨Z Y`0A4 ~ (I(X) ∪F (Y ∨Z), Y ∨Z)

v':0 (I(X), X∨X) `Ñ~QÑ`X1M 5*`2 I(f, g) = I(X) ∪F (Y ∨Z) `Í[`4

d�*QÑBC j : Y ∨Z ↪→ I(X) ∪F (Y ∨Z) = I(f, g) `¸BC q : I(X) ! I(f, g) vsÀC

1M æ; I(f, g)≈I(g, f) S>H4 �- f = 1X *`2 I(f, g) = I(g) S>1M

þ6 ¨ �M\�! ÒÓ X -~N745�XBC ∗ : X → ∗ =:~ (I(∗:X→∗), X) Y'1M 5*`2

C(X) = I(∗:X→∗) `Í[`4 ~ (C(X), X) Y'1M C 3�:=-�q�PS>1M

þBC6 ¨ ÀIÁÁ�\� �M\�! BC f : X → Y -~N7~ (C(X), X) `BC f : X → Y =:~

(C(X) ∪f Y, Y ) Y'1M 5*`2 Cf = C(X) ∪f Y `Í[`4 ~ (Cf , Y ) Y'1M

þ78 ¨ KJKÁ�\K�M\! ÒÓ X -~N74 5�XBC ∗ : X → ∗ =:~ (C(∗:X→∗), ∗) Y'1M 5*

`2 Σ(X) = C(∗:X→∗) `Í[`4 ~ (Σ(X), ∗) Y'1M Σ 3�:=-�q�PS>1M

§¦ )ï) þH9¿! BC f : X → Y + g : X → Z + h : Y → W + k : Z → W -~N4 �vö÷C1M

[ ∃H : I(X) → W
Kï]ï h◦f ∼H k◦g

]
⇐⇒

(J◦q=H)





∃J : I(f, g) → W
Kï]ï J◦j0 = h, J◦j1 = k

X Y

Z I(f, g)

W

##
f

!!
#
#
#
#
#
#
#
#
#

g

!!
# #
# #
# #
# #
#

j0

**$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$

h##
j1

++%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

k

""!
!!

!!
!!

!!
!!

!

J





®�



ð~p-¸BC p : Y ! B `BC f : X → B -~N4 ¸BC q : Z ! X Y�Sxy1M

Z = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = p(y)} ⊆ X × Y, q(x, y) = x.

5*i�93 Z ⊆ X × Y =:*Ñ~ÐÑYä07S2;ÒÓY f -m1 O�5N� �`úD4 EF

X ×f Y SüCM B:-4 X ×f Y =: Y �*5YXû: f̂ : X ×f Y → Y -mH4 ¸BC

*Ó*Ò�&e p◦f̂ = f◦q v ¡B01M ²h*;þÿ*¿öS34 X vì<nÓS>1 þX

*´�*Ü¶Y�¶`=¶`C1>v"#C1! 5`Yá¹C1M

þ?4 ¨ ]NI�@! ÒÓ X -~N74 T (X) = {f : [0, 1] → X} `C1M 5*`24 ØäB

C pt : T (X) → X þpt(f) = f(t), 0 ≤ t ≤ 1! 3¸BCS>H4 }\7 p̂ : T (X) ! X×X

þp̂(f) = (f(0), f(1))! /¸BCS>1M T 3�:=-�q�PS>1M

þBC?4 ¨ ÀIÁÁ�\� ]NI�@! BC f : Y → X -~N74 ¸BC p1 : T (X) ! X `BC f : Y → X

Y`0A4 ¸BC Y ×f T (X) ! Y v':01M 5*`2 Tf = Y ×f T (X) `Í[`4 ¸B

C p : Tf ⊆ T (X)
p0! X ` q : Tf ! Y vsÀC1M �- f = 1X *`2 Tf = T (X) S>1M

þñïBC?4 ¨ LMJ5�� ÀIÁÁ�\� ]NI�@! B C f : Y → X ` g : Z → X - ~ N 74 ¸ B C

p̂ : T (X) ! X×X `BC f×g : Y×Z → X×X Y`0A4 ¸BC (Y×Z)×f×gT (X) ! Y×Z

v':01M 5*`2 T (f, g) = (Y×Z)×f×gT (X) `Í[`4 ¸BC q : T (f, g) =

(Y×Z)×f×gT (X) ! Y×Z `d�*QÑBC j : T (f, g) ↪→ I(X) vsÀC1M æ;

T (f, g)≈T (g, f) S>H4 �- f = 1X *`2 T (f, g) = T (g) S>1M

þ?6 ¨ ÁI]�! ÒÓ X -~N75�XBC ∗ : ∗ → X =:¸BC T(∗:∗→X) ! X Y'1M 5*`

2 P (X) = T(∗:∗→X) `Í[`4 ¸BC P (X) ! X Y'1M P 3�:=-�q�PS>1M

þBC?6 ¨ ÀIÁÁ�\� ÁI]�A�MÀM]MÁ� O�5N�! BC f : Y → X -~N7¸BC P (X) ! X `BC

f : Y → X =:¸BC Y ×f P (X) ! Y Y'1M 5*`24 Pf = Y ×f P (X) `Í[`4

¸BC Pf ! Y Y'1M

þÃ�B ¨ �MMÁ! ÒÓ X -~N75�XBC ∗ : ∗ → X =:¸BC P(∗:∗→X) ! ∗ Y'1M 5*`

2 Ω(X) = P(∗:∗→X) `Í[`4 ¸BC Ω(X) ! ∗ Y'1M Ω 3�:=-�q�PS>1M

®¯



§¦ )ï4 þH9�! BC f : Y → X + g : Z → X + h : W → Y + k : W → Z -~N4 �vö÷C1M

[ ∃H : W → T (X)
Kï]ï f◦h ∼H g◦k

]
⇐⇒

(j◦J=H)





∃J : W → T (f, g)
Kï]ï q0◦J = h, q1◦J = k

W

T (f, g) Y

Z X

++%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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##

q0

!!
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q1

!!
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##
g





)ï) 9JÁÁ� ÄÅ

æ�4 78`Ã�B*¨�P-]?74 �*§¦Y��C1M

§¦ )ï8 þ®! BC f : X → Y *BC6Y j : Y ↪→ Cf `C1`24 Σf : ΣX → ΣY *BC63�

����Q(YC^A Σj : ΣY → ΣCf(< CΣf) -ºÄC1M

þ&! BC f : Y → X *BC?6Y q : Pf → Y `C1`24 Ωf : ΩY → ΩX *BC?63���

��Q(YC^A Ωq : ΩLf(< PΩf) → ΩY -ºÄC1M

BC f : X → Y -~N74 BC6 j : Y ↪→ Cf Y f * þ�MÀM]MÁ�! �MO�5N� `ú<5`v>1M

Q`-BC f : Y → X -~N74 BC?6 q : Pf → Y YBC f * þ�MÀM]MÁ�! O�5N� `ú<M

k0S3 j * �MO�5N�4 >1?3 q * O�5N� 3B:-D*�=:X?/*`X1*S>TR=U

¹é )ï� þPuppe) þ®! j * �MO�5N� 3�����Q(YC?7 j1 : Cf → Cf/Y = ΣX -ºÄN4

B:-4 j1 * �MO�5N� 3�����Q(YC?7 −Σf : ΣX → ΣY -ºÄC1M ;=N4

−Σf 3 (−Σf)(t, x) = (1− t, f(x)) -mHxy:01M

þ&! q * O�5N� 3�����Q(YC?7 q1 : ΩX ↪→ Pf -ºÄN4 B:-q1 * O�5N� 3�����

Q(YC?7 −Ωf : ΩY → ΩX -ºÄC1M ;=N4 −Ωf 3 (−Ωf)(u)(t) = f◦u(1 − t)

-mHxy:01M

}\7 δ = j1+ ∂ = q1 `Í?74 �*E? þ�M!O�5N� ÅY'1ý

þ�MO�5N� Å! X
f→ Y

j→ Cf
δ→ ΣX

−Σf−→ ΣY
−Σj−→ ΣCf

−Σδ−→ Σ2X
Σ2f−→ Σ2Y

Σ2j−→ Σ2Cf → · · · +

þO�5N� Å! · · ·→ Ω2Pf
Ω2q−→ Ω2Y

Ω2f−→ Ω2X
−Ω∂−→ ΩPf

−Ωq−→ ΩY
−Ωf−→ ΩX

∂→ Pf
q→ Y

f→ X ï

&î



)ï4 O�5NI]�M\ ` �M¨O�5NI]�M\

FGkH�IY�JK^1^»`N7:;5�^v>1v4 k*º]*®Ó`N74 xy:0;IÕQ

R*LÒÓS*qIvIÕQR51*qI-_àKv1`?Rx�v>1M 5*x�v ZHMÀM]MÁ�

§�O]�\� 9NMÁ�N]�_ `N7É:04 50YMùuN7�* O�5NI]�M\ v¹¤B01M

þN�5NI]�M\! ¸BC p : Y ! B v O�5NI]�M\ `34 �*ôõvö÷C15`S>1M

BC f : X → Y ` G : I(X) → B v%e G◦i0 = p◦f Y.;CX:4 BC K : I(X) → Y

S%e p◦K = G+ K◦i0 = f Y.;C/*v"#C1M

X I(X)

Y B
!!
# #
# #
# #
# #
#

f

!" ##i0

!!
#
#
#
#
#
#
#
#

G

,,
K

##
p

5*ð~`X1^»v�->L1 �MO�5NI]�M\ */] ZHMÀM]MÁ� OP]�\K�M\ 9NMÁ�N]�_ S>1M

þ[MO�5NI]�M\! d�*QÑ i : A ↪→ X v �MO�5NI]�M\ `34 �*ôõvö÷C15`S>1M

BC f : X → Y ` H : I(A) → Y v%e p0◦ ad(H) = f◦i Y.;CX:4 BC K : I(X) → Y

S%e ad(K)◦i = ad(H)+ p0◦ ad(K) = f Y.;C/*v"#C1M

A X

T (Y ) Y
!!
#
#
#
#
#
#
#
#

ad(H)

" ! ##i

!!
# #
# #
# #
# #
#

f

,,
ad(K)

##
p0





X ∪i I(A) I(X)

Y

!" ##
i0∪I(i)

!!

f∪H

--
K





;=N4 ad : M(I(X), Y )
≈−→M(X,T (Y )) 3À�BCY~�B@1QÑBCS>1M

50:Yò�3/@15`S�*¹év':01ý

¹é )ï° xy:0; O�5NI]�M\ p : Y → B ` �MO�5NI]�M\ i : A ↪→ X -~N74 �vö÷C1M

þH§O9AHO§9! BC f : X → Y ` H : I(A) → Y ` G : I(X) → B v%e G◦i0 ª p◦f + p0◦ ad(H)

ª f◦i ÍmD G◦I(i) ª p◦H Y.;CX:4 BC K : I(X) → Y S%e ad(K)◦i = ad(H)+

p0◦ ad(K) = f + p◦K = G Y.;C/*v"#C1M

A X I(X) I(A)

T (Y ) Y B Y

" ! ##i

!!
# #
# #
# #
# #
# #

ad(H)

!!
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

f

##i0

,,

ad(K)

!!
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# #
# #
# #
# #

G

,,

K
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I(i)

!!
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# #

H

##
p0

##
p

%%
p





X ∪i I(A) I(X)

Y B

!" ##
i0∪I(i)

!!

f∪H

--
K

!!
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##
p




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)ï8 [Ý Q1`R1èS¹é

ÐÑÒÓ*~ (X,A) -~C1R1¿|Yay1M

¹¤ )ï� ÒÓ~ (X,A) vÑ~ [Ý Q1S>1`34 �*ôõY.;C X *¾i�ÒÓ² Xi

þi¨TU`úA01! i ≥ −1 v"#C15`S>1M

þ®! X−1 = A, X =
∞⋃

i=0

Xi þGÐÑY_]!

þ&! Xi = C(Bi) ∪fi Xi−1, fi : Bi =
∨

λ Si−1
λ → Xi−1 þnoBC! , i ≥ 0ï

þc®! X0 = A6 þL�K�N�]� K�]!

þc&! Xi " Xi−1 =
∐

λ Ei *¨nÓö� Ei ≈ Ri Y X * i¨R1`úD4 ei XQ`üC5`v>1M

þc)! �- A = ∅ *`24 X Y [Ý Q1`úD4 A = ∗ *`24 X Yr¶s2 [Ý Q1`ú<M

5*mRXR1¿|Y�]BCYay1M

¹¤ )ï¯ ~BC f : (X,A) → (Y,B) vÑ~R1BCS>1`34 (X,A) * i¨TUY Xi `N (Y,B)

* i¨TUYYi `C1`24 f(Xi) ⊆ Yi, i ≥ 0 Y.;C5`S>1M

A )ï®î þ®! Sn = C(Sn−1) ∪ {∗} mH Sn 3 [Ý Q1S>H4 Sn = e0 ∪ en `X1M

þ&! RP i = C(Si−1) ∪ RP i−1 mH RP n 3 [Ý Q1S>H4 RP n = e0 ∪ e1 ∪ · · · ∪ en `X1M

þ)! CP i = C(S2i−1) ∪ CP i−1 mH CP n 3 [Ý Q1S>H4 CP n = e0 ∪ e2 ∪ · · · ∪ e2n `X1M

þ4! HP i = C(S2i−1) ∪HP i−1 mH HP n 3 [Ý Q1S>H4 HP n = e0 ∪ e4 ∪ · · · ∪ e4n `X1M

N=N4 R1BCS>1`?Rôõ32][4 [Ý Q1`R1BC*ÎYay15`3�\7OH~?

vVW-X1M �*R1èS¹év�����p-k*W¶YOHC[5`YÒò-C1M

¹é )ï®® þÑ~R1èS¹é! Ñ~ [Ý Q1*Ó*~BC f : (X,A) → (Y,B) -~N74 R1BC

g : (X,A) → (Y,B) S g ∼relA f Y�;C/*v"#C1M

Ä )ï®®ï® þR1èS¹é! [Ý Q1*Ó*BC f : X → Y -~N74 R1BC g : X → Y S g ∼ f

Y�;C/*v"#C1M

[Ý Q1-�����Q(XÒÓ~`k*Ó*~BC*XCÎY CW2 SüN4 r¶s2 [Ý

Q1-�����Q(Xr¶s2ÒÓ`k*Ó*BC*XCÎY CW∗ SüCM

&&



4 ������=:

4ï® *+ þ¼! ��½¾��

�Ð� 1 Y_]X Λ -~N74 S�TÃP M v�*ôõY.;C Λ * M �*,�

Λ×M * (a,m) >→ a·m ∈ M Y_]`24 M Y Λ¨ÊP þΛ Y,�'`C1ÊP! `ú<M

þ®! 1·m = m+ m ∈ M +

þ&! a·(b·m) = (ab)·m+ a, b ∈ Λ+ m ∈ M +

þ)! (a + b)·m = a·m + b·m+ a, b ∈ Λ+ m ∈ M +

þ4! a·(m + n) = a·m + a·n+ a ∈ Λ+ m,n ∈ M ï

æ;4 Λ¨ÊP M =: N �*ÊP`N7*ÕQR φ vôõ φ(a·m) = a·φ(m) Y.;C`24

Λ¨ÕQR`ú<M

B74 d Y 2 ²K*5Y�æ;3°�w∞ `N4 Z/d = {i ∈ Z | 0 ≤ i < d} `Í[M }\74

AyA Z/∞ = N̄ `X1M 5*`24 �Ð� 1 Y_]Ò�X R -~N74 Î RGMd Y�S¹94

��s2 R¨ÊP*Î`ú<M

þ¿! Î RGMd *~ù3 {Mi þR¨ÊP! | i ∈ Z/d} þ50Y M∗ =
⊕

i∈Z/d Mi SüC!

þÚ! Î RGMd * M∗ =: N∗ �*û3 {φi : Mi → Ni þR¨ÕQR! | i ∈ Z/d} þφ∗ =
⊕

i∈Z/d φi!

�*Y]*¹é34 � þ¼! ��½¾�*Z]*±éÄY[ÝQ1`*+ þ¼! ��½¾�*�¦S�?�

y;/*S>1M

¹é 4ï® þ�P^! �Ð�Y_]Ò�X R -~N4 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! H̃∗( ; R) = H∗( , ∗; R) 3Î CW∗ =:Î RGM∞ �*�q�PS>1M

þ*+¼��½¾�! H̃∗( ; R) = H∗( , ∗; R) 3Î CW∗ =:ÎRGM∞ �*�q�PS>1M

¹é 4ï& þ�����¶q^! �Ð�Y_]Ò�X R -~N4 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! f ∼ g X:AQ[ÕQR H̃∗(f ; R) = H̃∗(g; R) Y ¡C1M

þ*+¼��½¾�! f ∼ g X:AQ[ÕQR H̃∗(f ; R) = H̃∗(g; R) Y ¡C1M

&)



¹é 4ï) þE\0^! �Ð�Y_]Ò�X R -~N4 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! H̃∗( ; R) 3¹é )ï� S':0;�MO�5N�Å=:E\0ÅY ¡C1M

þ*+¼��½¾�! H̃∗( ; R) 3¹é )ï� S':0;�MO�5N�Å=:E\0ÅY ¡C1M

¹é 4ï4 þ]C^! �Ð�Y_]Ò�X R `´�*Ñ~ [Ý Q1 (X,A) -~N74 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! H∗(X,A; R) = H̃∗(X/A; R) S>H4 �- H∗(X; R) = H̃∗(X+; R) `X1M

þ*+¼��½¾�! H∗(X,A; R) = H̃∗(X/A; R) S>H4 �- H∗(X; R) = H̃∗(X+; R) `X1M

¹é 4ï8 þ78QR! �Ð�Y_]Ò�X R `´�* [ÝQ1 X `^� i -~N74�vö÷C1M

þ*+��½¾�! 5YQR H̃i(ΣX; R) ∼= H̃i−1(X; R) vö÷C1M

þ*+¼��½¾�! 5YQR H̃ i(ΣX; R) ∼= H̃ i−1(X; R) vö÷C1M

¹é 4ï� þÊÖ^! �Ð�Y_]Ò�X R `´�*[ÝQ1*² Xλ,λ ∈ Λ -~N7�vö÷C1M

þ*+��½¾�! 5YQR H̃∗(
∨

λ∈Λ Xλ; R) ∼=
⊕

λ∈Λ H̃∗(Xλ; R) vö÷C1M

þ*+¼��½¾�! 5YQR H̃∗(
∨

λ∈Λ Xλ; R) ∼=
∏

λ∈Λ H̃∗(Xλ; R) vö÷C1M

¹é 4ï° þ��^! �Ð�Y_]Ò�X R `^� i -~N4 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! H̃0(S0; R) = R =] H̃i(S0; R) = 0, (i '= 0) S>1M

þ*+¼��½¾�! H̃0(S0; R) = R =] H̃ i(S0; R) = 0, (i '= 0) S>1M

4ï& þ?! �*¿|

Λ vÒ�X R *`24 R¨ÊP M + N * R K* ]�\KMN � M⊗RN Y�S¹91M

þ]�\KMN�! M⊗RN = 〈M×N *�øSÅöB015_R¨ÊP〉/ ∼tensor +

;=N4 ∼tensor 3 (a·m + a′·m′, b·n + b′·n′) ∼tensor ab(m,n) + ab′(m,n′) + a′b(m′, n) + a′b′(m′, n′)

SÅöB01Q(�·S>1M 5*`24 (m,n)*Q(ÿY m⊗nSüCM 5*��s2 R¨ÊP

M∗+ N∗ -~N74 k* ]�\KMN � M∗⊗RN∗ Y�*eS¹91M

&4



þ��s2]�\KMN�! (M∗⊗RN∗)i =
∑

j, k ∈ Z/d
i=j+k mod d

Mj⊗RNk þµ��è! + i ∈ Z/dï

B:-4 ÕQR t = tA : A⊗RA → A⊗RA Y t(x⊗y) = (−1)deg(x)deg(y)y⊗x S¹¤C1M æ;4

R⊗RA ∼= A ∼= A⊗RR 3Qº�C1M 5*��s2 ]�\KMN �Y�?7 þ?! Ø�*¿|Y¹¤C1ý

þ��s2Ò�Ó3p R¨Ø�! ��s2 R¨ÊP A v��s2Ò�Ó3pR¨Ø�`34 �*ôõY

.;C R¨ÕQR µ : A⊗RA → A v"#C15`S>1M

þ®! µ(x⊗1) = x = µ(1⊗x)Y.;C1 ∈ A0v"#C1M þ5* 1 *"#34 R Y�� 0

-9dN;��s2 R¨ÊP`zXN;`24 `ZXÕQR ε : R → A *"#Y�fC1!

þ&! µ(µ(x⊗y)⊗z) = µ(x⊗µ(y⊗z))Y.;CM

þ)! µ(x⊗y) = µ◦t(x⊗y) Y.;CM

þ��s2Ò�Ó3p R¨?Ø�! ��s2 R¨ÊP A v��s2Ò�Ó3p R¨?Ø�`34 �*ô

õY.;C R¨ÕQR ψ : A → A⊗RA v"#C15`S>1M

þ®! (1⊗η)◦ψ = 1 = (η⊗1)◦ψ Y.;CÕQR η : A → R v"#C1M

þ&! (ψ⊗1)◦ψ = (1⊗ψ)◦ψ Y.;CM

þ)! ψ = t◦ψ Y.;CM

B7� þ¼! ��½¾�3B:-�*¿|Y_]5`vÉ:07?1M

¹é 4ï� þsi�! �Ð�Y_]Ò�X R -~N4 �vö÷C1M

þ*+��½¾�! 5YXaÕQR ρ : C̃∗(X∧Y ; R) → C̃∗(X; R)⊗RC̃∗(Y ; R) bÿ��PI\L�N¨Ý��]\��

*BCc v"#N4 ρ∗ : H̃∗(X∧Y ; R) → H̃∗(X; R)⊗RH̃∗(Y ; R) 3�Y.;CM

þ®! ρ 3 X = {∗}+ æ;3 Y = {∗}+ *`2$%BCYxy1M

þ&! (ρ∗⊗1)◦ρ∗ = (1⊗ρ∗)◦ρ∗ : H̃∗(X∧Y ∧Z; R) → H̃∗(X; R)⊗RH̃∗(Y ; R)⊗RH̃∗(Z; R)

þ)! d�BC T : X∧Y → Y ∧X 3 ρ∗◦T∗ = t◦ρ∗ Y.;CM

þρ∗◦∆∗ : H∗(X; R) = H̃∗(X+; R)
ρ∗◦∆̄∗−−−→ H̃∗(X+; R)⊗RH̃∗(X+; R) = H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) -

mH4 H∗(X; R) 3��s2Ò�Ó3p R¨?Ø�`X1!

&8



þ*+¼��½¾�! 5YXÕQR ρ∗ : H̃∗(X; R)⊗H̃∗(Y ; R) → H̃∗(X∧Y ; R) v�Y.;CM

þ®! ρ∗ 3 X = {∗}+ æ;3 Y = {∗}+ *`2$%BCYxy1M

þ&! ρ∗◦(ρ∗⊗1) = ρ∗◦(1⊗ρ∗) : H̃∗(X; R)⊗H̃∗(Y ; R)⊗H̃∗(Z; R) → H̃∗(X∧Y ∧Z; R)

þ)! d�BC T : X∧Y → Y ∧X 3 ρ∗◦t = T∗◦ρ∗ Y.;CM

∆∗◦ρ∗ : H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H̃∗(X+; R)⊗RH̃∗(X+; R)
∆̄∗◦ρ∗−−−→ H̃∗(X+; R) = H∗(X; R) -

mH4 H∗(X; R) 3��s2Ò�Ó3p R¨Ø�`XH4 5*3öBCY ∆∗ `æEC1M

K*^»=: H∗(X; R) = H̄∗(X+; R) ` H∗(X×X; R) = H∗(X∨X; R)⊕H∗(X∧X; R) vö÷N4

H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H∗(X∨X; R)⊕ H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R)

mH4 ÕQR ∆∗ * H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R) �*+�3ÕQR ∆̄∗ `Qº�B01M Q`-

H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H∗(X∨X; R)⊕ H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R)

mH4 ÕQR ∆∗ *C* H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R) �*û:3ÕQR ∆̄∗ `Qº�B01M

¹é 4ï¯ þO���\5�N�¨e��5�N! R v1*`24 ρ 3a�����Q(Yxy4ρ∗ bρ∗c 3 b¼c��

½¾�P*QRY ¡C1M

4ï) º» þ¼! ��½¾��`¼��½¾�,�ø

Λ Y��s2Ò�Ó3p R¨Ø�`N74 ��s2*�fS* Λ *,�Yf^1��s2ÊPCX/à

Λ¨ÊP*ÎY ΛGMd `C1M 5*`24 h∗ v·� Λ *¼��½¾��S>1`34 ¹é 4ï® �

¹é 4ï� **+¼��½¾�*^»v4 R Y Λ -4 æ;4 H̃∗( ; R) Y h∗( ) -â2�y7ö÷C1

5`S>1M 55S4 ¹é 4ï4 3*+SX?¼��½¾��*¹¤`�XCM

c 4ï®î ¹é 4ï® � ¹é 4ï°**+¼��½¾�*^»v4 R Y Λ -4 æ;4 H̃∗( ; R) Yh∗( )

-â2�y7ö÷C1X:4 h∗( ) = H̃∗( ; R)⊗RΛ S>15`vÉ:07?1M

B:-4 h∗ v·� Λ *gÖp¼��½¾��S>1`34 �*ôõY.;C5YXÕQR κ

v"#C15`S>1M

þ®! κ 3 X = {∗}+ æ;3 Y = {∗}+ *`2$%BCYxy1M

þ&! κ◦(κ⊗1) = κ◦(1⊗κ) : h∗(X)⊗Rh∗(Y )⊗Rh∗(Z) → h∗(X∧Y ∧Z)

&�



þ)! d�BC T : X∧Y → Y ∧X 3 κ◦t = T∗◦κ Y.;CM

5*`24 h∗(X+) 35Y-��s2Ò�Ó3pΛ¨Ø�*¿|Y_]M

¹¤ 4ï®® þ·¸¹! ¼��½¾�,�øY¹¤C1M

þ¼��½¾�,�ø! k+ n Y^�`C1`24 θ(X) : hk(X) → hk+n(X) `?RI*5Yq�

θ : hk → hk+n Y�� n *¼��½¾�,�ø`m<M

þ¸¹¼��½¾�,�ø! n Y^�`4 �� n *¼��½¾�,�ø*Å θk : hk → hk+n v

θk(ΣX) = θk−1(X) Y.;C`24 θ = {θk} Y�� n *¸¹¼��½¾�,�ø`?RM

h∗h Y¸¹¼��½¾�,�ø*01`N4 �� n *¸¹¼��½¾�,�ø01Y (h∗h)n `Í[M

>¦ 4ï®& h∗ v·� Λ *gÖp¼��½¾��*`24 h∗h v��s2 Λ¨Ø�`X15`Y?@M

4ï4 r¢P

ÒÓ X K*¾[;>01*ÒÓ Ω(X) *nÓö�3 X K*�MMÁ*�����-m1Q(ÿS>1`z

XB01M }\74 Ω(X) *nÓö�*01 π0(Ω(X)) 3 X *r¢P π1(X) `Qº�B01M

¹é 4ï®) P*Î G -Í?734 xy:0;ñ]*ÕQR f1 : G0 → G1 ` f2 : G0 → G2 -~N74

�Y.;CP G = G1 ∗G0 G2 þh3�! `ÕQR j1 : G1 → G ` j2 : G2 → G v"#C1M

þ®! ÕQR g1 : G1 → G′ ` g2 : G2 → G′ vôõ g1◦f1 = g2◦f2 Y.;CX:A4 g◦j1 = g1 =]

g◦j2 = g2 Y.;CÕQR g : G → G′ vº�p-"#C1M

G0 G1

G2 G

G′

##
f1

!!
#
#
#
#
#
#
#

f2

!!
# #
# #
# #
# #

j1

**

∀g1##
j2

++

∀g2
""

∃g

A 4ï®4 G0 = 1 S4 P G1+ G2 *ü?v Gi = 〈Si |Ri〉 þi = 1, 2! `xy:07?1`24

G1 ∗G2 = G1 ∗G0 G2 *ü?v G1 ∗G2 = 〈S1∪S2 |R1, R2〉 Sxy:01M ¢£S34 iI\ jIÀÁ�\

*¹é`N7É:01¹é*�/G?IN=��`NX?*S4 h3�*¿ö-]?73klC1M
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¹é 4ï®8 þVan Kampen) CWA *�Ä (X; K,L) -~N74 K + L+ K ∩ L v07ì<nÓX:A4

QR π1(K ∪ L) ∼= π1(K) ∗π1(K∩L) π1(L) v"#C1M �- π1(X ∨ Y ) ∼= π1(X) ∗ π1(Y ) S>1M

Ä 4ï®8ï® CWA *�Ä (X; K,L) -~N74 K + L v�nÓS K ∩ L vì<nÓX:A4 X 3�n

ÓS>1M

}\74 AyA S1 * n ç*º¶è*r¢P3 n ç*�øYÅö�`C15_PS>1M

4ï8 £������P` HJN�,��m *¹é

£�*�����P πn(X) 3r¢PY�?7�*mR-®¯p-xy:01M

þ®! π0(X) = 〈X *nÓö�*01〉+

þ&! πi+1(X) = πi(Ω(X)) ∼= π0(Ωi+1X)ï

ÒÓ X *r¢P*�ø [u] YO0A4 u 3noBC u : S1 → X `zX@4 1 ����½¾�P*Ó

-ÕQR u∗ : H1(S1) → H1(X) Y ¡C1M k5S4 ρ(u) = u∗([S1]) `Í[M

¹é 4ï®� þHurewicz) X vì<nÓ*`24 ρ : π1(X) → H1(X) 30ûÕQRS>H4 k*n3d

�oP-ºÄC1M }\7 π1(X)ab
∼= H1(X) S>1M

ÒÓlBC-~C1nÓ^Y�*mR-¹¤C1M

¹¤ 4ï®° þÒÓ! ÒÓ X v d¨nÓS>1`34 X -�����Q(X [Ý Q1 Y Sk*

d¨TUvr¶*�=:X1/*v"#C15``C1M

þBC! BC f : X → Y v d¨nÓS>1`34 �MÀM]MÁ� O�5N� Lf v d¨nÓS>15``C1M

þÒÓ~! ÒÓ~ (X,A) v d¨nÓS>1`34 qrBC i : A ↪→ X v d¨nÓS>15``C1M

A 4ï®� AyA n ��pq Sn 3 Sn = {∗} ∪ en `?R [Ý �kY_]=:4 n−1 nÓS>1M

ÒÓ X * πn(X) = π0(Ωn(X)) *�ø [u] YO0A4 u 3noBC u : Sn → X `zX@4 n

����½¾�P*Ó-ÕQR u∗ : Hn(Sn) → Hn(X) Y ¡C1M k5S4 ρn(u) = u∗([Sn])

`Í[M 5*`24¹é 4ï®� YrsN;�*¹évö÷C1ý

¹é 4ï®¯ þHurewicz) n v 2 ²KS X v n−1 nÓ*`24 ρn : πn(X) → Hn(X) 3QRS>H4

ρn+1 : πn+1(X) → Hn+1(X) 30ûS>1M

&�



4ï� �����93

ÒÓ~ (X,A)+ (Y,B) -~N74 (X,A) =: (Y,B) �*~BC*01Y�����S�ÿN7':0

193Y [X,A; Y,B] SüCM �- A = B = ∅ *å3393 [X, ∅; Y, ∅] Y [X,Y ]free SüN þ5_!

�����93`??4 A = B = þº¶93! *å3393 [X, ∗; Y, ∗] Y [X,Y ] SüN þr¶s2!

�����93`ú<M 55S3r¶s2*93*ÎY S∗ SüC5`-C1M

ÒÓ X *78v ΣX = X×[0, 1]/ ∼susp= X∧S1 `?RISxy:04 r¶s2*Õ�¹éY�

?0A4 [X∧S1, Y ] ∼= [X, ΩY ] `X1M }\7�*Ï¦Y'1M

Ï¦ 4ï&î r¶s2ÒÓ X + Y -~N74 [ΣX,Y ] ` [X, ΩY ] 35Y-Qº�S21M

B:- ΣX = X∧S1 = X∧ tmH4 S1 ª t*duY�¹vC1BC µ w t → x ª t ∨ t

34 1X∧µ w X∧ t → X∧ t ∨X∧ tY ¡C1=:4 ´�*BC f, g w X∧t → Y -~N7

f + g = (f∨g)◦(1X∧µ) -mHñyzâv [ΣX,Y ] -xy:04 �vö÷C1ý

Ï¦ 4ï&® ÒÓ X + Y -~N74 r¶s293 [ΣX,Y ] ∼= [X, ΩX] 34 5Y-P*¿|Y_à4

[Σ2X,Y ] ∼= [ΣX, ΩX] ∼= [X, Ω2X] 3S�TÃP*¿|Y_]M

55S ΣSi = Si+1 S>15`-c�C0A4 ´�*ÒÓX`^� i -~N7 πi(X) ∼= [S0, ΩiX]

vö÷C1M ;=N4 πi(X) ∼= [Si, X] þi¨�������P! `C1M

Ä 4ï&®ï® ÒÓ X -~N7 πi(X) 34 i = 0 *`2r¶s2934 i = 1 *`2P4 i ≥ 2 *`2

S�TÃP`X1M

r¶s2ÒÓ X Y8¹N4 Y ∈ CW∗ -~N793 [Y,X] Y~�B@1~�Y [ , X] SüCM

>¦ 4ï&& [ , X] 3Î CW∗ =:Î S∗ �*�q�PYxy15`Y?@M

r¶s2ÒÓ X Y8¹N4 Y ∈ CW∗ -~N793 [X,Y ] Y~�B@1~�Y [X, ] SüCM

>¦ 4ï&) [X, ] 3Î CW∗ =:Î S∗ �*�q�PYxy15`Y?@M

B74 r¶s2*93*Å

· · · fi−2−→ Ai−1
fi−1−→ Ai

fi−→ Ai+1
fi+1−→ · · · , i ∈ Z

vôõ im fi−1 = (fi)−1(∗)+ i ∈ Z Y.;C`24 55S35*ÅY þE! \0Å`ú<M

Ï¦ 4ï&4 þ®! �P [ , X] 34 9JÁÁ� * �MO�5N� ÅYE\0Å-R]CM

þ&! �P [X, ] 34 9JÁÁ� * O�5N� ÅYE\0Å-R]CM

&¯



B74 K∗ -Í^1Õ�Ö$Y�?0A 9JÁÁ� * O�5N� ÅmH�Y'1M

Ä 4ï&4ï® BC f : Y → X -~N7�3E\0ÅS>1M

· · · −→ πi+1(Y )
f∗−→ πi+1(X) −→ πi(Lf) −→ πi(Y )

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

�- f vd�*QÑ*`24 5*ÄÅ* πi(Lf) Y πi+1(X,Y ) XQ`ü?C1M

· · · −→ πi+1(Y )
f∗−→ πi+1(X) −→ πi+1(X,Y ) −→ πi(Y )

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

¹¤ 4ï&8 07*��S�����P*QRY ¡C1BCYG þ�����! Q(BC`ú<M

ÒÓ X + Y vGQ(`34 >1ÒÓ Z `k5=:*GQ(BC φ : Z → X ` ψ : Z → Y v"#

C15`S>1M

BC f1 : X1 → Y1+ f2 : X2 → Y2 vGQ(`34 >1BC f0 : X0 → Y0 `k0:*GQ(BC

φi : X0 → Xi ` ψi : Y0 → Yi þi = 1, 2! S fi◦φi ∼ φi◦f0 þi = 1, 2! Y.;C/*v"#C15`

S>1M

GQ(XÒÓ3�����Q(`X1S>TR=U �* {ï Hï [ï Ý��]���IL *¹év þ[Ý

Q1*å3-! 50-|¹p-}y1/*S>1M

¹é 4ï&� þJ. H. C. Whitehead) ì<nÓX [Ý Q1 X + Y *Ó*BC f : X → Y v07*��*

�����P*QRY ¡C1X:A4 f 3�����Q(S>1M

;=N4 [Ý Q1SX?å3-3�Av"#C1M

¹¤ 4ï&° �- O�5NI]�M\ -GQ(XBCYG O�5NI]�M\ þ~JIK�¨O�5NI]�M\! XQ`ú<5`v>1M

4ï° ��I@�NK¨ÚIKK�� *¹é

�*¹é3 NN�JL�\]�I� *78¹é`úA01M

¹é 4ï&� þFreudenthal) 78* ¡C1ÕQR Σ∗ : πq−1(Sr−1) → πq(Sr) 34 q < 2r−2 SQRS

q = 2r−2 S0ûS>1M

B74 �* �MÀM]MÁ� ÁJ��5I�@ Yay1ý

P (f, g) Y

Z X

##
q0

!!
#
#
#
#
#
#
#
#
#

q1

!!
# #
# #
# #
# #
# #

f

##
g

)î



Ä 4ï&�ï® 5*`24 �*E\0Åv}RM

· · · −→ πi+1(Y )⊕πi+1(Z)
f∗−→ πi+1(X) −→ πi(P (f, g)) −→ πi(Y )⊕πi(Z)

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

�- f, g vd�*QÑ*`24 5*ÄÅ* πi(P (f, g)) Y πi+1(X; Y, Z) XQ`ü?C1M

· · · −→ πi+1(Y )⊕πi+1(Z)
f∗−→ πi+1(X) −→ πi+1(X; Y, Z) −→ πi(Y )⊕πi(Z)

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

NN�JL�\]�I� *78¹é34 �* Blakers-Massey のホモトピー切除定理の特別な場合である。

¹é 4ï&¯ þBlakers-Massey) ÒÓ A vnÓSÒÓ~ (Y,A) v n nÓ=] (Z,A) v m nÓ

þn,m ≥ 1! *`24 BC f : A → Y + g : A → Z -~N �MÀM]MÁ� ÁJK�MJ] X = I(f, g) 34 iI\

jIÀÁ�\ *¹émH�nÓS>1M k5S5YXqrBC h : Y ↪→ X ` k : Z ↪→ X * �MÀM]MÁ�

ÁJ��5I�@ P (h, k) Y`1M

A

P (h, k) Y

Z X

++%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

f

""!
!!

!!
!!

!!
!!

!!

j

**$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$$
$$

$$

g
##

q0

!!
#
#
#
#
#
#
#
#
#

q1

#!

!!
# #
# #
# #
# #
# #

h

" ! ##
k

5*`24 5YXqrBC j : A ↪→ P (h, k) -~N7�vö÷C1M

j∗ : πi(A) ∼= πi+1(X; Y, Z), þQR! �O i < n+m−1+

j∗ : πn+m−1(A) ! πn+m(X; Y, Z). þ0û! �O i = n+m−1+

この定理から直ぐに導かれる、特に有用な次の二つの系を挙げておく。

Ä 4ï&¯ï® [Ý Q1 K v (r−2)¨nÓ*`24 78* ¡C1ÕQR Σ∗ : πq−1(K) → πq(ΣK) 34

q < 2r−2 SQRS q = 2r−2 S0ûS>1M �- K = Sr−1 *å3v NN�JL�\]�I� *¹éS>1M

Ä 4ï&¯ï& [Ý Q1 X v (n−1)¨nÓS��v£© 2n−1 *`24 �*`X[ÝQ1 K v"#C1M

þ®! �����Q( X < ΣK v>1M

þ&! K 3 (n−1) nÓS=] 〈K *��〉 ª 〈X *��〉−1 S>1M
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ÊÜÌ §¨© ª«¬­�

8 §JK]�N\�@ ` ©��\�N��ÀI\\ *ß;à

8ï® Ø�pXß;à

>¦ 8ï® ¾î`1 M K* KÀMM]� OJ\�]�M\ f : M → R * �N�]��I� ÁM�\]K 34 �W�4 ?\;??[

]>1S>TR=U

その最少数を Crit(M)で表すことにする。 もしさらにこの critical points に「非退化」という条件を付け加え

た場合、上の問題は次のように変化する。

>¦ 8ï& ¾î`1 M K* ÚMNK� OJ\�]�M\ f : M → R* �N�]��I� ÁM�\]K 34 �W�4 ?\;??[]

>1S>TR=U

Morse function ならば critical points はハンドル分解に対応し、従ってそのホモトピー論的な下限としては

M の胞体分解での胞体の個数が対応する。 しかし始めに述べたような critical points での Hessian

の退化があり得る状況では、次が成立する。

¹é 8ï) þTakens 1968 [133]) ¾î`1 M -~N Crit(M) ≤ Dim(M)+1 vö÷C1M

この場合はむしろ embedded closed balls による被覆の枚数に対応するようである。 さて閉多様体 M は、

いったい何枚の embedded closed balls で覆い尽くせるであろうか？ その最少数を Ball(M) で表すと、

[133]の証明から次の不等式が得られる。

¹é 8ï4 þTakens [133]) ¾î`1 M -~N Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M)+1 vö÷C1M

¹¤ 8ï8 ÐÑÒÓ X *�1�k34 ?\;?��*Ò1X¾93S�?�[@1S>TR=U

k*���=: ® Y�?;�Y gCat(X) SüCM 50/ÐÑ¶q¡S>1v�����¶qS3X

?Ø�pXß*ºþS>1M

Brittenham [19] によれば 1930 年代初め、J. H. C. Whitehead は S3 にホモトピー同値な 3 次元閉多

様体 M から一点を除いた残りが contractible open submanifoldとなり、これが open ball と同相であるこ

とを示すことで、Poincaré 予想の証明に至る計画を立てた。 現実にはこれは失敗し、contractible open

manifold であって open ball と同相でないものが存在することが J. H. C. Whitehead 自身によって発見さ

れた。 （一点ではなくembedded open disk をM から取り除けば、残りは 2 次元球面を境界にもつ 3

次元の可縮なコンパクト多様体となる。） よく似た問題として、次の問題があげられる。

)&



>¦ 8ï� ¾î`1 M K* ÚMNK� OJ\�]�M\ f : M → R * �N�]��I� �I�J�K *ç� ν(f) 34 �W�4

?\;??[]>1S>TR=U

その最少数を CV(M)で表すことにする。 これは同時に接着可能なハンドルの組が何組あるかという問題とし

て捉え直すことができる。 このように考えた場合、猫と同様に次が成立することがわかる。

¹é 8ï° ¾î`1 M -~N CV(M) ≤ Dim(M)+1 vö÷C1M

8ï& �%pXß;à

さて幾何的な猫 gCat(−) をホモトピー不変量としたものが Lusternik と Schnirelmann の猫たちである：

まず次の言葉を用意する。 位相空間Xの部分集合 A は、その包含写像 i : A ↪→ X が定置写像に

homotopic であるとき categorical (猫的) と呼ばれる。 この概念を「可縮」のかわりに用いることで、

次の不変量が得られる。

¹¤ 8ï� þ§JK]�N\�@¨©��\�N��ÀI\\ Û¯®Ü! ¾î`1 M 34 ?\;?��*ßpX¾93S�?�[

@1S>TR=U k*���=: ® Y�?;�Y cat(M) SüCM

R. Fox [43]によれば、閉多様体 M の Lusternik-Schnirelmann の猫 cat(M) の定義において、「閉集

合」を「開集合」に置き換えても、値は変わらない。 さらにG. W. Whitehead [145, 146], Berstein-Ganea

[13] によれば、多様体 M に対しては L-S の猫の定義において、「閉集合」を「包含写像が homotopy

拡張性質を持つ (= NDR) 閉集合」に置き換えても、値は変わらない。 ところが猫的な NDR 閉集合 Aに対

する包含写像 iA : A ↪→ X の null-homotopy は、恒等写像 1X : X → X を変形して、Aを基点に潰す写像

rA : X → X, rA(A) = {∗}にするhomotopyに拡張される。 従ってm+1枚の猫的なNDR閉集合によっ

て X が覆われるとき、上の拡張された homotopy を並べることで m+1 重対角写像 ∆m+1 : X →
∏m+1 X

を「fat wedge」と呼ばれる部分空間
∏m+1

m X = {(x0, x1, ..., xm) ∃i s.t.xi = ∗} ⊆
∏m+1 X に圧縮する

homotopy が得られる。 本稿ではホモトピー論で標準的な次の定義を L-S の猫の定義として採用する：

¹¤ 8ï¯ þÇï Ýï Ý��]���IL Û®48+ ®4�Ü!

cat(X) = Min

{
m ≥ 0

³�� m+1¨OM�L L�I�M\I� ÀIÁ ∆m+1 : X →
∏m+1 X �K

�MÀÁN�KK�5�� �\]M
∏m+1

m X ⊆
∏m+1 X.

}

þ5*
∏m+1

m (X) = {(x0, x1, ..., xm) ∃ixi = ∗} 3 ZOI] ,�L��_ XQ`úA01!

¹é 8ï®î þL-S [91], Takens [133], James [77], Whitehead [146]) þ®! ¾î`1 M -~N7¶%

e Zcat(M)+1 ≤ gCat(M)+1 ≤ Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M) + 1_ vö÷C1M

))



þ&! [Ý Q1 X -~N7¶%e Zcat(X) ≤ gCat(X)_ vö÷C1M

上の (2) に挙げた不等式を用いて、Ganea の「強い」猫が次のように与えられる：

¹¤ 8ï®® þÇI\�I Û4�Ü! ÐÑÒÓ X -~N74 X `�����Q(X [Ý Q1 Y 01Yay4

gCat(Y ) *�W(Y Cat(X) SüC5`-C1M

Ganea は cone-length などと呼ばれる「強い」猫のもう一つの定義を与えている。

¹¤ 8ï®& n o B C A
h→ B - ~ C 1 B C 6 Ch ` 34 Ð Ñ è {∗} 6 A×[0, 1] 6 B = :

(a, 1) ∈ A×[0, 1] ` h(a) ∈ B `Y4 æ; (a, 0) ∈ A×[0, 1] ` ∗ `Y4 B:- (∗, t) ∈ A×[0, 1] ` ∗

`YQº�N7':01¸ÒÓS>1M æ; B 34 qrBC B ↪→ {∗}6 A×[0, 1]6B `%uBC

{∗}6A×[0, 1]6B → Ch *3öBC--mH C *¾i�ÒÓ`�XB01M

¹¤ 8ï®) þÇI\�I Û4�Ü! ÐÑÒÓ X -~N74 [Ý Q1*noBC*µ�93 {hn : An → Yn−1 m

≥ n ≥ 1} S4 Y0 = {∗} ` Yn = Chn−1 (m ≥ n ≥ 1) Y�;N Ym < X `X1/*YCp7ay1M

¨©*933?\;??[]*BC=:X1*S>TR=U k*���Y Cone(X) SüCM

¹é 8ï®4 þGanea [46]) ÐÑÒÓ X -~N7�- Cone(X) = Cat(X) S>H4 %e cat(X) =

Min{Cat(Y ) ; Y < X ∨ Z OMN KMÀ� Z} vö÷N4 }\7 Cat(X) ≤ cat(X) + 1 S>1M

æ«w (前半) Cone(X) の値による帰納法を用いて「Cone(X) ≥ Cat(X)」が示される。 また逆向き

の不等号は、Cat(X)の値による帰納法で示される。

(後半) cat(X) ≤ mとなる為には、Cone(Y ) ≤ mをみたす空間 Y で Y < X ∨Zとなるものが存在する

ことが必要十分であることが示される。 =Hï

Ä 8ï®4ï® cat(X) = Min{Cat(Y ) ; Y LMÀ�\I]�K X}

Cornea は An = ΣnBn に限定して「強い」猫の新たな定義を与えた。

¹¤ 8ï®8 þ[MN\�I Û&)Ü! ÐÑÒÓ X -~N74 [Ý Q1*noBC*µ�93 {hn : ΣnBn →

Yn m ≥ n ≥ 0} S4 Y0 = {∗} ` Yn+1 = Chn (m−1 ≥ n ≥ 0) Y�;N Ym < X `X1/*YC

p7ay1M ¨©*933?\;??[]*BC=:X1*S>TR=U k*���=: 1

Y�?;�Y Cl(X) SüC5`-C1M

¹é 8ï®� þCornea [25]) ÐÑÒÓ X -~N7 ZCl(X) = Cat(X)_ vö÷C1M

以上のように「強い猫」は本質的には unique であることが分かっている。

)4



さらに ΣnBnとして球面の一点和をとることで有理ホモトピー論における cone-length cl(X)に類似した不

変量 CatS(X) が得られ、これを用いて catS(X) が次のように定義される。

¹¤ 8ï®° catS(X) = Min{CatS(Y ) ; Y LMÀ�\I]�K X}ï

¹é 8ï®� þL-S [91], James [77], Takens [133, 134], Ganea [46]) þ®! ¾î`1 M -~N74 �

*¶%evö÷C1M

Cat(M) ≤ cat(M)+1 ≤ Cat(M)+1 ≤ gCat(M) + 1 ≤ Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M)+1.

þ&! [Ý Q1 X -~N74 �*¶%evö÷C1M

Cat(X)−1 ≤ cat(X) ≤ Cat(X) ≤ gCat(X) ≤ Dim(X).

¹é 8ï®¯ þ®! ¾î`1 M -~N74 �*¶%evö÷C1M

catS(M)+1 ≤ CatS(M)+1 ≤ CV(M) ≤ Dim(M)+1.

þ&! [ÝQ1 X -~N74 ¶%e ZcatS(X) ≤ CatS(X) ≤ Dim(X)_ vö÷C1M

|CatS(X)− catS(X)|などについては不明な点が多く、これらについてこれ以上は立ち入らない。

8ï) �%pXG?ß;à

L-S の猫や強い猫たちに比べてより弱い不変量ではあるが、より計算の可能性が高い猫たちが幾つか知られてい

る。 そのうちの古典的なものを以下に述べる。

¹¤ 8ï&î þÝ��]���IL Û®48+ ®4�Ü!

,cat(X) = Min
{
m ≥ 0

∣∣∆̄m+1 : X →
∏m+1 X →

∧m+1 X �K \J��¨�MÀM]MÁ��
}

このとき
∧m+1 X =

∏m+1 X∏m+1
m X

に注意すれば位相空間 X に対して次が成立する。

¹é 8ï&® þG. W. Whitehead [145, 146]) þ®! ,cat(X) ≤ cat(X).

þ&! h∗ YgÖpXº»¼��½¾��`C1M h̃∗(X) *Q0=* m ç*�*�v 0 SX?X:

A4 ,cat(X) ≥ m vö÷C1M

æ«w まず (1) は、cat(X) = mとすると、∆m+1 : X →
∏m+1 X が

∏m+1
m X に compressible

であることから、reduced diagonal ∆̄m+1 : X → ∧m+1X は零ホモトープであり、従って定義から

,cat(X) ≤ m = cat(X) が成立する。 次に (2) は対偶を示す：,cat(X) < mとすると、定義から

∆̄m : X → ∧mX は零ホモトープである。 さらに h̄∗(X)の任意の m 個の元の積は

h̄∗(X)⊗h∗· · ·⊗h∗h̄
∗(X) −→ h̄∗(X∧· · ·∧X)

∆̄m∗
−−→ h̄∗(X)

)8



の像に入り、∆̄m∗ = 0なのですべて 0である。 =Hï

¹¤ 8ï&& ÐÑÒÓ X -~N7 �JÁ¨��\�]� Y¹91M �JÁ¨��\�]� 3µé������S3 c(−)

`ü?B01v4 55S3 þ]M]I�! [��N\ ��IKK `*�3Y�^7 cup(−) `ü?C1ý

þ®! h YgÖp¼��½¾��`C1`24

cup(X; h) = Min
{
m ≥ 0

∣∣∣∀{u0,··· ,um∈h̃∗(X)} u0·u1·· · ··um = 0
}
`¹91M

þ&! cup(X) = Max {cup(X; h) |h 3gÖp¼��½¾��}`¹91M

¹é 8ï&) ´�*gÖp¼��½¾�� h∗(−) -~N�*¶%e�%evö÷C1ý

þ®! cup(X; h) ≤ cup(X) ≤ ,cat(X) ≤ cat(X).

þ&! cup(X) = Min
{
m ≥ 0

∣∣∣∆̃m+1 : X → ∧m+1X 3 K]I5�� ]N���I�
}

« �w (1) は 定 義より明らか である。 そこでここで は (2) を 証 明 する： 始 めに

m = (右 辺) とすれ ば、cup-length の 定 義より直ちに cup(X) ≤ m を得る。 次に、逆 向き

の不等号を示す：まず、空間 X の懸垂 spectrum の多重 smash 積
∧i(X) =

∧iΣ∞X = Σ∞∧iX

(i ≥ 0) の無限 wedge 和で表される次のような乗法的 spectrum EX をとり、hX(−) = {(−), EX}と定義する：

EX = (S0) ∨ (X) ∨
∧2(X) ∨ · · · ∨

∧m(X) ∨
∧m+1(X) ∨ · · · .

そして ι ∈ h̃∗X(X) = {(X), EX}を wedge 和についてEX の 2 番目の因子 (X) の EX への包含写像で表さ

れる要素とすると、ιm = ∆̄m∗(ι⊗ · · ·⊗ι) ∈ h̃∗X(X) = {(X), EX}は ∆̄m : X →
∧m X で代表されるEX の

m+1 番目の因子
∧m(X) の EX への包含写像で表される要素なので、m の取り方から non-trivial である。

従って cup(X) ≥ cup(X; hX) ≥ mを得る。 =Hï

また位相空間が単連結の場合、これらの弱い猫たちと L-S の猫は全てを p-local で考えることにより、

p-local version である cupp(−),,catp(−), catp(−), Catp(−)とその間の不等式を得る。

cup(X) ≤ ,cat(X) ≤ cat(X) ≤ Cat(X),

cupp(X) ≤ cup(X), ,catp(X) ≤ ,cat(X), catp(X) ≤ cat(X), Catp(X) ≤ Cat(X),

cupp(X) ≤ ,catp(X) ≤ catp(X) ≤ Catp(X).

)�



� §¨© *ß*Ñ~u

�ï® [I]��MN��I� K�~J�\��

Fox は [43] の中で、空間 X に対する `categorical sequence' という概念を定義した： ∗ < F0 ⊂ · · · ⊂

Fi ⊂ · · · ⊂ Fm = X を満たす X の部分空間の列で、各々の i > 0について Fi " Fi−1 が X の中で可縮で

あるという条件を満たすものである。 Fox によればその最小値は cat(X)に等しい。

上のような categorical sequence の定義に対し、通常の L-S カテゴリ数の定義と同様な対角線写像を用い

た定義への置き換えを与える為に、FadellとHusseini [35] による相対 L-S カテゴリ数の定義に立ち返ってみよ

う： 相対 CW 複体 (X; A)に対して、m+1 枚の閉集合 Uj, 0 ≤ j ≤ mによるX の被覆で U0 ⊃ Aは X

の中で A 相対ホモトピーで A に圧縮可能であり、j ≥ 1 に対する Uj は X の中で可縮であるようなものが

とれる最小の mを catFH(X; A)とする。 通常の L-S カテゴリ数の場合と同様に、相対 CW 複体 (X; A)

に対する上記の相対 L-S カテゴリ数の定義を対角線写像を用いて以下のように書き直す。

¹¤ �ï® Ñ~ [Ý Q1 (X; A) -~N74 m+1 ï~éêBC ∆m+1 : X →
∏m+1 X v A Ñ~S

Tm+1(X; A) = A×
∏m X ∪X×Tm X ⊆

∏m+1 X b~ (X; A) * �OI] ,�L���c -�1Òò`X1m

RX�W* m Y catFH(X; A) `¹¤C1M

Cornea は [27] の中で Harper のアイデアを用いて、相対 L-S カテゴリ数の定義を次のように緩めても変わ

らないことを示した：

¹é �ï& Ñ~ [Ý Q1 (X; A) -~N74 m+1 ï~éêBC ∆m+1 : X →
∏m+1 X vBC

s : X → Tm+1(X; A) ⊆
∏m+1 X -�1Òò=] s|A = ∆m+1|A : A →

∏m+1 A ⊂ Tm+1(X; A) `X

1mRX�W* m v catFH(X; A) `ºÄC1M

この定義を踏まえて categorical sequence の新しい定義を次のように与える：

¹¤ �ï) [Ý Q1 X -~N74 ∗ < F0 ⊂ · · · ⊂ Fi ⊂ · · · ⊂ Fm < X Y.;C [Ý Q1*Åv

�I]��MN��I� K�~J�\�� `34 ¨©* i > 0 -]?7~éêBC ∆i : Fi
∆→ Fi×Fi ⊂ Fm×Fm v Fi−1

Ñ~S Fi−1×Fm ∪ Fm×∗ -�1Òò`X15``C1M k5S4 X -~N7"#C1 �I]��MN��I�

K�~J�\�� *�W*EB m Y catseq(X) `¹¤C1M 55S Fi−1 `k*~éêBC-m1

Fi−1×Fi−1 ⊂ Fi−1×Fm ∪ Fi×∗ *d*C*01YQº�C1M

Fadell と Husseini による相対 L-S カテゴリ数とFox による categorical sequence を併せて考えることに

より、我 は々、次のような意味で categorical sequence の相対化を与えることができる。

)°



¹¤ �ï4 Ñ~ [Ý Q1 (X; A) -~N74 (A; A) < (F0; A) ⊂ · · · ⊂ (Fi; A) ⊂ · · · ⊂ (Fm; A) <

(X; A) Y.;CÑ~ [Ý Q1*Åv �I]��MN��I� K�~J�\�� `34 ¨©* i > 0 -]?7~éêBC

∆i : Fi
∆→ Fi×Fi ⊂ Fm×Fm v Fi−1 Ñ~S Fi−1×Fm ∪ Fm×∗ -�1Òò`X15``C1M k5

S4 (X; A) -~N7"#C1 �I]��MN��I� K�~J�\�� *�W*EBm Y catseq(X; A) `¹¤C1M

�ï& �Ä* §¨© ª«¬­�

相対 L-S カテゴリには、Berstein と Ganea によって [13] の中で与えられたもう一つの（本質的に異なる）

定義が存在し、「写像の L-S カテゴリ」とも呼ばれる：

¹¤ �ï8 þ��NK]��\ I\L ÇI\�I! [Ý Q1*~ (X,K) -~N74 m+1 ï~éêBC ∆m+1 : K →
∏m+1 K ⊂

∏m+1 X v Tm+1 X ⊆
∏m+1 X -�1Òò`X1mRX�W* m Y catBG(X,K) `¹¤

C1M

さらに近年これらの相対 L-S カテゴリ数と本質的に異なるカテゴリ数 catAL(X,B) が Arkowitzと Lupton

によって [3] の中で与えられたが、その正確な定義はここでは述べない。 ここではむしろ catFH(X; A)、

catBG(X,K) や catAL(X,B) の関係に注目し、これらを特別な場合として包含する新しいカテゴリ数を導入す

る。 今から後は、相対 CW 空間の圏 CWA の中で小論を進めることとする。

¹¤ �ï� Ñ~ [Ý Q1*�Ä (X; K,L; A) ∈ CWA -~N74 m+1 ï~éêBC ∆m+1 : K →
∏m+1 K ⊆

∏m+1 X v A Ñ~S Tm+1(X; L) = L×
∏m X ∪X×Tm X ⊆

∏m+1 X b~ (X; L) *

�OI] ,�L���c -�1Òò`X1mRX�W* m Y cat(X; K,L; A) `¹¤C1M

Ä �ï�ï® Ñ~ [Ý Q1 (X; A) -~N74 (A; A) < (F0; A) ⊂ · · · ⊂ (Fi; A) ⊂ · · · ⊂ (Fm; A) <

(X; A) Y.;CÑ~ [Ý Q1*Åv �I]��MN��I� K�~J�\�� `X1�-34 ¨©* i > 0 -]?7

cat(Fm; Fi, Fi−1; Fi−1) ≤ 1 `X15`v��È�S>1M

次の命題は定義から容易に得られる。

Ï¦ �ï° þ®! X ⊃ K ⊃ L = A = ∗ `C1`4 cat(X; K, ∗; ∗) = catBG(X,K) vö÷C1M

þ&! X = K ⊃ L = A ⊃ ∗ `C1`4 cat(X; X,A; A) = catFH(X; A) vö÷C1M

þ)! p : X → B YFGkH� L ⊂ X Y_]FGkH�ÒÓ`N4 K = X ⊃ L ⊃ A = ∗ `C1`4

cat(X; X,L; ∗) = catAL(X,B) vö÷C1M

�� ® catseq(X) = cat(X)ï

)�



° §¨© *ß*áâ

°ï® §¨© *ß*º»p^»

A °ï® þ®! cat({∗}) = 0ï mHº»-Ò1XÒÓ D -~N cat(D) = 0 vö÷C1M

þ&! cat(Sn) = 1ï mHº»-78ÒÓ ΣV -~N cat(ΣV ) ≤ 1 vö÷C1M

þ)! ÐÑÒÓ X vÐÑÒÓ Y Y/0C0A4 cat(X) ≥ cat(Y ) vö÷C1M �-4 ÐÑÒÓ X

vÐÑÒÓ Y `�����Q(X:A4 cat(X) = cat(Y ) vö÷C1M

þ4! þiINILINIôI\ Û®4&Ü+ HINL�� Û8)Ü! F Y O�5N� `C1 O�5N� I p : E → B 3¶%e cat(E)+1 ≤

(cat(F )+1)·(cat(B)+1) Y�;CM

þ8! þNMP Û4)Ü! ÐÑÒÓ X,Y -~N74 cat(X×Y ) ≤ cat(X)+ cat(Y ) vö÷C1M

¹é °ï& þGanea [46]) (d−1) nÓ þd ≥ 2! XÐÑÒÓ X 3 Cat(X) ≤ Dim(X)

d
Y.;CM

æ «w X の (d−1)-skeleton は {∗} であるとしてよい。 まず k ≥ 0 に対し Xk を X

の ((k+1)d − 1)-skeleton とする。 商 空 間 Xk+1/Xk の 次 元と連 結 性 の 関 係 から、これは

何らか の 空 間 Kk の 懸 垂 で ある：X0 = {∗}、X1 < ΣK1 また Xk+1/Xk < ΣKk。 よって

X1 < X0 ∪h0 C(K0), h0 = ∗ : K0 → {∗}である。 さて k ≥ 1のときBlakers-Massey の定理から商写像

p : (Xk+1, Xk) → (Xk+1/Xk, {∗}) は q < (k+2)d−1 で同型となり、q = (k+2)d−1 で全射となる準同

形 p∗ : πq(Xk+1, Xk) → πq(Xk+1/Xk) を誘導する。 従って Ω(p) : Ω(Xk+1, Xk) → Ω(Xk+1/Xk) は

(k+2)d−2 連結である。 Dim(Kk) ≤ (k+1)d− 2より、J. H. C. Whitehead の定理より

[C(Kk),Kk; Xk+1, Xk] = [Kk, Ω(Xk+1, Xk)] → [Kk, Ω(Xk+1/Xk)] = [ΣKk, ΣKk]

は全射となる。 右辺の ΣKk の恒等写像に対応する写像 χk ∈ [C(Kk),Kk; Xk+1, Xk] を左辺

から選び、hk = χk|Kk
: Kk → Xk とおけば Xk+1 < Xk ∪hk

C(Kk), hk : Kk → Xk (k ≥ 1) を得

る。 これは Cat(Xm) ≤ m (m ≥ 0) を意味する。 そこで Dim(X) = nd + r, 0 ≤ r < dとすると、

Dim(X) ≤ (n+1)d− 1よりCat(X) = Cat(Xn) ≤ n ≤ Dim(X)
d を得る。 =Hï

懸垂空間 ΣA は co-group-like なコホップ空間であり、it : ΣA ↪→ ΣA∨ΣA を第 t 成分への包含写

像 (t = 1, 2)、pt : ΣA∨ΣA → ΣA を第 t 成分への射影 (t = 1, 2) とすると、ps∗it = δs,t·1ΣA (δs, t は

Kronecker の delta) が成立する。 また evX : ΣΩ(X) → X は代入写像とする。

)¯



¹é °ï) þGanea [47]) ÐÑÒÓ A,B -~C1�*P*ÄÅ34 �\0ÅS>1ý

1 → [ΣB, Ω(ΣA)∗Ω(ΣA)]
[e1,e2]∗−−−−→ [ΣB, ΣA∨ΣA]

p1∗×p2∗−−−−−→ [ΣB, ΣA]× [ΣB, ΣA] → 1.

(写像 i1∗×i2∗ が p1∗×p2∗ の右逆写像を与える) 　 ただし [e1, e2] は e1=i1◦evΣAと e2=i2◦evΣAとの一般

Whitehead 積である。 ΣA×ΣA 上にあるこの fibration を diagonal map ∆ : ΣA → ΣA×ΣAによって

ΣA 上に誘導してできる Ganea [47]の fibration Ω(ΣA)∗Ω(ΣA)
pΩΣA
1−−−→ ΣΩΣA

eΣA
1−−→ ΣA は、Hopf 空間

ΩΣAに対する Sugawara の Hopf fibration に一致し、次の短完全列を導く：

1 → [ΣB, Ω(ΣA)∗Ω(ΣA)]
pΩΣA
1 ∗−−−→ [ΣB, ΣΩΣA]

eΣA
1 ∗−−−→ [ΣB, ΣA] → 1,

(写像 Σ∗ ad∗と準同形 σ(ΣA)∗とがともに eΣA
1 ∗の右逆写像を与える)ただし σ(ΣX)はσ(ΣX)(t, x) = (t, 3x),

3x(u) = (u, x)により与えられる。 従っていかなる写像 f : ΣB → ΣAに対しても eΣA
1 ◦σ(ΣA)◦f < f <

eΣA
1 ◦Σ ad f = eΣA

1 ◦ΣΩf◦σ(ΣB), ad(f)(b) = f◦3b が成立する。

¹¤ °ï4 þ�¨H Û®4Ü! ´�*BC f : ΣB → ΣA -~N pΩΣA
1 ◦g < σ(ΣA)◦f − ΣΩf◦σ(ΣB) Y�;C

g : ΣB → Ω(ΣA)∗Ω(ΣA) v JÁ ]M �MÀM]MÁ� Sº�p-"#C1 þ©I�]M Û®®4Ü! M 5* g Y H1(f)

SüN4 ��NK]��\¨H��]M\ * þº�*! HMÁO ¶q¡`�RM

c °ï8 ��NK]��\¨H��]M\ -m1¢�* þ£�! HMÁO ¶q¡ Hm 3 Ý��]���IL * �N�]�N�M\ -}?4 ��

���93 [CΣB, ΣB;
∏m+1 X,

∏m+1
m X] þm=1-X=ΣA *å33 [CΣB, ΣB; ΣA×ΣA, ΣA∨ΣA]!

-(Y_]M º7S¹¤ °ï4 -Í^1 H1 *¹¤/Ã�BÒÓ* A∞ ¿|Y�?7º»uB0£�

HMÁO ¶q¡*/Rº]*¹¤Yxy1M 50:ñ]*¹¤v%µS>15`/ � Û�¯Ü+ ©]I\���

Û®&4Ü! -mH�:=-B0;v4 *N?¹¤-3?[:=*�¶v>1M X�X:�©3 A∞

¿|*��X^»Y.y1mR-X1=:S>1M

¹é °ï� þB-H [14]) ´�*BC f : Sq → Sr -~N74 23ÒÓ Q = Sr ∪f eq+1 * §¨© *ß3

Zcat(Q) = 1 �OO H1(f) = 0_ =] Zcat(Q) = 2 �OO H1(f) '= 0_ Y�;CM

°ï& §¨© *ß*áâ`>¦

A °ï° þ®! cat(Sn1×Sn2× · · ·×Snr) = r+ ni ≥ 1, (1 ≤ i ≤ r)ï �- cat(T r) = r+ r ≥ 1ï

þ&! þSinghof [120, 121]) n ≥ 1 -~N7

cup(U(n)) = cat(U(n)) = Cat(U(n)) (= n = cup(U(n); Z)+

4î



cup(SU(n)) = cat(SU(n)) = Cat(SU(n)) (= n−1 = cup(SU(n); Z)ï

þ)! þJames-Singhof [79]) 2 ≤ n ≤ 8 -~N7

cup(SO(n)) = cat(SO(n)) = Cat(SO(n)) (= cup(SO(n); Z/2Z)ï

þ4! þI-Mimura [72], I-Mimura-Nishimoto [73]) 3 ≤ n ≤ 8 -~N7

cup(Spin(n)) = cat(Spin(n)) = Cat(Spin(n)) (= cup(Spin(n); KO)�!

þ8! þSchweitzer [118], Fernándes Suárez-Gómez Tato-Tanré-Strom [40], I-M [72])

cup(Sp(n)) = cat(Sp(n)) = Cat(Sp(n)) (= 2n−1)+ n ≤ 3ï

この章の最後に、古典的な問題とその問題に対する幾つかの解答を挙げる。

>¦ °ï� 2 �� ]MNJK T 2 K-4 T 2 Y�R 3 �* ��MK�L L�K@K Y&?@mM

この解答は、小論の最初のページに載せてある。

次の問題の肯定的な解答は通常 Arnold 予想と呼ばれる。

>¦ °ï¯ þArnold 196x (p.66 of [20])) ©�ÀÁ���]�� î`1 M K* ©�ÀÁ���]M¨ÀMNÁ��KÀ φ : M → M

*8¹¶*ç� Fix(φ) 3�- Crit(M) ²K>1=U

また次の問題の肯定的な解答は通常 Ganea 予想と呼ばれる。

>¦ °ï®î þGanea 1971 [48]) cat(X×Sn) *(3 cat(X) + 1 `X1=U

¹é °ï®® þSinghof 1979 [123], Rudyak 1997 [111]) ¾î`1 M v�� Dim(M) = d ` §¨© *ß

cat(M) = m -�C1¶%e m ≥ d+1

2
Y�;CX:A4 ÇI\�I *��3ÔN?M ]æHCp7*

n ≥ 1 -]?7 cat(M×Sn) = m+1 vö÷C1M

¹é °ï®& þHofer 1988 [58], Floer 1989 [41, 42]) ´�* ©�ÀÁ���]�� î`1 M -~N74 Fix(φ)

≥ cup(M)+1 vö÷C1M

¹é °ï®) þHess 1991 [55]) µé������*��S3 ÇI\�I ��3ÔN?M

そして '90 年代末以後、これらの問題は急展開を迎えた。

¹é °ï®4 þFélix-Halperin-Lemaire 1998 [37]) µé������*��S34 ��ÒÓ*ß3¨©

*ÒÓ*ß*è-ºÄC1M

4®



¹é °ï®8 þLiu-Tian 1998 [90], Fukaya-Ono 1999 [45]) M Y ©�ÀÁ���]�� î`1`C1M �?ô

õ*hS48¹¶v·�uS>1å3- ÿN\M�L ��vö÷C1M

¹é °ï®� þI 1998 [67]) ÇI\�I *��Y.;BX?�nÓXÐÑÒÓv"#C1M

¹é °ï®° þRudyak 1999 [113], Oprea-Rudyak 1999 [109]) ´�* ©�ÀÁ���]�� î`1 M -~N4

π1(M) ` π2(M) -�C1G?ôõ þπ2 = 0 X:{?! *hS cat(M) = Crit(M)−1 = Dim(M)

vö÷N4 ÿN\M�L ��3 þ5*å3! ÔN?M

¹é °ï®� þI 2001 [69]) ÇI\�I *��Y.;BX?�nÓX¾î`1v"#C1M

¹é °ï®¯ þI 2002 [69], Lambrechts-Stanley-Vandembroucq [92]) � n Ó ¾ î ` 1 S4 k *

M\��¨ÁJ\�]JN�L i�î`1`Q[ §¨© *ß*(Y_]/*v"#C1M

¹é °ï&î þOprea-Rudyak 2002 [110]) 3 ��¾î`13 ÇI\�I *��Y.;CM

¹é °ï&® þI 2003 [70]) pqK*pqI*¿|Y_]¾î`1*ß3 HMÁO ¶q¡S\0-E�B04

ÇI\�I *��vö÷C1å3`ö÷NX?å3v`/-|01M

この講義ではこれらの発見に至った新たなホモトピー論的手法を導入し、前者が証明にいたり、後者が反例の発

見にいたった過程の解説を試みたい。
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