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作 用素 環 論の歴 史

(50年 の歩み と日本の伝統)

竹 崎 正 道

作用素環論は,Fields賞 受 賞 者A. Connesを 出 す ま

でに成長 しました.そ の摩史 はあま り長い とはいえませ

ん。1929年 のJ.von Neumannに よる基本定 理 が そ の

幕 開 けです.著 者が,作 用素環論を志 して か ら25年 で

す か らその歴史 の半分 とかかわ りを持つ こ とにな ります.

その進 歩の道程 をふ り返る と,数 々の数学者 の顔 と名前

が念頭 に浮 かんで来 ます.著 者 に とって,一 番残念な こ

とは,von Neumann自 身 に直接会 う機会 を持 ち得 な か

ったこ とです.そ の代 り,若 い天才Alain Connesと 知

遇 を得た ことは幸運 で した.

 作用素環論 の歴史 に立 ち入 る前 に,作 用 素環論 が どん

な数学なのか簡単 に述べてお きましょ う.作 用 素環 論は

そ もそ もの生い立 ちか らして,無 限 と連続 に正面 か ら力

相撲 を挑むための数学です.ギ リシャ人 によって,忌 避

され た`無 限 と連 続'は,解 析学 の誕生 によって,数 学内

に取 り込 まれ ま した.G. Cantorは そのため に大変な苦

闘 を強い られ ま した.D. Hilbertに よる公理主義数学の

、確立'は,他 の多 くの分野 と同様,作 用素環論 の土 台 に

なっています.今 世紀 に入 って,確 立 された量子力学は,

無限 次元Hilbert空 間 と,そ の線 型作用素を直i接数学の

対象 とす るこ とを要請 します.個 々の対象を,独 立に取

り扱 う代 りに,対 象 の成す系 を考 えて,そ の中であ らた

めて個別の対象 を見直す,今 世紀の数学の手法 が,こ の

場合 も採用 されて,作 用素環が数学的対象 として登場 し

ま した・Murrayとvon Neumannは36年 か ら43年 に

至 るまでの7年 間 に,四 編 のRings of Operatorsを 書

いて,そ の基礎 を据 えま した.そ の第一論文 の序文 で,

作用 素環論の動 機 として,次 の四つ を挙 げてい ます.

1)作 用素の計 算,演 算の枠 を与 えるこ と;

2) ユニタ リ表現 論を古典 的制 限か ら解放す るこ と;

 3)量 子力学 のための数学的手段 を準備す ること;

4)有 限性 の仮定 を満 たさない抽象代数学 を建設する

こ と,こ の場合,既 知 の代数学 とは本質的 に違 う理論 と

な ろ う.

 ここで,(1)に つ いては説 明を必要 としないで しょ う.

(2)について は,無 限次元 の表現論はまだ始 まって い ま

せ ん.Wignerが39年 に ロー レ ン ツ群 の 表 現 の 解 析 を

行 って ま す が,無 限 次 元 表 現 論 は,43年 のGelfandと

Raikovに よ る既 約 表 現 の 存在 定理 が あ る の み で,本 格

的 な もの は,大 戦後 のBargrnannに よるLarenz群 の表

現 分 類 まで 待 た ね ば な りま せ ん.(3)に つ い て は 多 言 を

要 しな い で し ょ う。von Neumann自 身`量 子 力 学 の 数

学 的 基 礎,を31年 に書 い て ます.(4)は,II1型 因 子環 の

発 見 を指 す もの と思 われ ます.連 続 次 元 論 を内包 す る代

数学 の建 設 です.第 一 の論 文 で のII1型 因 子 環 の 発見 は,

von Neumannを そ の 後 し ば ら く,連 続 幾 何 学 へ と向 わ

せ ま す。 当時 は単 純 環 の 理 論 が 大 き な 発展 を示 した時 代

で,Artin, Noether, Brauer等 が 活 躍 して,接 合積,

Brauer:群 が 導 入 され た の もこ の時 代 です.こ れ よ り 少

し遅 れ て,Jacobson,中 山,東 屋 等 が 登 場 す る事 に な り

ます.

作用素環の使命 は,

A)作 用素環 の代数的構造 を構成的 に記述する こと;

B)作 用素環 のHilbert空 間への作用 の仕方 を明 らか

にす ること,

この二つ に集約 され ます.で も,こ の間題 の分割 はあ く

まで,問 題意識 どしての ことで,具 体的研究 においては

別 々に取 り扱われ ることはあ りません7問 題(B)は 問題

(A)に 吸収 され ることが,Murray-von Neumannの 第

四論文 で明 らか にされています.更 に,作 用素環論 を特

徴付 けるのは,代 数 と解析 の密接 な結び付 きです.主 要

な結果は,代 数的に記述 され ます が,そ の証明は極めて

解析的です。

前 置 きが 長 くな りす ぎ た様 です.本 論 に 入 りま し ょ う。

Murrayとvon Neumannは 第 一 論 文 で(以 下, RO I,

RO II,… と書 き ます)因 子 環 の 射 影 束 に 対 し,次 元 関

数 を構 成 し,そ の値 域 が,{0,1,…,χ(n=∞ を 含 む),

[0,1],[0,∞]そ して{0,∞}と 分 れ る こ とを発 見 し,そ れ

ぞ れ を,In型, II1型, II。。型, III型 と命 名 しま した. Tn

型 は,古 典 的 な場 合 の直 接 の拡 張 にな って,?Z×92行 列 環

Mn(C)@=∞ 。の時 は ∫(夢))と 同 型 に な り ま す. II..型

は,II、 型 因子 環 と1..型 因 子 環 の テ ン ソル積 に分 解 さ れ
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ます.そ れ で,二 人 は次元関数 をII1型 の場 合に 線 形 汎

関数 トレースに拡大す るこ とに努 め,こ れ を一年後 の37

年 に成 し遂 げて ます.し か し,次 元関数 を トレースに拡

大す る事 は意外 に長大 な議論 を必要 としました.ト レー

スの存在 をもっ と自然 な形 で証 明できない か とい うこと

が 当時 か ら問題 にな り,大 戦後Kadison, Kaplansky,

境等 が挑戦 しました.`自 然'な 証 明は まだ判 ってい ま せ

ん.Yead0nが71年 にコンパ ク ト性 と不動点定理 を使 っ

た,う まい証明 を見つ けま した.し か し,そ れは構成的

で はあ りませ ん.わ が国 では,小 野貴生 と斉藤(和)が 反

復挑戦 してお ります.こ の問題 は,ト レースの加法性の

問題 と呼 ばれ,作 用素環 の射影幾何学的背景 を明 らかに

す るもの として,最 近脚光 をあびてい るK一理論の観点か

らも大事 なものです.関 連 した問題 に,量 子論の観測理

論 に端 を発す る.射 影東上の確率測度 を線形 に拡張 して

状態 にできるか否 か とい う問題 が,Mackeyの 問題 とし

て知 られ てい ます が,57年 にGleasonが1型 の場合 に部

分的 な解決 を与 えました.一 般 の場合 は未知 のままです.

 量子場 の理 論 の数 学 的 枠 を与 え るべ く,von Neu-

mannは 無 限テンソル積 の理論 を38年 に発表 しま した.

そ こで 皿型 因子環 の存在 が予告 され,40年 にRO皿 に

詳細 にそ の構成 が示 され ま した.こ こで,ト レースの理

論 が深 め られ,非 可換積分論 の可能性が暗示 されます.

この年 には,一 般関i数解析 に大事 な結果,Alao91uの 定

理 とKrein Milmanの 定理がつ け加 えられま した.こ れ

等 の結果 は,既 述 のGelfandとRaikovの 成果へ とつな

が ります.Murrayとvon Neumannは 彼等の連作の 最

後,ROIVでII 1型 因子環 の構造解析 を単純環 の理論 と

の類似性 を追 って展 開 しま した.そ の 中 で,II1型 因 子

環 が一意 的でないこ とを示 しま した・ 同時 に,AF型 の

II1型 因子環 の一意性 も証 明 します.こ の一 意 性 は,大

戦後多 くの専 門家 の注 目を集 めることにな り`最終的'に

Connesの 単射的因子環の理論 に発 展 し ます. Murray

とvon Neumannの 連作は,こ れで終止符 を打 ち, von

Neumannは 戦争遂行政策,特 にManhattan計 画 に大事

な役割 を果 すよ うにな ります.

大戦が世 界 を 引 き裂 い た40年 代 前半 に,Gelfand,

Naimark, Raikovを 中心 として,ロ シア学派 が 登 場 し

ます.い わ ゆるGelfand表 現 と呼 ぼれ る,半 単 純 可換

Banach環 の表現 定理 が41年 に得 られ ま した.43年 に

は,GelfandとNaimarkに よ り, C*環 の表現定理 が示

され ます.こ こで,彼 等は1+χ*χ の可逆性 を仮定 し,
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この条件 の不要性 を問題 として残 しま した.こ の問題 は,

大戦後RickartやKaplanskyに よ り,挑 戦 され ま した

が,我 国の深宮 の手 によって52年 に解決 され る事 に な

'ります
elχ*ii=II Iの 条件 もそ の後, Glimm-Kadison

の手 によ り不必要な こ とが示 され ました.こ の方面 の研

究は,C*環 の公理 系の整 理で,現 在 も続 いて ます.荒

木一Elliottによる,*環 で χ*χのスペク トル 半 径 の 二

乗根 が完備 なノル ムを与 えるよ うな もの とい う特徴 づけ

は,き れ いな公理系 を提供 します.こ れ は73年 の こ と

です.

 大戦後,作 用素環論 も大 きな変貌 を遂げますが,こ こ

で戦時 下の我 国の様子 を眺 めて見 ましょ う.戦 前,戦 中

の 日本 の関数解析 の中心 は大阪大学で,大 阪学派 と呼 ば

れる グループは高い水準 を誇 ってま した.Banach環 を

最初 に取 り上 げた のは南雲です.吉 田も続 いて取 り上 げ

ま した.こ れ は,36年 のことですか ら,・ROIと 同 じ時

期 です.こ こで は,Hilbertの 第 五 間題 と関係 して,

Banach環 の可逆元 の作 る群の連結成分の研究 が され ま

した.今 風 にい えば,K理 論の中のK1を 問題 に してた

といえるで しょう.実 際,彼 等 は・Banach環 の中で指数

写像 の周期 について気 を配 って ます.し か し,何 とい っ

て もII、型因子環の連続次元が注 目されたよ うです.小

平 と古屋 は38年 に,連 続幾何学の論文 を全 国紙 上 談 話

会 に連作 としそ発表 して ます し,岩 村,前 田(文),近 藤

が戦時下 の困難 な情況 にもめげず,連 続幾何 学に挑戦 し

ま した.戦 時 中の伝統 は,戦 後へは直接の形で継承 され

ませんで した.

 大戦後 の作 用 素環 は,Segal, Kaplansky, Dixmier,

Richart, Arens等 の手に より始 め られ ま した.連 合 国

同志 とはい って も,ス ター リン治下の ソ連 と西側諸 国,

米 国,フ ランス との情報交換 はスムーズであ りませ ん.

Gelfand-Naimark の理論は,西 側 で再構成 せ ざ る を

得 なかったよ うです.

 Arensが46年 に, C*環 の自己共役元のスペク トルは

実数であるこ とを示 して,西 側 のC*環 論の幕 は上 りま

した.Sega1が 続いて, C*環 の表現論 の土 台 を据 え ま

す.今 日,GINS表 現 と呼 ばれ る,表 現 の構 成 法 が ここ

で確 立 され ました.こ の頃 は,連 続群の表現 論 と作用素

環 論そ してBanach環 論 はまだ分化 してい ません.今 か

ら考 え られ ば滑稽 に思 えるか知れ ませんが,無 限次元空

間への連続群 の表現 を リー環 の表現 と対応 させて解析 す

る今 日の手 法は,当 時は考 え得べ くもな かったので しょ
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う.現 代の リー環 による表現論のためには,解 決 すべき

問題 が山積 してま した.ま ず第一 は,無 限次元 に対す る

恐怖心 の克服 で しよう。例 えば,非 有界作用素 に対す る

代数的演算 がスムーズにできるための土台が必要で した.

この辺 の心配 は,47年 のBargmanの 論文 を読む と良 く

うかがえます.そ の意味 で も,II1型 因子環 に附 属 す る

閉作用素 は環 を作 る とい うMurrayとvｮn Neumannの

結果 は大 きな期待 を持たせ ま した.こ の期待 は,こ れ ま

での ところ満た されてお りません.そ の期待 とは別 に,

Hilbertの 第五 間題 を表現論 を通 じて解決 しよ うとい う

魂 胆 もあ った ようです.G1easonと 山辺 による,直 接的

方 法による第五 問題 の解決 と,Gardingに よるC.℃一ベ ク

トルの存在 定理,そ してHarish-Chandra, Gelfand学

派 による無 限小解析 の方法 の確立 に従 つて,作 用素環 と

連続群表現論 は分化 して行 きました.し か し,表 現を既

約表現 の直 積 分 に分 解 す る必 要 か ら,Mautnerの 要

請 に応 じて,v0n Neumannは38年 に 完成 して い た,

Reduction Theoryを49年 に発表 して,表 現 論 に影 響

を与 えます.1Vlautnerは それ を土台 に,可 換子環 の極大

可換環が表現の既約分:解を与 えることを50年 に 見 出 し

ま した.し か し,こ の既約成分分解 が一 意でないこ とを

知 り,(1型 でない場合)大 いに困惑 するこ とにな ります.

 少 し脱線 しす ぎま したか ら,本 論 に戻 るこ とに しまし

ょう.Dixmierは,49年 に因子環 の理論 を,中 心値 トレ

ースを構成す るこ とによ り,大 域的von Neumann環 の

理論 の出発点 を与 えます.こ の頃 から,作 用素環の解析

的側面 を重視す る方 向 と,代 数的側面 を重視す る方向 と

が意識的 に追求 され るこ とに な ります.前 者 は,Dix-

mier, Sega1, Dye等 に よる線 形汎 関数 の重 視 となって

現われ,後 者 は;RickartとKaplansky等 による 朋/*一

環 を通 じて次元論を把握 しようとする流儀 とな ります.

しか し,解 析的構 造究明の決 め手 ともい うべ き結果 が,

Kaplansky稠 密性定理(51年)だ から,上 の二 つ の 傾 向

が排他的であ つた と思 うのは早計 で しょう.Dixmierは

Von Neumann環 の位相的性質 に注 目しました.ま ず50

年 にvan Neumann-Schattenの 結 果 を整理 して, Von

Neumann環 はBanach空 間 として双対空間である こ と

を示 して,汎 弱位相 を導入 します.更 に,順 序構造 と位

相構造 の深いつな が りを用いて,汎 弱位相 と汎 強位相 が

代数構造 だけで一意 に決 まるこ と を示 しま す(53年).

この研究 は,3年 後 に境 によるvon Neumann環 の公 理

的特徴づ けへ と発展 しま した.Dixmierは 同時 に,ト レ

一 ス を出 発 点 と して 非 可換 積 分 論 を展 開 し,非 可 換Lp

空 間 を構 成 しま す.同 じ時 期 にSegalはvon Neumann

環 に附 属 す る非 有 界 作 用 素 を詳 し く調 べ て,ト レー ス に

関 す る可 測 作 用 素 の理 論 を論 じて,Dixnnierと 同 じ結 論

に到 達 します.Sega1のLP・ 空 間 は(実 際 は,彼 の 弟 子

Kunzeが プ ロ グ ラム を実 行 す る の で す が …)可 測 作 用 素

の作 る空 間 と して 表 現 され て ます が,Dixmierの は 完備

化 で 定 義 され ま す か ら,抽 象Banach空 間 として 把握 さ

れ ま す 。 両者 は 同一 の もの で した.こ れ 等 の非 可 換積 分

論 の 土 台 に な っ た の は,RO Iの.BT Theoremを 更 に深

め たSega1の 弟 子Dyeに よ る,52年 のT-Theoremと

Radon-Nikodym型 定 理 で した.

この 頃 は,ポ ス トMurray-von Neumannの 第 一 の高

揚 期 に 当 ります が,そ の基 盤 は 今 か ら眺 め る と意 外 に狭

い こ とに気 付 き ます.つ ま り,Dixmierを 中心 とす る フ

ラ ン ス派(こ の 中 にはGodementも 入 りま す)とKaplan-

sky, Sega1を 中心 とす る シ カ ゴ 派 が 推 進 母 体 で す.シ

カ ゴ派 の 中か らは,Dye, Kadison, Singer, Feldmanp

Griffin, Stinespring, Nelson, Shale, Kunze, Blattner

等 が 輩 出 しま す.Kostantも そ の 中 の一 人 で す が,彼 は

微 分 幾 何 と リー一群 を 専 門 に し ま し た.KunzeやBlat-

tnerも そ うで す.フ ラ ン ス で は後 継 者 が 育 ち ま せ ん で

した.Dixmierも54年 の論 文 の 後,57年 に, von Neu-

mann環 の著 書 を著 わ して,リ ー群 の表 現 論 に 移 つて し

ま い ま す.6O年 代 にC*環 の研 究 に時 寺期 戻 っ て ます が,

主 力 は リー群 と リー環 論 にそ そ い だ よ うで す。 結 局,当

時 の作 用 素 環 論 はDixmierと シカ ゴ派 が 中 心 で す.こ

の 中 か ら,Kadisonが 頭 角 を現 わ し,世 界 的 指 導 者 に成

長 します.し か し第 一 高 揚期 は55年 頃 で一 段 落 し ま し

た.高 揚 期 が終 っ た とい う こ とは,決 して この 分 野 の活

動 が 止 ま った こ とを意 味 しませ ん.か え って,静 か な し

か し深 い研 究 が進 行 して,次 の高 揚 期 へ 向 けて の準 備 が

進 み ま す.KadisonはC*環 の 既 約 表 現 は代 数 的 に 既 約

で あ る とい う驚 くべ き 結 果 を57年 に 得 ま し た7又,

Singerが 群 測 度 構 成 法 に よる 因 子環 に コサ イ ク ル か ら

自己 同型 を構 成 して,そ の後 の 日本 の 中村-武 田 ズ ク ー

ルへ の道 を準 備 しま した.し か し,多 くの著 名 な専 門 家

が,こ の分 野 を去 りま した.55年 頃 か ら60年 代 前 半 に

か け て,日 本 勢 の 活 躍 が 目立 つ よ うに な ります.こ の辺

で,国 内 に 目を 向 け ま し ょ う.

大 戦 後 の 日本 の作 用 素環 研 究 は,戦 前,戦 中 の伝 統 を

引 き継 ぐとい う よ りは,廃 虚 の 中 か ら立 ち上 った戦 後 復
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興 の道 を作用素環研究 グル ープ の先人達 も歩みま した.

この様子 を,80年Kingstonで のサマースクールで特別

講演 に立 った冨田は,`私 が大学へ入 ってi数学 を志 した時,

指導教授 はい も畠で汗 を流 していま した…,と 述 べ て 講

演 に入 りま した.若 手 は何 のこ とか分 り難 かった よ うで

すが,多 くの人 々に感銘 を与 えま した.こ の時代 の数学

者の苦労 は各大学 の伝説 になってい ます.

応 召に際 し,Banachの 本 を抱 えて戦地へ赴 い た 泉 門

下の中村 は,復 員後,鶴 丸,梅 垣,武 田,御 園生等 と共

に研究 グループを組織 します.文 献が 自由に入 らない セ

ミナ ーは難渋 を極 めた よ うです.こ の事情 は全 国共通で

した。東京 では,中 野 門下の竹之 内,広 島では小笠原,

吉永,九 州 では冨 田等がそれ ぞれ の道 を独立 に歩んでい

ました.当 時の一つ の特徴 は,各 地方,各 大学の独立性

です.交 通事情の悪 さの故 でしょ う.電 話 とプ レプ リン

トで情 報を交換 し合 う今 か らでは考え られ ないひ どい情

況 で した.し か し,全 体 としては,55年 ま で の第 一 高

場期 のバ スに乗 り遅れ て しまいま した.と はい え,世 界

の情勢 を手 をこまねいて眺 めてい た訳 では あ りません.

Hilbert環 の耳 しい 定 式 化な, AmbroseのL2-system

に ヒン トを得た,中 野に よ り与 え られ ま した.50年 の

ことです.竹 之内は更にHi1bert環 の理論 を深 めます.

又,小 笠原 と吉永 は非可換積 分論に取 り組 み,Hilbert-

Schmidt型 作用 素の成 す環 を,完 備Hi1bert環 として特

徴づ けてい ます.冨 田は,作 用素環 を調和解析の土台 と

して把握 しよ うと苦闘 してい ます。その成果の一つは,

冨田分 解 と呼ばれ る非可分な場 合の直積 分論です.彼 の

議 論には欠陥が あることが後で指摘 されますが,そ のア

イデアの正 しさが最 近にな って分 って来 ま した。いわ ゆ

るChoquet境 界積分論 を本質的 に提 唱 した の が,彼 の

理論 で53年 のこ とです 。Choquet理 論 は56年 に始まる

もので,非 可分 を扱 ったBishop-de Leeuwの 結果は59

年 に得 られ ます.

 中村 にひ きい られた東北 スクールは,鶴 丸のテ ンソル

積の定式化 を皮切 りに,54/56年 に多 くの結果 を得 ま し

た.境,鈴 木 を陣容 に加 えて厚味 を増 しま した.御 園生

は,皿 型 因子環 の表現 の一 意性を示 し周 囲を驚 かせ ます.

武 田は,ICM 50で 予告 されたShermanのC*環 の第二

共役空間 がv0n Neumann環 になる と言 う主張 に証明を

与 えて,Shermanの 了解 の下 に54年 に発表 しま した.

今 日,Sherman一 武 田の定理 と呼 ばれ ます.彼 は,更 に

Banach空 間の手法,特 に双対性 に依拠する方法 論 を,
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C*環 の表現論の中 に提唱 しま した.こ の方 法 論 は,境

による既述のvon Neumann環 の特徴づ け とな って結晶

します.境 に よって深化 され たこの方法論は,富 山,竹

崎 と継承 され,そ の後,斉 藤(和),Akernann, Pederson

Haagerup等 によ り,現 在へ と引 き続いて深め られ つつ

あ ります.II1型 の理論 を非可換確率 と観 る梅 垣 は,54

年 の条件付 き期待値 に関す る論文 に端を発 し,最 近 は非

可換情報理論 を目指 してい ます.彼 によ り開発 され た,

条件付 き期待値は,そ の確率論的解釈 よ り'も,代 数的諸

性質が,こ れまでの因子環の構造研究 の大事な手段 とし

て活用 されています.彼 の 目指す確率論 としての真価 は

依然 として将来 の課題 となってい ます.著 者はその将来

性 に期待 を持 っています が,そ の本当の意味は,作 用素

環論 内部 から求め られ るよ りも,作 用 素環論 を応用す る

過程 で明 らか にな って来 るのではないか と予想 してい ま

す。例 えば,開 いた リーマ ン面上 の調和関数 を,被 覆 空

間(単位 円)上 で考 えて,境 界積分 として表現する時,基

本群 の円周へ の作用 はMackeyの 意味で ス ム ー ズ で あ

りませ ん.境 界値 の記述 のために作用 素環 が登場す る余

地 があ ります.と ころで,調 和関数 と確率論,特 にブラ

ウン運動 との結びつきは,古 典的 な ものです.梅 垣の非

可換確率論 に,こ の辺か ら新 しい光 が当て られ るよ うな

気がするのですが,ど んな もので しょ うか.

 東北 グループは,そ の後,洲 之内(治),鈴 木,富 山,

斉藤(偵),竹 崎 を加 えます.57年 の,富 山のノルム1の

射影 に関す る結果は,そ の後Connesの 単射的 因子環 の

理論 の中で重要な役割 を果 します.

 広島では,.小 笠原 を中心に,吉 永,前 田(周),佐 々木

(右)が55年 か ら56年 にかけて活躍 します・前田は次元

論 を目指 します.こ の グループ は,国 際的`退 潮'の 中で,

研 究の焦 点を超 関数 に移 しました.

 以上 で,大 体国際的規模での,研 究 グループの様子 を

5O年 代前半 を中心 に概観 した ことに な ります.こ の頃

になる と,論 文の数は激減 して しまいま した.専 門家の

間 にも動 揺が見 られます.こ の時期 に,作 用素環 に対す

る信念 を堅持 し続 けたのは,国 外 ではKadison,国 内で

は中村 と冨田ではなかつたで しょうか.Kadisonは 世界

中が作用 素環論 の将来 に疑問 を投げかけてる時,確 固た

る 自信 を微動 だに させ ません.堅 実なペースで研究 を進

めます.58年 のユニタ リ同値め不 変量 に関す る論文 は,

後 にPedersenのUp-Down TheOrem(71年)と な って結

実 します.彼 自身 の研 究に も増 して大事な貢献は,若 手
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をはげ まし教育 し続 けたこ とでしょ う..彼 の手 に よって,

Glirnrn, Stβrrner, R ieffel,間接 的です がEffrosが 育 ちま

す.60年 代 の米 国独走 の下地 を作 りま した.巨 人von

NeUI'nannが57年 に癌で他界 しました.彼 の極 端 な右

翼的性格 は,リ ベ ラル な数学者 の多いプ リンス トン研 究

所 に,反Von Neumannの 空気 の遺 産 を遺 しま した.

Bourbakiは 作用素環論 に冷淡 です.パ リ中心の 中央 集

権的 フランスでは作用素環 は完全 に後退 しま した.日 本

へ も,こ の国際的雰 囲気 が反映 して,竹 崎を最後に しば

ら く後継者養成 が中断 され ます.し か し,こ の時期,即

ち55年 か ら60年 代前半 にかけて,日 本 人の活躍 が 目に

つ きます.冨 田は58年 にす でに,*演 算の極分解 を示 し

て,10年 後 の大理論へ の第ム歩 を踏み出 しています.又,

境は,線 形汎関数 の極分解 を得てい ます.続 いて,微 分

・子の連続 性を示 して
,Kaplanskyの 問題 を肯定 的に解決

します.竹 崎 も特異汎関数 の特徴づ けを行ないま した.

中村 一武 田チ ームと鈴木は,日 本 の伝 統単純 環 の理 論 を

作用素環論へ移植す るこ とを試 みて い ます.II1型 因 子

環 に対象 を制限 した ので,離 散群 だけに自己同型群 を限

るこ とが必要 で した.中 村 と武 田は更 にGal0is理 論 へ

と向い ます.一 連 の研究 は58年 から62年 までの間に集

中しま した.こ のGalois理 論 は,自 己同型群を更に有 限

群 に限 ることを強要 して,彼 等 をい ささか失望 させたよ

うです.し か し,彼 等 の理論 は有限 自己同型群の分類 を

必然 とします.こ のプ ロ.グラムは,80年 にな ってJones

によ りII1型AF因 子環 に対す る決定的な結果 となって

`完成,し ます.彼 等 の`失望'は70年 代後 半 の 研 究 に 直

接つ ながる,誇 るに足 る先駆的 なもので した.作 用素環

論 に絶対 の 自信 を持つ 中村 は,大 阪教育大で後進の指導

を進 め,長 田(尚),長 田(ま)を 世 に送 り出 します.彼 等

は62年 頃に前後 して活躍 を始 めます.彼 等の 中 心 問題

は一貫 して,II1型 因子 環の 自己同型群 と接 合 積 に 関 す

る ものです。

 再 びここで 目を国際的研 究活 動 に 向 け ま しょ う.60

年代 の幕上 げはKadisonの 弟子Glilnmに よつてな され

ま した.ま ず,学 位論 文 でRO IVのAF因 子 環 のC*一

版UHF環 の分類 を行い ます. UHF環 はそ の後 のC*一

環論 に大 きな影響 を与 えます.例 えば,量 子場の正準反

交換 関係 の表現は2..型UHF環 を生成 しま す. Stone-

Weierstrassの 定理 の非可換版 の弱い形 を続いて証明 し

ます.こ の非可換S-W定 理 を強い形 で示そ うとす る試

みは,Akemann Anderson, Bunce等 によ り今 日も続 け

られています.こ の方面 における境 の影響 は決定打 です.

Glirnmの ボー・ム ランは61年 の1型C*環 に対 す る決 定

的です.こ れ まで触 れ ませ ん で した が,51年 にKep-

1anskyは ∫0(鋤 を積 み重ね た よ うなC*環 をGCR環

と呼んで,C*環 の構造論 と上述 のS-W定 理 をイデアル

論 的に論 じて,後 のC*環 論の代数的構造 論の土台 を据

えま した.57年 にはMackeyは,既 約表現 の 同値 類:の

全 体にBore1構 造 を導入 して,直 積分分解 論の土 台を据

えようと試 みま した.と ころが,一 般には測度論 的に取

り扱 えない空 間が飛 び出 して大い に困惑 します.測 度論

的に病理 的でない ものをsmoothで ある と呼び ま した.

Glimmは 可分C*環 が1型 の表現 だ けを持 つ こ と と,

GCRで ある こと,そ してsmooth dua1を 持 つこ とは全

部同値 な ことを示 しま した.更 に,非1型 表現 を持 てば,

H型 と皿型 の表現 を同時 に有す ることも示 します.コ ン

パ ク ト性 の使 い方 に絶妙 な技巧 を誇 る境は後に,こ れ を

非可分な場合 に拡張 しま した.'し かし,H型 の表現 の存

在 については未解 決です.

Mackey dua1に ついて一言述べ てお きましょ う.既 約

表現の同値類 に分割 して考 えることが諸悪 の根源 の よう

です…ユニタ リ同値類 ではな く,ユ ニ タリ共変系 として

眺めれば,は るかに 自然 な直積分論が展開できます し,

因子環やC*一環 の構造論へ のつなが りも深 くなる と思 い

ます.こ れは,Intertwining作 用素を重視 しよ う とい

うことです.

Glimmの 結果 は,富 山,竹 崎 に衝撃 と勇 気 を与 え ま

す.二 人は,S-VV定 理 に動機 を得て,コ ンパ ク トな純

状態空間 を持つC*一環の構造 がFibre bundleに よ り完

全 に記述 され る事をつき とめま した.Fel1とDixmier-

Douadyも 似 た結果 を同 じ時期 に得ています.し か し,

幾何学 と作用素環論の深いつ なが りの発見 には更に十年

の時間 が必要で した。

60年 代には,50年 代 よりはるかに多 くの深 い結 果 が

得 られ,研 究者の層 も一段 と厚 くな りました.50年 代後

半 の後退 は,60年 代の進歩を準備 しま した.50年 代は,

作用素環 の解析的,位 相的構造 の究 明を準備 した と総括

して間違いな さそ うです.60年 代 の進歩は,そ う簡単に

総括 できませ ん.理 論の深化 と広が りを反映 してい ます.

紙数 も残 り少な くな りま したので,大 きな流れ に限 るこ

とに します.

 この時 代 の特 徴 は,理 論 物理 学 か らの影 響 です.

HaagとKast1erの 影響 の下 に, Borchers, Robinson等
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々 の大 勢 の物 理 学 者 が62年 頃 か ら どっ と流 れ 込 ん で

来 ま す.底 流 と し て,Van HoveとFriedrichsに よ る

52/53年 の 場 の正 準 交 換 関 係 の 表 現 の 非 一 意 性 の 発 見 が

あ りま した し,Sega1は,非 可 換 積 分 論 以 来,量 子 力 学 を

作 用 素 環 を土 台 に構 築 す る こ とを 提 唱 し続 け て い ま した

Haagの 下 で 学 ん だ荒 木 は,63年 に理 論 物 理 学 に現 わ れ

る 因子 環 は 大 部 分 皿型 で あ る こ と を,協 力 者WOodsと

共 に示 しま す.続 い て,正 準 交換 関係 のFock表 現 を 詳

し く調 べ て,共 役 変 量 は見 事 な双 対 関係 に あ る こ と を示

しま した.抜 群 の解 析 の力 量 を武 器 に,理 論 物 理 学 と作

用 素 環 の接 触 点 の深 化,拡 大 の潮 流 の 先 頭 を切 りま した,

 Kadisonは 本 拠 をColunnbia大 学 か らPennsylVania

大 学 へ 移 し,境,Shale, Fe11, Effros, Griffin, Pukanszky

を そ の 配 下 に 入 れ て,Penn大 を作 用 素 環 の世 界 の 中 心

に して しま い ま した.彼 の 弟子StorrnerはOsloに 帰 国

して,N0rwayへ の布 石 とな ります. Kadison夫 人 は デ

ン マ ー一ク人 です し,彼 の若 い 時 の 共 著 者Fugledeは ポ

テ ン シ ャ ル論 でCopenhagenで 指 導 的 立 場 に あ り ま し

た。,彼 は,毎 年 夏 をDenlriarkで 過 し て, Pedersenを

中心 とす るCopenhagenス ク ー ル形 成 に 大 き な 影 響 を

与 え ま した.Pedersenを 直 接 育 て た の は, Kehletだ そ

うで す.そ の 出会 い の い き さつ は,聞 い てい ませ んが 英

国 のRingroseを 作 用 素 環 に 引 き入 れ た の も60年 代 中、

期 で,Newcastleを 英 国 の 中心 に し ま した. Kadisonは

Haag, Kastler, HugenhOltzと も密 接 な接 触 を保 ち ま す.

Kast1erはMarseilleにRobinsonを 得 て,作 用 素 環 の

根 拠 を定 め ま した.60年 代 の 特 徴 の 一 つ は,Kadison

の指 導 者 と し て の 決 定 的 な 影 響 力 の 発 揮 で す.God

Father Kadisonと 冗 談 を言 う人 もあ る よ うで す が,今

日の 作 用 素 環 論 を 語 る時,彼 の功 績 を抜 き に して は語 れ

ま せ ん.日 本 は全 体 と して,そ の影 響 外 に あ りま した が,

それ も70年 代 に入 る と様 子 が変 ります.一 つ エ ピ ソ ー

ドを伝 え ま し ょ う.60年 代 末 に 日本 の 大 学 を 学 園 紛 争

の嵐 が襲 い ま した.こ の頃 は,後 述 す る よ うに作 用 素 環

論 の爆 発 的 進 歩 が記 録 され つ つ あ りま した.日 本 の情 況

を憂 慮 した 著 者 は,専 門家 の一 時 国外 避 難 を考 え ま した.

こ の計 画 を,Penn大 で68/69年一 緒 に過 し て,親 交 の

あ ったStormerに 伝 え ま した.時 期 が 遅 す ぎ て, Oslo

で は 予 算 が あ りま せ ん 。 しか し,こ の こ と は 電 話 で,

CopenhagenのPedersenに 伝 え られ ま した.富 山 を 日

本 か ら連 れ 出 そ う とい う計 画 です.Copenhagenに 滞 在

中 だ っ たKadisonはRingroseと も連 絡 を と りま す.結

局,富 山はCopenhagenで70/71年 を過 すこ とにな りま

す.彼 は,こ こで有名なCopenhagen講 義録 を,新 しい

結果 を含 めなが ら完成 します.

話が散漫 にな って しまいま した,本 論 に戻 って国内 に

目を向けましょう.50年 代 に特徴的 だった各 地 方 の 孤

立状態に終 止符が打 たれ ます.63年 には関 数解 析 シ ン

ポ ジウムが年 中行事 として発足 しま した.又,66年 か ら

作 行会 の援助 を得て,若 手作用素環研究 グループが組織

され ま した.こ の中か ら,岡 安,中 神,長 田夫妻,岡,

斉藤(和),武 元等の俊英が育ちます.数 理解析研究所 の

設立 も積極的効果 をもた ら しま した.国 外 のKadison

体制 とは スケールが違 います が,国 内の協力体制は急 ピ

ツチで整え られ て行 きます.研 究者 同志 の連帯感 も除々

に形成 され て行 きま した.特 に,そ れは若手の間で著 し

かったよ うです.70年 代に入 ると,情 報の交換 も組織的

に行われ るよ うにな りま した.

 数学 の中味 もどん どん深 くな って行 き ま した.60年

代 中期のハイ ライ トは,既 述 の物理学 か らの影響 の他 に

Kadison,境, Ringroseを 頂点 とす る微 分 子 に 関 す る

結果で,予 想 とは正反対 の,し か し深い結果が得 られま

した.63年 には,因 子環 の構造論 におい て,ROIV以

来 の積極 的意味 を持つ,Dyeに よる可解 エルゴー ド保測

変換群 は,群 測度構成法 によ りII1型AF因 子環 を生 成

す ることが示 されま した.そ の過程 で,軌 道 同値 の概念

を導入 します.こ れは,6O年 代 末か ら70年 代前半 にか

けての,Kriegerに よるエルゴー ド変換 の共役分類 と,

軌道同値分類,更 に附随す る因子環 の同型類の間 に1対

1の 対応 がつ くとい う結果 に発展 します.又,同 じ年 に

Schwartzに よ り因子環の不変量(P)が 導 入 され て,後

のConnesへ の道を準備 しま した.そ の過程 で富 山一羽

毛田の仕事 も注 目され るべ きで しょ う.

67年3月 のBaton Rougeで の国際会議が,既 述 のよ

うな第二高場 期の中で開催 され ま した.こ の会議はい ろ

いろな意味で画期的な もので した.,数学的成果 としては,

Powersに よるIII型因子環 の連続個数の発見で す.こ れ

は,直 ちに荒木一Woodsに よる無限テ ンソル積 の因子 環

の分類論へ と発展 します し,McDuffと 境 に よ りII1型

II..型因子 環 の連 続 個 数 構 成 へ と受 け継 れ ま した.

Powersの 結果 は,物 理 か らの影響 の積極的意味を 十 二

分 に確認 させ ました.こ こでの主要 な武器 は,漸 近可換

性 とClusteringと 呼ばれ る性質 です.し か し,会 議 の

場外 ホームランは冨田が10年 の歳,月を か けたmodu1ar
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Hilbert環 の理論 です.こ れ については,す で に解 説 記

事が出た ことが あ りますのでそ ちらに詳細 はゆず り,舞

台裏 の話 に限 ります.冨 田の論文は,そ の記述の不完全

さの故 に,会 議では取 り上げ られませんで した.会 議に

出席 中の著者 は,冨 田の理論の重要性を知 り,国 内にい

た富 山に帰国後4月 に京都で予定 されてい るセ ミナーの

た めに前 もつて準備 してお くことを依 頼 しま した.京 都

セミナ ーは3日 間ですが,連 日冨田理 論の検 討に3時 間

ずつ費 しました.富 山は次々 と鋭い質問を浴 びせ ますが,

冨 田はそれ にすべて答 えて行 きます.真 剣 な討論の様子

は,時 差ボ ケの著者 にとって感動 的な もので した.結 局,

富 山は冨 田の議論 を遮 ることができませんで した.こ の

セミナーの様子か ら,著 者は冨田理論 を積極 的観点 か ら

再 検討す る快 心を します.実 際,こ のセ ミナーがなかっ

た らば,論 文の あら捜 しで満足 して放 り出 して しまった

か も知れ ません.小 さな間違 いな ら沢 山あ りま した し,

難 解な論文で した.68年Penn大 に留 学 した 著 者 は,

Kadisonス クールの入は誰 も冨 田の論文 を信 じてい ない

ことを知 りま した.griffinが 頑張 ったけれ ど理 解 し切

れずに,間 違いがある と断定 され て しまっていま した.

著 者は,69年1,月 か ら5.月一杯 セ ミナーを主催 しま した.

その過程 で,KMS条 件 との関係 も明 らかにな りました。

これをま とめて講 義録 としま した.こ れ が後 に冨 田一竹

崎理 論 と呼ばれる ものの母体 とな ります.

Baton Rouge会 議 は,作 用素環 の研究 グル ープ を国

際的規模 で一つ にま とめる役割 を果 しま した.日 本 は地

理 的条件 と言語 のハ ンデの故 に,こ の研究 グル ープ に十

分 に加 わ り切 れませんで した.学 園紛争 がそ のハ ンデキ

ャップを更に大き くした ようです.国 外 での進歩は爆発

的加 速度を加 えて 行 きま した.71年 にSeattleのBat-

telle研究所で 開かれた,サ マ ー ス クー ル にA. Connes

が学 生 として参加 して来 ま した.そ の半年後 に,彼 は快

進撃を開始 します.皿 型 環の構造定理 も72年 末 に は,

彼 と著者 の手で完成 しま した.荒 木 も構造解析 と トレー

スに よらない非可換積分 論を打 ち立 て て行 き ます.そ

れ と相前後 して,AtiyahとSingerに 後 押 しされ た,

Brown, Douglas, FillmOreが,い わ ゆるBDF理 論 を完

成 して,位 相幾何 学における,K-homology論 を確立 し

ま した.70年 代 の嵐 の時代 にな りま した.同 時 に,指 導

者の世代交代 もお こりま した.

 こんな時期 に計画,実 行 され た,日 米作用素環 セ ミナ

ーは 日本 を国際的孤立か ら救出 しま した.74年 と77年

の二度にわた り,数 理解析研 究所 とUCLAで 開かれ ま.

した.言 葉 の壁 を越 えた,数 学者同志の連帯 が確立 され

ま した.こ の中から,岸 本,高 井,斉 藤(吉),河 村 が育

ち,押 川,浜 地が合流 します.

 Connesの 仕 事について言及 する紙数 が無 くなって し

まいま したが,Fie1ds賞 関連;記事で取 り上 げて もらうこ

とに期待 して,こ こでは詳細は割愛 します。彼 の登場は

作用素環論 を大 き く変貌 させ ました.内 面的 に大変 な深

さに到達 した ばか りでは あ りません9他 の分野 との交流

も大 き く始 ま りました.

 幾何学 と作用素環論 のつ なが りは,前 のBDF理 論 か

ら,Connesの 葉層構造論,そ して最近のVoiculescuか

らKasparovに 至るKK理 論な どによ り強 化 され つ つ

あ ります.か つて,こ んな見事なII1型 因子環 の理 論 の

応用 が無い のはおか しい と,疑 問 を投げかけたGe1fand

も80年 夏のルーマニヤで開かれた国際会議 で会 った時,

彼 の疑問 が完全 に満た された ことを認 め ま した.Jones

の最近 の研究は,数 論 との関連を予想 させ ます.そ れは

II・型 因子環 の部分因子環上の加群 として取 り得 る,作

用 素 環 論 的 次 元 は 降 ・・]∪{4c・52?C・n=2,3,…}に

な る とい うの で す.こ の 数 は,SL(2,R)に お い て,

によ り生成 され る部分群が離散的で あ る た め に λ2が取

り得 る値 と一致 しています.こ れは偶然 の一致 で しょ う

か.

70年 代 の成果 を総 括 して,次 の時代へ の展 望 を 開 く

ために,80年 夏 にKingstonでAMSサ マースクー.ルが

Kadisonを 組織者 として開かれま した.世 界 中か ら多 く

の専 門家,若 手が参加 して,大 きな成果 を挙 げま した.

嵐 の70年 代の しめ くくりにふ さわ しい もの で,こ こで

簡単 にま とめる訳 には行 きません.し か し,日 本 の関係

方面の方 々に考 えて頂 きたい問題 が あります.世 界 の大

小十数 ケ国以上 の国々か ら多 くの参加者が集 ま り,日 本

か らも多数参加 しました.各 国 とも自国か らの出席者 の

旅費を負担 しました.し か し,経 済大国 日本 は,政 府負

担 が零 の唯一 の文化国家振 りを発揮 して,主 催 者をび っ

くりさせま した.主 催者 は,参 加者の 負担を小 さくす る

よう取 り計 らって くれ ましたが,と んだ大国代表 で 日本

か らの参加者 は肩身の狭い思い をしま した.`脱 線,し ま

した.本 題 に戻 ります.

 これ か らの作用素環論は他の分野 とめ交流 の影響 が強
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く出て くるのは必至です.私 は,こ の分野は ソフ トウエ

ア とハ ー ドウエアの統一体 として発展 して行 くような気

が します.し ば らくの間,幾 何 学か らの影響 が 目立つ事

になる と思い ます.し か し,こ の分野 は究極的 に解析 の

力 が決 め手 になる事 を忘 れてはな らないで しょう.洗 練

ざれた定式化 の中で,解 析 の力 が求 め られ る事情は,昔

も今後 も変 りません.解 析上 の結果 は,十 分沢 山そ して

深 化 しない と,代 数的結論 と結びつ きません.こ れか ら

この分 野に進 む人々に留意 して頂 きたい と思います.

165

70年 代 につい ての記述が抜 けて しま い ま した.こ れ

につい ては,ConnesのFields賞 受 賞の解説記事 と数学

第26巻 第4号 の解 説記事を参考 に して下 さい.
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