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主な記号

F L2(Rd)上の Fock空間
HN HN = L2(Rd)⊗ F は全ヒルベルト空間をあらわす
ω dispersion relation ω(k) =

√
|k|2 + ν2, ν ≥ 0. ほとんどの場合 ν = 0

dΓ 第 2量子化
Γ 第 2量子化, Γ(e−ith) = e−itdΓ(h)

Hf 量子場の自由Hamiltonian Hf = dΓ(ω)

Φ(f) Φ(f) = 1√
2
(a∗(f̃) + a(f))

ϕ(f) (Q,Σ, µ)上の f ∈ L2
R(Rd)を指数に持つガウス超過程

ϕE(f) (QE,ΣE, µE)上の f ∈ L2
R(Rd+1)を指数に持つガウス超過程=Euclid 場

EQ 確率測度Qに関する期待値
∫
· · · dQ

Ex
Q パス空間上の確率測度 Qx に関する期待値

∫
· · · dQx

(Bt)t∈R ブラウン運動
(Ω,F ,W x) ブラウン運動 の定義されている確率空間
EW x = 0とした E0

W の省略形
(Y,B, Q) 一般的な確率空間
Hp Schrödinger 作用素 −1

2∆+ V
Ψp Hp の規格化された正の基底状態
Ep Hp のスペクトルの下限
Σp Hp の本質的スペクトルの下限
(Xt)t∈R Hpに付随した P (ϕ)1過程
X C(R,Rd)
(X,B(X),N x

0 ) P (ϕ)1過程 (Xt)t∈Rの定義されている確率空間
dN0 Rd上の確率測度 dN0 = Ψp(x)

2dx
dP0 Rd × Q上の確率測度 P0 = dN0 ⊗ dµ
dN0 Rd × X上の確率測度 dN0 = dN0 ⊗ dN x

0

dNT Rd × X上の確率測度 dNT = 1
ZT
eS[−T,T ]dN0

H Nelson Hamiltonian H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

E H のスペクトルの下限 inf σ(H)
Ψg Nelson Hamiltonian H の基底状態で至るところ正.

Lp Hpの基底状態変換 Lp = θWHpθ
−1
W

L 汎関数空間上のNelson Hamiltonian L = Lp ⊗ 1l + 1l⊗ H̃f + H̃I

IIR 赤外正則条件, 赤外特異条件を定義するときの積分 IIR =
∫
Rd

|φ̂|2
ω3 dk

Q[−t,t] Q[−t,t] = e−
∫ t
−t V (Bs)dsI∗0e

−ϕE(
∫ t
−t φ̃s(·−Bs)ds)It

Lt Lt = ϕ(B−t)Q[−t,t]ϕ(Bt)

dµT µT (A) =
1
ZT

∫
Rd Ex

W [1lALT ]で (Ω, σ(G ))上の確率測度を表す
dµ∞ (Ω, σ(G ))に定義されたギブス測度
W (x, T ) Nelson模型のペアポテンシャル W (x, T ) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2
2ω(k) e

−Tω(k)e−ik·xdk

S[−T, T ] 1
2

∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW (Xt −Xs, t− s)
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1 Boson Fock 空間
この章と次の章ではFock空間と P (ϕ)1過程に関する基本的な事柄を紹介し, 3章以降で使
う基本的な記号を定義する. Boson Fock 空間, Euclid 場, P (ϕ)1過程, Katoクラスを熟知し
ている読者はこの章と次の章をスキップしても構わない. 特に第 1章は [Ara88, Sim74, GJ81]

を参考にした. また第 2章は [CFKS87, LHB11, Sim82]を参考にした.

1.1 お話

場の量子論において自由場とは互いに相互作用していない同じ素粒子がたくさん集まった
状態を表している. この自由場と Schrödinger 方程式に支配される粒子の相互作用する系を
考えて, そのHamiltonian のスペクトル解析を行う. その数学的な解析方法のひとつとして,

Hilbert 空間上の作用素論を用いるものがある. それは Fock空間F といわれる Hilbert 空
間と Schrödinger 作用素の状態ベクトルのつくるHilbert 空間K のテンソル積空間K ⊗F

上の自己共役作用素H のスペクトル解析に帰着される. H の点スペクトルや連続スペクト
ルの解析がHamiltonian の固有ベクトルやスペクトル散乱理論の解析に対応することは von

Neuman 以来よく知られている.

一方Euclid 的場の量子論では実シュワルツ超関数空間上のガウス測度が定めるL2空間の
ベクトルに値をとる確率変数をもちいて, 場の量子論を解析する. この場合, 自由場とは直感
的には無限次元ガウス過程に同等である.

上記の 2つはFeynman−Kac型汎関数積分表示によって関係づけられる. 自由場を表す自
己共役作用素 Hf の生成する熱半群 e−tHf の期待値 (F, e−tHfG) を無限次元ガウス過程で表
すためには時間発展を表すユニタリー作用素 e−itHf を e−tHf に変えること, つまり実時間 t

を 虚数時間 −it へ解析接続することが必要になる. それを形式的にみてみよう. 1l(∈ F )を
Fock真空とする. 質量 ν ≥ 0のスカラー場 ϕt(f) = e−itHfϕ(f)eitHf , f ∈ L2(Rd), のローレン
ツ不変な理論では自由場の 2点関数は (1l, ϕt(f)ϕs(g)1l) =

∫
f(x)g(y)W (x− y)dxdy で与えら

れ, W はWightman超関数といわれる. 形式的に W (x− y) = (1l, ϕ(x)ϕ(y)1l)で与えられる.

ここで x = (t,x) ∈ R× R3 で

W (x) =
1

2(2π)3

∫
R3

eit
√

|k|2+ν2−ik·x√
|k|2 + ν2

dk.

Edward Nelson は Euclid 場から場の量子論を構成する仕方を発見した. そして構成的場の
量子論は 1960年代にEuclid 場の理論を礎に研究された. W ((t,x)) の解析接続された関数は
Schwinger 関数とよばれる:

W ((it,x)) =
1

2(2π)3

∫
R3

e−t
√

|k|2+ν2−ik·x√
|k|2 + ν2

dk =
1

2(2π)4

∫
R4

eik0t−ik·x

|k|2 + ν2 + k20
dk,
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k = (k0, k) ∈ R× R3. つまり, Euclid 場 ϕEt(f) = e−tHfϕ(f)etHf の共分散は

(1l, ϕEt(f)ϕEs(g)1l) =
1

2

∫
R4

f̂(k)ĝ(k)e−|t−s|
√

|k|2+ν2 dk

|k|2 + ν2 + k20
(1.1)

となる. これは形式的にHf1l = 0と思えば, (ϕ(f), e−(s−t)Hfϕ(g)) と読める. 直感的に Euclid

場とは (1.1)を共分散に持つようなガウス過程のことである. さらに分散の形からも分かる
ようにOrnstein-Uhlenbeck (OU)過程の無限次元版とも思える.

1.2 Boson Fock 空間

上で述べた形式的な議論をHilbert空間論的に厳密に述べる. W をHilbert空間とし, ⊗n
sW

は W の n-重対称テンソル積を表す. つまり⊗n
sW = Sn(⊗nW ) でユニタリー作用素 Sn は

Sn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) =
1

n!

∑
π∈℘n

fπ(1) ⊗ · · · ⊗ fπ(n), n ≥ 1,

で定める. ここで ℘n は n次置換群を表す. F (n) = F (n)(W ) = ⊗n
sW , ⊗0

sW = C として, 無
限直和空間F = F (W ) =

⊕∞
n=0 F (n)(W ) を考える. ここにスカラー積を定めて位相を入

れる. そのスカラー積は (Ψ,Φ)F =
∑∞

n=0(Ψ
(n),Φ(n))F (n) で与えられる. (F (W ), (·, ·)F (W ))

は W 上の Boson Fock 空間といわれ, これは Hilbert 空間である. Fock 空間F は ℓ2-列

(Ψ(n))n∈N で Ψ(n) ∈ F (n) かつ ∥Ψ∥2F =
∞∑
n=0

∥Ψ(n)∥2F (n) < ∞ となるものと同一視される.

Ωb = (1, 0, 0, ...) は Fock真空とよばれる. 生成・消滅作用素というF 上の 2つの重要な閉
作用素を定義しよう. それは a∗(f), a(f) と表され, (a∗(f)Ψ)(n) =

√
nSn(f ⊗ Ψ(n−1)), n ≥ 1,

(a∗(f)Ψ)(0) = 0 で定義される. これらは可閉作用素でその閉包も同じ記号で書くことにす
る. 定義域はD(a∗(f)) =

{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∑∞
n=1 n∥Sn(f ⊗Ψ(n−1))∥2

F (n) <∞
}
である. さら

に a(f) = (a∗(f̄))∗ である. 名前からわかるように a∗(f) はボゾン数を一つふやし, a(f) は一
つ減らす作用である. D ⊂ W を稠密な部分集合とすれば L.H.{a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωb,Ωb| fj ∈
D, j = 1, .., n, n ≥ 1} も稠密になる. Ffin =

{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∃M s.t. Ψ(m) = 0(∀m ≥M)
}

は有限粒子部分空間といわれる. a, a∗ は Ffinを不変にし, Ffin上で正凖交換関係

[a(f), a∗(g)] = (f̄ , g)1l, [a(f), a(g)] = 0, [a∗(f), a∗(g)] = 0

をみたす. T を W 上の縮小作用素とする. T の第 2量子化 Γ(T ) を Γ(T ) =
⊕∞

n=0 (⊗nT )

で定義する. ここで ⊗0T = 1l. Γ(T )も縮小作用素になる. 第 2量子化 Γ はファンクター
Γ : C (W → W ) → C (F → F ) を定める. ここで C (X → Y ) はXから Y への縮小作用素
全体の集合である. ファンクター Γ は半群の性質をみたし, さらにC (W →W ) は ∗-代数で
ある. つまり Γ(S)Γ(T ) = Γ(ST ), Γ(S)∗ = Γ(S∗), Γ(1l) = 1l が S, T ∈ C (W → W )に対して
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成り立つ. 自己共役作用素 h に対して {Γ(eith) : t ∈ R} は強連続 1径数ユニタリー群になる.

Stoneの定理により一意的な自己共役作用素 dΓ(h) で Γ(eith) = eitdΓ(h), t ∈ R, となるものが

存在する. これも dΓ(h)の第 2量子化という. dΓ(h) = −i d
dt
Γ(eith)⌈t=0 だから

dΓ(h) = 0⊕

[
∞⊕
n=1

(
n∑

j=1

1l⊗ · · ·⊗
j

h ⊗ · · · ⊗ 1l

)]

となる. よってdΓ(h)Ωb = 0, dΓ(h)a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωb =
∑n

j=1 a
∗(f1) · · · a∗(hfj) · · · a∗(fn)Ωb.

第 2量子化作用素のスペクトルは

σ(dΓ(h)) =

{
n∑

j=1

λj

∣∣∣∣∣λj ∈ σ(h), j = 1, ..., n, n ≥ 1

}
∪ {0},

σp(dΓ(h)) =

{
n∑

j=1

λj

∣∣∣∣∣λj ∈ σp(h), j = 1, ..., n, n ≥ 1

}
∪ {0}

となるので, もし 0 ̸∈ σp(h)ならば dΓ(h)の固有値 0は単純になる. N = dΓ(1l) は個数作用
素といわれ, σ(N) = σp(N) = N ∪ {0} である.

a♯(f)は非有界作用素である. そこで有用な不等式を紹介する.

命題 1.1 h は正の自己共役作用素, f ∈ D(h−1/2), Ψ ∈ D(dΓ(h)1/2)とする. このとき
Ψ ∈ D(a♯(f)) かつ

∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥h−1/2f∥∥dΓ(h)1/2Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥h−1/2f∥∥dΓ(h)1/2Ψ∥+ ∥f∥∥Ψ∥.

特に f ∈ D(h−1/2)のときD(dΓ(h)1/2) ⊂ D(a♯(f)).

この命題から f ∈ Wに対して, ∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥f∥∥N1/2Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥f∥(∥N1/2Ψ∥+∥Ψ∥)
が分かる. 最後に第 2量子化作用素と生成・消滅作用素の交換関係を与えておく.

[dΓ(h), a∗(f)]Ψ = a∗(hf)Ψ, [dΓ(h), a(f)]Ψ = −a(hf)Ψ.

ここで Ψ ∈ D(dΓ(h)3/2) ∩ Ffin. これは極限操作によりΨ ∈ D(dΓ(h)3/2)まで拡張できる.

Segal 場 Φ(f) は Φ(f) = 1√
2
(a∗(f) + a(f̄)) で定義される. またその共役運動量作用素は

Π(f) = i√
2
(a∗(f)− a(f̄)) で定義される. すぐに

[Φ(f),Π(g)] = iRe(f, g), [Φ(f),Φ(g)] = iIm(f, g), [Π(f),Π(g)] = iIm(f, g)

がわかる.
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命題 1.2 K を対称作用素とする. ある t > 0に対して稠密な部分集合 D ⊂ D(K) で∑∞
n=0 ∥Knf∥tn/n! < ∞ が任意の f ∈ D に対して成り立つようなものが存在するととき K

はD上本質的自己共役である1.

s− lim
m→∞

m∑
n=0

∥Φ(f)nΨ∥tn

n!
< ∞ が Ψ ∈ Ffin と t ≥ 0で成り立つので命題 1.2から Φ(f)

と Π(g) がともにFfin上本質的自己共役作用素であることがわかる. その閉包も同じ記号で
表す.

Wick 積 :
∏n

i=1Φ(fi): は帰納的に :Φ(f): = Φ(f), :Φ(f)
∏n

i=1Φ(fi): = Φ(f) :
∏n

i=1 Φ(fi):

−1
2

∑n
j=1(f, fj) :

∏
i̸=j Φ(fi): で定義される. すぐに

:Φ(f)n: =

[n/2]∑
k=0

n!

k!(n− 2k)!
Φ(f)n−2k

(
−1

4
∥f∥2

)k

がわかる. :Φ(f1) · · ·Φ(fn): Ωb = 2−n/2a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωbなので(
:
n∏

i=1

Φ(fi): Ωb, :
m∏
i=1

Φ(gi): Ωb

)
= δnm2

−n/2
∑
π∈Pn

n∏
i=1

(gi, fπ(i))

となる. さらに

:eαΦ(f): Ωb = s− lim
m→∞

m∑
n=0

αn

n!
:Φ(f)n: Ωb = e−(1/4)α2∥f∥2eαΦ(f)Ωb.

つまり実数値関数 f , g に対して (Ωb,Φ(f)Ωb) = 0, (Ωb,Φ(f)Φ(g)Ωb) = 1
2
(f, g). さらに

(Ωb, e
αΦ(f)Ωb)F = e(1/4)α

2∥f∥2 が成り立つ. 交換関係 [Φ(f),Φ(g)] = 0 から Φ(f) はガウス型
確率変数として実現できることが予想される.

1.3 Q-空間

確率空間 (Q,Σ, µ)上の実ベクトル空間 E を指数にもつガウス型確率変数について考える.

以降 EQ[· · · ] は確率測度 Qでの期待値を表す. また QxがRdに値をとるパス上の確率測度
で初期分布が x ∈ Rd上のデルタ測度のとき EQx [. . . ] = Ex

Q[· · · ]と表す.

定義 1.1 (ガウス超過程) ϕ(f), f ∈ E , が確率空間 (Q,Σ, µ) 上の E を指数に持つガウス超
過程であるとは次を満たすことである.

(1) ϕ(f) は (Q,Σ, µ) 上のガウス過程で平均ゼロ, 共分散が Eµ[ϕ(f)ϕ(g)] =
1
2
(f, g)E .

1Nelson’s analytic vector theorem.
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(2) ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g), α, β ∈ R.

(3) Σ は {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

ガウス超過程の存在は知られている.

SQ = {F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) |F ∈ S (Rn), fj ∈ E , j = 1, ..., n, n ≥ 1}

と定義する. このとき次は同値であることが知られている.

(1) SQ は L2(Q)で稠密.

(2) Σ は {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

1.4 Wiener-Itô-Segal 同型

L2(Q) = L2(Q,Σ, µ)とおく. E を実ヒルベルト空間とする. L2(Q) と F (EC)はユニタ
リー同値になることが知られている. ここで EC は複素ヒルベルト空間で E の複素化である2.

これをみてみよう. Fock空間のWick積と同様にL2(Q)上のWick積を定義する.
∏n

i=1 ϕ(fi)

のWick積を帰納的に :ϕ(f): = ϕ(f), :ϕ(f)
∏n

i=1 ϕ(fi): = ϕ(f) :
∏n

i=1 ϕ(fi): −
1
2

∑n
j=1(f, fj) :∏

i̸=j ϕ(fi): で定義する. すぐに fi, gj ∈ E に対して(
:
n∏

i=1

ϕ(fi): , :
m∏
i=1

ϕ(gi):

)
= δmn

∑
π∈℘n

2−n

n∏
i=1

(fi, gπ(i)).

さらに :eαϕ(f): = s− lim
m→∞

m∑
n=0

αn

n!
:ϕ(f)n: = e(1/4)α

2∥f∥2eαϕ(f)もわかる. 部分空間を L2
n(Q) =

L.H. { :
∏n

i=1 ϕ(fi): | fi ∈ E , i = 1, ..., n} ∪ {1l} としよう. このとき L2
m(Q) ⊥ L2

n(Q) (n ̸= m)

がわかる.

L2(Q) =
∞⊕
n=0

L2
n(Q)

はWiener-Itô分解として知られている. θW : F (EC) → L2(Q) を θW :
∏n

i=1Φ(fi): Ωb = :∏n
i=1 ϕ(fi): , f1, ..., fn ∈ E , θWΩb = 1lで定める.

命題 1.3 (Wiener-Itô-Segal 同型) θW : F (EC) → L2(Q) は次を満たす: (1) θWΩb = 1l,

(2) θWF (n)(EC) = L2
n(Q), (3) θWΦ(f)θ−1

W = ϕ(f).

2 複素化 ECは EC = {{f, g}|f, g ∈ E } で定義し, λ ∈ Rに対して λ{f, g} = {λf, λg}, iλ{f, g} = {−λf, λg},
{f, g} + {f ′, g′} = {f + f ′, g + g′}となるものである. スカラー積は EC 上に ({f, g}, {f ′, g′})EC = (f, f ′) +
(g, g′) + i ((f, g′)− (g, f ′))で定義される. (EC, (·, ·)EC) は Hilbert 空間になる.
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T : E → E を縮小作用素とし, EC上の縮小作用素に拡張しておく. θWΓ(T )θ−1
W : L2(Q) →

L2(Q) も L2(Q)上の第 2量子化作用素とよばれ, 簡単に Γ(T )と書くことにする. すぐに
Γ(T ) :

∏n
i=1 ϕ(fi): = :

∏n
i=1 ϕ(Tfi): と Γ(T )1l = 1lがわかる. さらに自己共役作用素 hに対し

て θWdΓ(h)θ
−1
W も混乱しない限りは簡単に dΓ(h)とかくことにする. もちろん dΓ(h)1l = 0 か

つ dΓ(h) :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn): =
∑n

j=1 :ϕ(f1) · · ·ϕ(hfj) · · ·ϕ(fn): である.

命題 1.4 (正値保存性)T を実Hilbert 空間 E 上の縮小作用素とする. このとき Γ(T ) は正値
保存作用素になる.

証明: Γ(T ) :exp(αϕ(f)): = :exp(αϕ(Tf)): が α ∈ Cに対して成立する. よって Γ(T )eαϕ(f) =

eαϕ(Tf)e
1
4
α2(f,(1−T ∗T )f)となる. F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) ∈ SQに対しては,

Γ(T )F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) = (2π)−n/2

∫
Rn

dk⃗F̂ (k⃗)e−
1
4

∑n
i,j=1(fi,(1−T ∗T )fj)kikjei

∑n
j=1 kjϕ(Tfj).

∥T∥ ≤ 1なので, {(fi, (1− T ∗T )fj)}i,j は正定値3. よって F とガウス核 DT のたたみこみで

Γ(T )F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) = (2π)−n/2(F ∗DT )(ϕ(Tf1), · · · , ϕ(Tfn))

と表せる. よって F ≥ 0 は Γ(T )F ≥ 0を意味する. Ψ ∈ L2(Q) を非負としよう. (Fn)n∈N ⊂
SQ st 0 ≤ Fn → Ψ (n→ ∞)となる列が存在するので極限操作により命題が従う.

1.5 スカラー場 : W = L2(Rd)

スカラー場を考える. W = L2(Rd) とする. このときF (n) は L2(Rdn) 上の対称関数の全
体 {f ∈ L2(Rdn)|f(k1, . . . , kn) = f(kπ(1), . . . , kπ(n)),∀π ∈ ℘n} と同一視できる. 生成・消滅作
用素は4

(a(f)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
√
n+ 1

∫
Rd

f(k)Ψ(n+1)(k, k1, ..., kn)dk, n ≥ 0,

(a∗(f)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
1√
n

n∑
j=1

f(kj)Ψ
(n−1)(k1, ..., k̂j, ..., kn), n ≥ 1,

(a∗(f)Ψ)(0) = 0

3positive semi-definite.
4形式的に記号 a(k) と a∗(k) は

(a(k)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
√
n+ 1Ψ(n+1)(k, k1, ..., kn),

(a∗(k)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
1√
n

n∑
j=1

δ(k − kj)Ψ
(n−1)(k1, ..., k̂j , ..., kn),

となり [a(k), a∗(k′)] = δ(k − k′), [a(k), a(k′)] = 0 = [a∗(k), a∗(k′)] をみたす.
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となる. ω : L2(Rd) → L2(Rd) はかけ算作用素で5, 次で定義される.

ω(k) =
√
|k|2 + ν2, k ∈ Rd.

ここで ν ≥ 0はボゾンの質量を表す. その第 2量子化作用素は

(dΓ(ω)Ψ)(n) (k1, ..., kn) =

(
n∑

j=1

ω(kj)

)
Ψ(n)(k1, ..., kn)

となる. dΓ(ω) は自由 Hamiltonian といわれ, Hf = dΓ(ω) とおく6. σ(Hf) = [0,∞) かつ
σp(Hf) = {0}である. 特にHfΩb = 0. 交換関係は [Hf , a(f)] = −a(ωf), [Hf , a

∗(f)] = a∗(ωf).

もし f/
√
ω ∈ L2(Rd)ならば次の有用な不等式

∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥H1/2

f Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥H1/2

f Ψ∥+ ∥f∥∥Ψ∥

が成り立つ.

1.6 Euclid 場とマルコフ性

W = L2(Rd)とする. ϕ(f)を確率空間 (Q,Σ, µ)上のf ∈ L2
R(Rd)を指数に持つガウス超過程

としよう. また ϕE(F )は確率空間 (QE,ΣE, µE)上のF ∈ L2
R(Rd+1)を指数に持つガウス超過程

とする. L2(Q) ∼= F (L2(Rd))がWiener-Itô-Segal同型から従う. 同様に7 θWϕ(f)θ
−1
W = Φ(f̂).

いまから
It : L

2(Q) → L2(QE)

を τt : L
2
R(Rd) → L2

R(Rd+1)の第 2量子化作用素で定義しよう. ここで

τ̂sf(k0, k) =
e−itk0

√
π

√
ω(k)√

ω(k)2 + |k0|2
f̂(k).

f ∈ L2
R(Rd)に対して τtf = τtf だから τt は実を実にうつす. ω̂ = ω(−i∇) とする. 簡単に

τ ∗s τt = e−|t−s|ω̂ (s, t ∈ R)が示せる. 特に τt は等長作用素である. It : L
2(Q) → L2(QE)を

It1lM = 1lE, It :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn): = :ϕE(τtf1) · · ·ϕE(τtfn):

で定義する. 恒等式 τ ∗s τt = e−|t−s|ω̂ から I∗t Is = e−|t−s|θ−1
W HfθW が従う. ここで θ−1

W HfθW は
L2(Q)の自由Hamiltonian である.

5 dispersion relationとよばれる.
6 形式的にHf =

∫
ω(k)a∗(k)a(k)dk と書くこともある.

7 Wiener-Itô-Segal 同型からは θWϕ(f)θ
−1
W = Φ(f)が従うが Φ(f) ∼= Φ(f̂)なので Φ(f) と Φ(f̂)を同一視す

る.
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命題 1.5 (自由Hamiltonian の汎関数積分表示) F,G ∈ L2(Q) とし t ≥ 0とする. このと
き (F, e−tHfG)L2(Q) = (I0F, ItG)L2(QE).

Itのマルコフ性について説明する. O ⊂ Rに対してL2
R(Rd+1)(O) =

{
f ∈ L2

R(Rd+1)
∣∣suppf ⊂ O × Rd

}
で定める. 射影作用素 L2

R(Rd+1) → L2
R(Rd+1)(O) を eO で表す. ΣO は {ϕE(f) ∈ L2(QE)|f ∈

L2
R(Rd+1)(O)}を可測にする最小のシグマ代数である. 一方 EO = {Φ ∈ L2(QE)|ΦはΣO

可測 }とする. et = τtτ
∗
t : L2

R(Rd+1) → Ran(τt), t ∈ R, とすれば {et}t∈R は射影作用
素の族になる. Σt を {ϕE(f) ∈ L2(QE)|f ∈ Ran(et)} を可測にする最小のシグマ代数,

Et = {Φ ∈ L2(QE)|ΦはΣt可測 } としよう.

補題 1.6 a ≤ b ≤ t ≤ c ≤ dとする.

(1) L2
R(Rd+1)({t}) = Ran(et). また f ∈ Ran(et) はある g ∈ L2

R(Rd)によって f = τtg と表
せる. 特に e{t} = et.

(2) L2
R(Rd+1)([a, b]) = L.H. {f ∈ L2

R(Rd+1)|f ∈ Ran(et), a ≤ t ≤ b}
∥·∥
が成立する.

(3) 次の (a)-(d)が成立する. (a) eaebec = eaec, (b) e[a,b]ete[c,d] = e[a,b]e[c,d], (c) ecebea = ecea,

(d) e[c,d]ete[a,b] = e[c,d]e[a,b].

Et = ItI
∗
t = ΓE(et), EO = ΓE(eO), O ⊂ R, としよう. E{t} = Et が成り立つことは 補題

1.6からわかる.

命題 1.7 (マルコフ性) (1) Ran(E[a,b]) = E[a,b]. (2) E[a,b]EtE[c,d] = E[a,b]E[c,d], E[c,d]EtE[a,b] =

E[c,d]E[a,b] が a ≤ b ≤ t ≤ c ≤ dに対して成り立つ. (3) もし [a, b] ⊂ [c, d]ならば E[a,b]E[c,d] =

E[c,d]E[a,b] = E[a,b].

注意 1.1 命題 1.7 (1)からE[a,b] はΣ[a,b]可測なL2(QE)関数全体への射影である. E[a,b]F は
EµE

[F |Σ[a,b]]と一致する8. またEtF = EµE
[F |Σt]. 補題 1.7 (2) はEs, s ∈ R, のマルコフ性と

よばれる.

命題 1.8 F ∈ Es+tとするとき EµE
[F |Σ(−∞,s]] = EµE

[F |Σs]が成り立つ.

証明: EµE
[F |Σ(−∞,s]] = E(−∞,s]Es+tF = E(−∞,s]EsEs+tF がマルコフ性から従う. E(−∞,s]Es =

E(−∞,s]E{s} = E{s} = Es なので E(−∞,s]EsEs+tF = EsEs+tF = EsF = EµE
[F |Σs]がわか

る.

このマルコフ性を使ってFeynman−Kac型汎関数積分表示を構成できる. 簡単な例を紹介し
よう. 多項式P (X) = a2nX

2n+a2n−1X
2n−1+ · · ·+a1X+a0 でa2n > 0とする. f ∈ L2

R(Rd)に
対してHI = :P (ϕ(f)): , HP = Hf +̇ HI としよう9. e−tHP のFeynman−Kac型汎関数積分表示

8条件付き期待値という.
9+̇は quadratic form sum を表す.
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を形式的に求める. Trotter積公式からe−tHP = s− lim
n→∞

(
e−(t/n)Hfe−(t/n)HI

)n
. ここにe−|t−s|Hf =

I∗t Is を代入すると e−tHP = s− lim
n→∞

I∗0

(
n∏

j=1

Itj/ne
−(tj/n)HII∗tj/n

)
It. よって

e−tHP = s− lim
n→∞

I∗0

(
n∏

j=1

Etj/ne
−(tj/n)HI(tj/n)Etj/n

)
It.

HI(t/n) は L2(QE)に作用する作用素. Es のマルコフ性からすべての Es を消し去ることが
できて

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(
I0F,

(
n∏

j=1

e−(tj/n)HI(tj/n)

)
ItG

)
= (I0, e

−
∫ t
0 HI(s)dsItG, )

となる. 厳密に証明すれば以下のようになる.

定理 1.9 (Feynman-Kac-Nelson 公式)F,G ∈ L2(Q)とする. このとき

(F, e−tHPG) = (I0F, e
−

∫ t
0 HI(s)dsItG)L2(QE).

証明: F0 = ItF , Gt = ItGとおく. Trotter 積公式と e−|t−s|Hf = I∗t Isによって,

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(F, (e−(t/n)Hfe−(t/n)HI)nG) = lim
n→∞

(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
.

ここで Rj = e−(t/n) :P (ϕE(δjt/nf)): , 等式 Is exp(−tHI)I
∗
s = Es exp(−t :P (ϕE(δs ⊗ f)): )Es をつ

かった10. よって(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
=

 F0︸︷︷︸
∈E{0}

,Et/nR1Et/n(E2t/nR2E2t/n) · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[t/n,t]

 .

マルコフ性から Et/n を消してもいいから(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nR1Eti/n)Gt

)
=

 R1F0︸ ︷︷ ︸
∈E[0,t/n]

,Et/n (E2t/nR2E2t/n) · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[2t/n,t]

 .

10 実際, この等式は以下のように示すことができる.

Itϕ(f) :
n∏
i=1

ϕ(fi): = :ϕE(τtf)
n∏
i=1

ϕE(τtfi): +
1

2

n∑
j=1

(τtf, τtfj) :
n∏
i̸=j

ϕ(τtfi):= ϕE(τtf)It :
n∏
i=1

ϕ(fi): .

よって Itϕ(f)I
∗
t = ϕE(τtf)Et = EtϕE(τtf)Etとなり, 帰納的に It

(∏n
j=1 ϕ(fj)

)
I∗t = Et

(∏n
j=1 ϕE(τtfj)

)
Etが

示せて, 簡単な極限操作で等式をえる.
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同様に Et/n も消していいので(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nR1Eti/n)Gt

)
=

 R1F0︸ ︷︷ ︸
∈E[0,t/n]

,E2t/nR2E2t/n · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[2t/n,t]

 .

帰納的に全ての Es を消していいから

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(F0, R1 · · ·RnGt) = (F0, e
−

∫ t
0 HI(s)dsGt)L2(Q).

eϕE(h)はもちろん有界作用素ではない. しかし次の不等式はよく知られている.

補題 1.10 I∗0e
ϕE(h)Itは有界作用素で ∥I∗0eϕE(h)It∥ ≤ e∥h∥

2/4となる.

1.7 Euclid 群と射影作用素の分解

L2(Rd+1)上のEuclid群 {ut, R}は時間シフトutf(x0,x) = f(x0−t,x),時間反転rf(x0,x) =

f(−x0,x)で定義される. Ut = Γ(ut) : L2(QE) → L2(QE), R = Γ(r) : L2(QE) → L2(QE)

と定義する. このとき U∗
t = U−t, R

∗ = Rを満たし, ともにユニタリーである. UtIs = Is+t,

RUs = U−sRが成立する. また, 射影作用素はEs = IsI
∗
s = IsI

∗
0U−sのように分解できる.

2 確率解析とKatoクラスをもったSchrödinger 作用素

2.1 Katoクラス

Schrödinger 作用素 Hp が生成する熱半群 e−tHp を確率論的に解析するために便利なKato

クラスといわれるポテンシャルのクラスを導入する.

定義 2.1 (Katoクラス)V : Rd → R が lim
t↓0

sup
x∈Rd

Ex
W

[∫ t

0

|V (Bs)|ds
]
= 0 を満たすとき V を

Katoクラスのポンテンシャルといい. その全体をKd であらわす.

V = V+ − V−とし, V+ ∈ L1
loc(Rd), V− ∈ Kd となるとき, V はKato分解可能という. Kato

クラスの同値な定義が知られている. V ∈ Kdであるための必要十分条件は

lim
r↓0

sup
x∈Rd

∫
|x−y|<r

|g(x− y)V (y)|dy = 0. (2.1)

ここで g(x) =


|x| d = 1

− log |x| d = 2

|x|2−d d ≥ 3

. Katoクラスポテンシャルの例をあげる.
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(1) d = 3で |x|−(2−ε)(ε > 0),

(2) V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd). ここで p = 1 (d = 1), p > d/2(d ≥ 2).

命題 2.1 V ∈ Kdならば W (x) =
∑N

i̸=j V (xi − xj) ∈ KdN (x = (x1, ..., xN) ∈ RdN).

証明: [CFKS87]をみよ.

2.2 基底状態変換とP (ϕ)1過程

(Bt)t∈R は 確率空間 (Ω,F ,W x)上の時間がR全体を動く d-次元ブラウン運動を表す. E0
W

は簡単のため EW で表す. その性質をまとめておく.

(1) W x(B0 = x) = 1;

(2) (Bti − Bti−1
)1≤i≤n (0 = t0 < t1 < · · · < tn)は独立なガウス確率変数でBt − Bsの分散

は t− s(t > s);

(3) (B−ti−1
−B−ti)1≤i≤n (0 = −t0 > −t1 > · · · > −tn)は独立なガウス確率変数でB−t−B−s

の分散は s− t(−t > −s);

(4) R ∋ t 7→ Bt(ω) ∈ R は連続 a.s.;

(5) Bt と Bs (t > 0, s < 0) は独立;

(6) dx⊗W xに関するBt0 , . . . , Btn , −∞ < t0 < t1 < · · · < tn <∞の同分布はシフト不変.

つまり ∫
Rd

dxEx
W

[
n∏

i=0

fi(Bti)

]
=

∫
Rd

dxEx
W

[
n∏

i=0

fi(Bti+s)

]
.

命題 2.2 0 ≤ V ∈ Kd としよう. このとき β, γ > 0 で次を満たすものが存在する:

supx∈Rd Ex
W [e

∫ t
0 V (Bs)ds] < γetβ.

−1
2
∆ + V で V が Kato分解可能な場合を考える. このとき L2(Rd) ∋ f 7→ Stf(x) =

Ex
W [e−

∫ t
0 V (Bs)f ] ∈ L2(Rd) が定義できる. さらに St, t ∈ R, が対称な有界作用素で半群の性

質 StSs = Ss+tをみたし, t 7→ Stf が強連続になることもわかる. よって Stは強連続な対
称 1径数半群であることがわかるから, 下から有界な自己共役作用素 hが一意的に存在して
St = e−thと表せる11. この hを h = Hp = −1

2
∆+ V と書くことにする.

11一般に St, t ≥ 0,が対称な強連続 1係数半群ならば, 下から有界な自己共役作用素 Aが存在して St = e−tA

と表せる. 証明は e.g., [LHB11, Proposition 3.26]にある.
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定義 2.2 (基底状態)自己共役作用素Kのスペクトルの下限を eとかく. m = dimKer(K−e)
とおく. m ≥ 1となるときKの基底状態は存在するといい, m = 1のときKの基底状態は一
意的に存在するという. また m = 0のとき Kの基底状態は存在しないという.

Hp は正規化された基底状態で Ψp > 0となるものを持つとする. HpΨp = EpΨp, Ep =

inf σ(H). Hp = Hp − Ep とおく. dN0 = Ψ2
p(x)dx はRd上の確率測度になる.

定義 2.3 (基底状態変換)U : L2(Rd, dN0) → L2(Rd, dx), f 7→ Ψpf を基底状態変換という12.

基底状態変換はユニタリー変換である. Hpを基底状態変換した自己共役作用素を

Lp = U −1H̄pU , D(Lp) = {f ∈ L2(Rd, dN0) |U f ∈ D(Hp)}

で定義する. −∆に付随した拡散過程がブラウン運動であるように, 実は Lpに付随した拡
散過程 (Xt)t≥0 が存在する. 形式的には次のように考える. ∇ log Ψp が存在すれば Lpf =

−1
2
∆f −∇ log Ψp · ∇f なので確率微分方程式 (SDE)

dXt = ∇ log Ψp(Xt)dt+ dBt, X0 = x

の解 (Xx
t )t≥0 は EW [f(Xx

t )] =
(
e−tLpf

)
(x)を満たす. しかし, この SDEがwell-defined かど

うかも SDEの解の存在もチェックするのは容易ではない.

X = C(R,Rd)

としよう. (X,B(X)) 上の確率測度N x
0 , x ∈ Rd, で座標過程13 (Xt)t∈R がLpを生成する拡散

過程14になるようなものが存在することが示せる.

定理 2.3 V は Kato分解可能で, Hp は基底状態 Ψp > 0をもち. Lp = U −1H̄U はその基
底状態変換とする. Xt は (X,B(X))上の座標過程とする. このとき (X,B(X)) 上に確率測
度 N x

0 で以下を満たすものが存在する.

(初期分布) N x
0 (X0 = x) = 1.

(鏡映対称性) (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は独立で15 X−t
d
= Xt.

(拡散性) フィルトレーション16 をF+
t = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), F−

t = σ(Xs, t ≤ s ≤ 0)と定義
する. このとき (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は (F+

t )t≥0 と (F−
t )t≤0に関して夫々拡散過程であ

12 確率論では Doobの h-変換としてしられている.
13Xt(ω) = ω(t), ω ∈ X.
14パスが連続なマルコフ過程.
15分布 (distribution)が等しい.
16単調増加な部分シグマ代数族.
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る. i.e., s, t ≥ 0に対して

ENx
0
[Xt+s|F+

s ] = ENx
0
[Xt+s|σ(Xs)] = ENXs

0
[Xt],

ENx
0
[X−t−s|F−

−s] = ENx
0
[X−t−s|σ(X−s)] = ENX−s

0

[X−t].

ここで ENXs
0
は EN y

0
で y = Xsとしたもの. さらにR ∋ t 7→ Xt ∈ Rd がほとんどいた

るところで連続.

(シフト不変性) −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn <∞とする. このとき∫
Rd

ENx
0

[
n∏

j=0

fj(Xtj)

]
dN0 = (f0, e

−(t1−t0)Lf1 · · · e−(tn−tn−1)Lfn)L2(Rd,dN0).

ここで f0, fn ∈ L2(Rd, dN0), fj ∈ L∞(Rd), j = 1, ..., n− 1. さらに有限次元分布がシフ
ト不変 ∫

Rd

ENx
0

[
n∏

j=1

fj(Xtj)

]
dN0 =

∫
Rd

ENx
0

[
n∏

j=1

fj(Xtj+s)

]
dN0, s ∈ R.

定義 2.4 (P (ϕ)1過程)確率空間 (X,B(X),N x
0 )上の座標過程Xt を P (ϕ)1過程という.

熱半群 e−tHpの Feynman-Kac公式はよく知られている. ブラウン運動をつかって

(f, e−tHpg)L2(Rd) =

∫
Rd

dxEx
W [f(B0)e

−
∫ t
0 V (Bs)dsg(Bt)]

と表せる. 一方,

dN0 = dN0 ⊗ dN x
0

と定義すれば, 基底状態変換した e−tLpは P (ϕ)1過程によって

(f, e−tLpg)L2(N0) = EN0 [f(X0)g(Xt)]

と表せる. こちらはポテンシャル V の情報が全て P (ϕ)1 過程に組み込まれている. 2つ
の公式は一長一短がある. パスの性質はブラウン運動が分かりやすいが, 評価は後者の
Feynman−Kac型汎関数積分表示の方がしやすい.

2.3 Dirichlet 原理

P (ϕ)1過程のパスの性質について説明する. 以下の結果は [KV86]の変形である.
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命題 2.4 V はKato 分解可能で. Λ > 0 として, f ∈ C(Rd) ∩D(L
1/2
p )と仮定する. (Xt)t∈R

は P (ϕ)1過程とする. このとき

N0

(
sup

0≤s≤T
|f(Xs)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f)L2(N0) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)L2(N0).

証明: Tj = Tj/2n, j = 0, 1, ..., 2n, とおき, T と nを固定する. G = {x ∈ Rd||f(x)| ≥ Λ}に対
して τ = inf{Tj ≥ 0|XTj

∈ G} を定義する. このとき恒等式N0

(
supj=0,...,2n |f(XTj

)| ≥ Λ
)
=

N0(τ ≤ T )が従う. この右辺を評価しよう. 0 < ϱ < 1 とし, あとで適当な ϱ を選ぶ . dN0に
関する Schwartz不等式から

N0(τ ≤ T ) = EN0

[
1l{τ≤T}

]
≤ EN0

[
ϱτ−T

]
≤ ϱ−T

(∫
Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2

)1/2

dN0.

0 ≤ ψ は ψ(x) ≥ 1 (x ∈ G) を満たす任意の関数とする. そうするとDirichlet 原理 (あとで
示す)から∫

Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψ, ψ)L2(N0) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψ, (1l− e−(T/2n)Lp)ψ)L2(N0).

ここで |f(x)|/Λ =

{
≥ 1, x ∈ G,

|f(x)|/Λ, x ∈ Rd \G
を ψ に代入すれば

∫
Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2dN0 ≤

1

Λ2
(f, f) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
1

Λ2
(|f |, (1− e−(T/2n)Lp)|f |).

e−(T/2n)Lp は正値改良型17 なので (|f |, (1− e−(T/2n)Lp)|f |) ≤ (f, (1− e−(T/2n)Lp)f). これから

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj

)| ≥ Λ

)
≤ ϱ−T

Λ

√
(f, f) +

ϱT/2n

1− ϱT/2n
(f, (1− e−(T/2n)Lp)f).

ϱ = e−1/T とおけば ϱT/2n

1−ϱT/2n ≤ 2nより

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj

)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f) + 2n(f, (1− e−(T/2n)Lp)f).

(f, (1− e−(T/2n)Lp)f) ≤ (T/2n)(L1/2f, L
1/2
p f)なので,

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj

)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)

17f ≥ 0に対して e−(T/2n)Lpf > 0.
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がわかる. n → ∞ とすればルベーグの優収束定理から lim
n→∞

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj

)| ≥ Λ

)
=

N0

(
lim
n→∞

sup
j=0,...,2n

|f(XTj
)| ≥ Λ

)
. さらに関数 f(Xt) は tに関してほとんどいたるところ連続

なので lim
n→∞

sup
j=0,...,2n

|f(XTj
)| = sup

0≤s≤T
|f(Xs)| が従う. これで命題が示せた.

Dirichlet 原理を示そう.

補題 2.5 (Dirichlet 原理)自然数 n を固定し, Tj = Tj/2n, j = 0, 1, ..., 2nとおく. G ⊂ Rd,

τ = inf{Tj ≥ 0|XTj
∈ G}としよう. このとき ψ(x) ≥ 1 (x ∈ G)を満たす任意の ψ ≥ 0 に対

して ∫
Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψ, ψ)L2(N0) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψ, (1− e−(T/2n)Lp)ψ)L2(N0).

証明: ψϱ(x) = Ex
N0
[ϱτ ]と定める. Xs が Gの内側から出発すれば τ = 0なので, ψϱ(x) = 1

(x ∈ G) が従う. Gt = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t) をX = (Xt)t≥0の自然なフィルトレーションとしよ
う. X のマルコフ性から

e−(T/2n)Lpψϱ(x) = Ex
N0
[EXT/2n

N0
[ϱτ ]] = Ex

N0
[Ex

N0
[ϱτ◦θT/2n |FT/2n ]] = Ex

N0
[ϱτ◦θT/2n ]

となる. ここで θt は X 上のシフトで (θtω)(s) = ω(s + t) (ω ∈ X)で定義される. x =

X0(ω) ∈ Rd \ Gのとき (τ ◦ θT/2n)(ω) = τ(ω) − T/2n ≥ 0に注意せよ. その結果, 恒等式
ϱT/2

n
e−(T/2n)Lpψϱ(x) = ψϱ(x) (x ∈ Rd \G) が従う.∫

Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2dN0 = (ψϱ, ψϱ) ≤ (ψϱ, ψϱ) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψϱ, (1− e−(T/2n)Lp)ψϱ)

は自明. 右辺は (ψϱ1lG, ψϱ1lG) +
ϱT/2n

1−ϱT/2n (ψϱ1lG, (1l − e−(T/2n)Lp)ψϱ) と計算できる. さらに
(ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ) = (ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG) なので∫

Rd

(Ex
N0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψϱ1lG, ψϱ1lG) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψϱ1lG, (1− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG). (2.2)

ψϱ1lG(x) ≤ ψ(x) が全ての x ∈ Rdで成り立つことに注意せよ. このとき

(ψϱ1lG, ψϱ1lG) +
ϱT/2

n

1− ϱT/2n
(ψϱ1lG, (1− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG)

≤ (ψ, ψ) +
ϱT/2

n

1− ϱT/2n
(ψ, (1− e−(T/2n)Lp)ψ). (2.3)

(2.2) と (2.3) から題意が示された.
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3 Nelson 模型

3.1 Nelson 模型の形式的な導出

Nelson 模型はスカラー場と Schrödinger 方程式に従う非相対論的な粒子が線形の相互作用
をする模型である. 数学的に厳密にスペクトル解析が進んでいる模型の一つでサマースクー
ルの講演の主役である. E. Nelson は 1964年に [Nel64a, Nel64b]で今日Nelson 模型といわれ
るものを厳密に定義し, UVくりこみを行って厳密に紫外切断のない自己共役作用素を定義
した.

Nelson模型の Lagrangian 密度LN = LN(x, t), (x, t) ∈ R3 × R, は

LN = iΨ∗Ψ̇ +
1

2m
∂jΨ

∗∂jΨ+
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
ν2ϕ2 +Ψ∗Ψϕ

で与えられる. ここで Ψ = Ψ(x, t) は非相対論的でスピンのない粒子を表す複素スカラー
場, ϕ(x, t) は中性スカラー場, ν ≥ 0 はボゾンの質量, m > 0 は粒子の質量である. ここ
で ∂µϕ∂

µϕ = ϕ̇ϕ̇ − ∂jϕ∂jϕ, ∂j = ∂xj
, ϕ̇ は時間微分を表し ∗は複素共役を表す. これは湯川

型の強い相互作用と同じ相互作用項 Ψ∗Ψϕをもつ. ただし素粒子論で強い相互作用に現れ
るフェルミオン18は生成消滅をしない非相対論的な Schrödinger 作用素に置換えられている.

Euler-Lagrange 方程式は
(□+ ν2)ϕ(x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t),

(
i∂t+ 1

2m
∆x

)
Ψ(x, t) = ϕ(x, t)Ψ(x, t).

Legendre 変換から Hamiltonian 密度を計算してみよう. 共役な運動量は Φ = ∂LN

∂Ψ̇
= iΨ∗,

π = ∂LN

∂ϕ̇
= ϕ̇. よってHamiltonian 密度H = HN(x, t) は

H = ΦΨ̇ + πϕ̇− LN =
1

2m
|∂xΨ|2 + 1

2
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)−Ψ∗Ψϕ.

さらにHamiltonian は

H =

∫
R3

{
Ψ∗
(
−1

2
∆x

)
Ψ+

1

2
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)−Ψ∗Ψϕ

}
dx.

運動項は
∫
R3 Ψ

∗ (−1
2
∆x

)
Ψdx→ −1

2
∆に置換えられ, 相互作用項は−

∫
R3 Ψ

∗Ψϕdx→ ϕ(x)に
置換えられる. 粒子のポテンシャル V を加えて,形式的にNelson模型は−1

2
∆+V +Hf+ϕ(x)

となる. ここでHf =
1
2

∫
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)dx である. 次の節で厳密に自己共役作用素と
してNelson 模型のHamiltonian を定義する.

18グルオン
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3.2 Fock空間上のNelson 模型

空間次元を dとする. L2(Rd)上のFock 空間を簡単にF とおき, Nelson 模型の状態ベクト
ルのなすHilbert 空間はHN = L2(Rd)⊗ F で与えられる.

条件 3.1 Dispersion relation: ω = ω(k) =
√

|k|2 + ν2, ν ≥ 0.

荷電分布: φ : Rd → R, φ̂(k) = φ̂(−k) = φ̂(k), φ̂/
√
ω ∈ L2(Rd), φ̂/ω ∈ L2(Rd).

ポテンシャル: V = V+ − V− は Kato分解可能.

以降, 断らない限りは条件 3.1を仮定する. HN を F 値 L2 関数の空間と同一視する.

HN
∼=
∫ ⊕

Rd

Fdx =

{
F : Rd → F

∣∣∣∣∫
Rd

∥F (x)∥2Fdx <∞
}
.

HI(x), x ∈ Rd, を

HI(x) =
1√
2

{
a∗(φ̂e−ikx/

√
ω) + a(˜̂φeikx/√ω)}

で定める19. ここで ˜̂φ(k) = φ̂(−k), φ̂(k) = φ̂(−k)なのでHI(x) は対称作用素でF の有限
粒子部分空間上で本質的に自己共役になる. HI(x)の自己共役拡大をHI(x)とかく. 相互作
用項 HI は HI =

∫ ⊕
Rd HI(x)dx で定める. これは (HIΨ)(x) = HI(x)Ψ(x) のように作用し,

D(HI) =
{
Ψ ∈ HN

∣∣∣Ψ(x) ∈ D(HI(x)), x ∈ Rd
}
となる. 自由Hamiltonian はHf = dΓ(ω) で

与えられる.

定義 3.1 (Nelson Hamiltonian)

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

をNelson Hamiltonian という.

自己共役性に関しては次のことが容易に示せる.

(1) H0 = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf はD(H0) = D(Hp ⊗ 1l) ∩D(1l⊗Hf)上非負自己共役である.

(2) H は D(H0) 上自己共役である. さらに H0の任意の芯20で本質的自己共役である.

19 形式的にHI(x) =

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)e−ikxa∗(k) + φ̂(−k)eikxa(k)

)
dk と書かれる. ちなみに Sigal 場 Φ(f̂)

と Φ(ĝ)は一般に可換ではない. 今 Φ̃(f̂) = 1√
2
(a∗(f̂) + a(

˜̂
f)) と定義すれば, f が実のときは Φ(f̂) = Φ̃(f̂) で

あるが, 一般の f に対しては Φ(f̂) ̸= Φ̃(f̂) であり, Φ̃(f̂)と Φ̃(ĝ)は可換である.
20core
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この証明は基本的である. ∥HI(x)Ψ∥F ≤ (2∥φ̂/
√
ω∥+ ∥φ̂∥)∥(Hf + 1)1/2Ψ∥F , Ψ ∈ D(Hf), が

x ∈ Rdに対して成り立つ. よって Φ ∈ D(1l⊗Hf)に対して,

∥HIΦ∥HN
≤ (2∥φ̂/

√
ω∥+ ∥φ̂∥)∥1⊗ (Hf + 1)1/2Φ∥HN

.

∥(1l⊗Hf + 1l)1/2Ψ∥ ≤ ε∥H0Ψ∥+ (1 + 1
4ε
)∥Ψ∥なので, Kato-Rellich の定理から H がD(H0)

上自己共役で, H0の任意の芯上本質的自己共役になることがわかる.

3.3 汎関数空間上のNelson 模型

ガウス超過程 (Q,Σ, µ), (ϕ(f), f ∈ L2
R(Rd))を固定する. Feynman−Kac型汎関数積分表示

をもちいてNelson Hamiltonian を解析するときは確率空間上にHamiltonian を定義すると
便利である. すぐに θWHI(x)θ

−1
W = ϕ(φ̃(· − x)) がわかる. ここで φ̃ = (φ̂/

√
ω)∨. H̃I =∫ ⊕

Rd ϕ(φ̃(· − x))dx とする. つまり H̃I : F (x, ϕ) 7→ ϕ(φ̃(· − x))F (x, ϕ)となるかけ算作用素. ま
た L2(Q)上の自由ハミルトニアンを H̃f = θWHfθ

−1
W で定める.

定義 3.2 (Nelson Hamiltonian) L2(Rd)⊗ L2(Q)上のNelson Hamiltonian は

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗ H̃f + H̃I

で定義する.

Hpの作用するHilbert空間も基底状態変換で変換する. 基底状態変換はUΨp : L2(Rd; dN0) →
L2(Rd; dx), f 7→ Ψpf , だった. P0 = N0 ⊗ µ とおけば, これはRd ⊗ Q上の確率測度になる.

L2(Rd ⊗Q, dP0)とHN はUΨp ⊗ θW : HN → L2(Rd ⊗Q, dP0) によってユニタリー同値にな
る. 簡単のために L2(Rd ⊗ Q;P0) を L2(P0), L

2(Rd; dN0)を L2(N0) で表す.

定義 3.3 (Nelson Hamiltonian) L2(P0) 上のNelson Hamiltonian を

L = Lp ⊗ 1l + 1l⊗ H̃f + H̃I

で定義する.

もちろん, Hと Lはユニタリー同値である. 以降 H̃f を簡単にHf と書くことにする.

3.4 Feynman−Kac型汎関数積分表示

e−tH のFeynman−Kac型汎関数積分表示を求めよう. ここではブラウン運動による構成
と, P (ϕ)1過程による構成を紹介する.
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定理 3.1 (ブラウン運動による構成) F,G ∈ HNとする. このとき,

(F, e−tHG)HN
=

∫
Rd

dxEx
W

[
e−

∫ t
0 V (Bs)ds

(
I0F (B0), e

−ϕE(
∫ t
0 φ̃s(·−Bs)ds)ItG(Bt)

)]
.

ここで φ̃s = δs ⊗ φ̂, F,G ∈ HN は L2(QE)値 L2 関数とみなされている.

証明: V ∈ C∞
0 (Rd)と仮定する. Trotter 積公式と e−|t−s|Hf = I∗t Isから

(F, e−tHG) = lim
n→∞

(F, (e−(t/n)Hpe−(t/n)HIe−(t/n)Hf )nG)

= lim
n→∞

∫
Rd

dxEx
W

[
e−

∑n
j=0(t/n)V (Btj/n)

(
I0F (B0), e

−
∑n

j=0(t/n)ϕE(τtj/nφ̃(·−Bjt/n))ItG(Bt)
)]
.

s 7→ τsφ̃(· − Bs) はR → L2
R(Rd+1)の写像として殆ど至るところ強連続であることを注意し

ておく. その結果, s 7→ ϕE(τsφ̃(· −Bs)) も写像R → L2(QE)として強連続になる. よって定
理が従う. V がKato分解できるときは簡単な極限操作によって証明できる.

定理 3.2 (P (ϕ)1過程による構成) F,G ∈ L2(P0)とする. このとき,

(F, e−tLG)L2(P0) = EN0

[(
I0F (X0), e

−ϕE(
∫ t
0 φ̃s(·−Xs)ds)ItG(Xt)

)]
.

証明: 証明は定理 3.1と同じである.

定理 3.1, 3.2のFeynman−Kac型汎関数積分表示は目的にあわせて使い分けられる. 例えば
Nelson Hamiltonian の基底状態の存在・非存在の証明には P (ϕ)1過程を用いた表示を使い,

基底状態の空間的指数減衰性の評価にはブラウン運動を用いた表示が有用である. また無限
次元OU過程 (ξt)t∈Rを用いたFeynman−Kac型汎関数積分表示も存在する. 無限次元OU過
程 (ξt)t∈Rの詳しい構成法などは [LHB11, Section 5.6]にある.

3.5 赤外発散, 紫外発散, 基底状態の存在・非存在

量子論では電子は点と考えられるので, 電荷の分布を表す φ(x)は φ(x) = δ(x)とみなされ
る. これは

∫
Rd

|φ̂(k)|2
ω(k)

dk = ∞(φ̂(k) = (2π)−d/2) を意味する. これを紫外発散という. 数学的

に厳密にHを定義するためには φ̂ に
∫
Rd

|φ̂(k)|2
ω(k)

dk <∞ なる条件を取りあえず課す必要があ
る. その結果HI がF 上の作用素として意味をもつ.

もう一つの発散が赤外発散である. φ̂(k) = (2π)−d/2 (|k| < ε) としよう. この場合∫
|k|<ε

|φ̂(k)|2
ω(k)3

dk = ∞ (d ≤ 3) となる. これを赤外発散という. 物理的な理解では H の基
底状態Ψgのボゾン数の期待値は有限, (Ψg, NΨg) <∞, で

(Ψg, NΨg) ≈
∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk

のように予想され,
∫
Rd

|φ̂(k)|2
ω(k)3

dk = ∞のときはHの基底状態が存在しないと期待されている.
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定義 3.4 (赤外正則条件と赤外特異条件)∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk <∞ を赤外正則条件といい,

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk = ∞ を赤外特異条件という.

記号

IIR =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk

を導入する.

(1) ω(k) = |k|, φ̂(k) = 1l{κ<|k|<Λ}, d = 3 とする. κ と Λ は夫々赤外切断パラメター, 紫外
切断パラメターといわれる. κ = 0のとき赤外特異条件をみたし, κ > 0のとき赤外正
則条件をみたす.

(2) ω(k) =
√

|k|2 + ν2, φ̂(k) = g1l{|k|<Λ}のときは赤外正則条件をみたす.

(1) はmassless模型, (2) はmassive模型とよばれる.

3.6 埋蔵固有値の摂動問題

gを結合定数として, Hg = H0 + gHIとおこう. Nelson 模型を例に埋蔵固有値について説
明する. V (x) = −1/|x| としよう. このとき, σ(Hp) = {Ej}∞j=0 ∪ [0,∞), E0 ≤ E1 ≤ · · · < 0,

となる. σ(Hf) = {0} ∪ [ν,∞), σp(Hf) = {0} であるから, 非結合Hamiltonian Hp +Hf のス
ペクトルは σ(Hp +Hf) = [E0 + ν,∞) ∪ {Ej}∞j=0 となる. 0 < ν が十分小さければ図 1のよ
うに点スペクトル {Ej}∞j=0 の一部は連続スペクトルに埋め込まれ, 埋蔵固有値になる. ν > 0

とすれば E0 は多重度 1の離散固有値である. E0 の摂動について考えよう.

s
E0

ν s
E1

s
E3 · · ·

s
E2

s s s
0

図 1: Hg (ν > 0)

定義 3.5 (解析族)R を C の開集合とする. {Hg, g ∈ R} は閉作用素の族 (自己共役作用素と
は限らない)で ρ(Hg) ̸= ∅ とする. 次の (1), (2) をみたすとき {Hg, g ∈ R} を A 型の解析族
という. (1) ある稠密な D が存在して D(Hg) = D, g ∈ R, をみたす. (2) Hgu, u ∈ D, が g

について強解析的である.

命題 3.3 Hg を g = 0 の近傍で A 型の解析族とする. E を 多重度 m の H0 の離散固有
値とする. このときHg の離散固有値 E(1)(g), ..., E(r)(g) で次をみたすものが存在する. (1)

E = E(k)(0), k = 1, ..., r. (2) E(1)(g), ..., E(r)(g) の多重度の和は m. (3) 各 E(r)(g) に対して
ある p ∈ N ∪ {0} が存在してE(r)(g) は g1/p の解析関数. (4) Hg が g ∈ R で自己共役作用
素ならば E(r)(g) は g の解析関数.
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ν > 0 のとき, 命題 3.3 より |g| ≪ 1 で E0(g) は離散固有値であり g について解析的であ
ることがわかる. 特に E0(g) は H の基底状態である. しかし ν = 0 のときは様相が一変す
る. このときは図 2 のように E0 が埋蔵固有値になる. そのため |g| ≪ 1 でも E0(g) が固有
値として存在するのかどうかすぐにはわからない. また g に関する微分可能性も一般にはよ
くわからない. これが埋蔵固有値の摂動問題である. 詳しい解説が [Hir05b]にある.

s
E0

s
E1

s
E3 · · ·

s
E2

s s s
0

図 2: Hg (ν = 0)

3.7 ペアポテンシャル

H の固有ベクトルを解析するために, Feynman−Kac型汎関数積分表示を使う. H が至
る所正な基底状態 Ψg を一意的にもつと仮定する. このとき ∥e−T (H−E)F∥−1e−T (H−E)F →
Ψg(T → ∞). ここで F ∈ HNは F > 0なるベクトル. よって Ψg の性質を調べる処方箋の
一つが ∥e−T (H−E)F∥−1e−T (H−E)F の解析である.

系 3.4 (P (ϕ)1過程による) f, g ∈ L2(N0)とする. このとき T > 0に対して(
f ⊗ 1l, e−TLg ⊗ 1l

)
L2(P0)

= EN0

[
f(X0)g(XT )e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)

]
.

ここで

W (x, t) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|dk.

証明: IT =
∫ T

0
δs ⊗ φ̃(· −Xs)dsとおく. このとき(

f ⊗ 1l, e−TLg ⊗ 1l
)
L2(P0)

= EN0

[
f(X0)g(Xt)EµE

[
e−IT

]]
.

EµE
[I2T ] =

∫ T

0
ds
∫ T

0
dtW (Xt −Xs, t− s) なので

EµE

[
e−IT

]
= exp

(
1

2

∫ T

0

ds

∫ T

0

dtW (Xs −Xt, s− t)

)
.

よって, Fubiniの定理から系が従う.

定義 3.6 (ペアポテンシャル)W (x, t)はNelson模型に付随するペアポテンシャルといわれる.

系 3.5 (ブラウン運動による) f, g ∈ L2(Rd)とする. このとき T > 0に対して(
f ⊗ 1l, e−TLg ⊗ 1l

)
HN

=

∫
Rd

dxEx
W

[
e−

∫ T
0 V (Bs)dsf(B0)g(BT )e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Bs−Bt,s−t)

]
.

証明: 証明は系 3.4 と全く同じである.
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4 赤外正則条件と基底状態の存在

4.1 存在

この章ではHの基底状態の存在をP (ϕ)1過程によるFeynman−Kac型汎関数積分表示を応
用して示す. 基底状態が存在すればその一意性はすぐに分かる.

系 4.1 (一意性) H が基底状態をもつと仮定する. このとき基底状態は一意的である.

証明: F ≥ 0, G ≥ 0 に対してFeynman−Kac型汎関数積分表示と It の正値保存性から
(F, e−tLG) > 0 が正値改良型作用素であることが分かる. よって Perron-Frobenius 定理
から題意が従う.

Σp を Hpの本質的スペクトルの下限とする.

定理 4.2 (基底状態の存在) 赤外正則条件 IIR <∞ を仮定し,

Σp − Ep >

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
|k|2

2ω(k) + |k|2
dk (4.1)

とする. このとき H の基底状態が存在する.

この定理の証明の最大のポイントはパスに一様な評価∫ 0

−∞
ds

∫ ∞

0

|W (Xs −Xt, s− t)|dt ≤ 1

2
IIR <∞ (4.2)

が成立することである.

補題 4.3 f ∈ L2(Rd)は連続で f(x) > 0(x ∈ Rd)としよう. このとき

lim
T→∞

(
f ⊗ 1l, e−(T+t)Hf ⊗ 1l

)
(f ⊗ 1l, e−THf ⊗ 1l)

= e−tE.

証明: もし Q が R上の測度で inf supp(Q) = E(Q)ならば,

E(Q) = − lim
T→∞

1

T
ln

(∫
e−TxQ(dx)

)
,

lim
T→∞

∫
e−(T+t)xQ(dx)∫
e−TxQ(dx)

= e−tE(Q)

が成り立つ. H の f ⊗ 1l に関するスペクトル測度を µf⊗1lとする. スペクトル測度 µf⊗1l に応
用すると inf supp(µf⊗1l) = E(µf⊗1l) = Eを示せばいい.

G =

{
F ∈ HN

∣∣∣∣∣suppF ⊂
∪

N,M>0

BN(Rd)×BM(Q)

}
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とする. ここで BN(Rd) と BM(Q) は Rd とQ の原点を中心にした半径 N と M のボー
ルを表す. G は HNで稠密. g ∈ G とする. e−tH は正値保存作用素なので

(
g, e−THg

)
≤(

|g|, e−TH |g|
)
≤ C2

(
f ⊗ 1l, e−THf ⊗ 1l

)
.ここでC =

ess sup
(x,ξ)∈Rd×Q

|g(x,ξ)|
ess inf(x,ξ)∈supp|g| f(x)

. これから E(µf⊗1l) ≤
E(µg)が全ての g ∈ G でわかる. G は D(H)の稠密な部分空間なので E(µf⊗1l) ≥ E =

inf{E(µg)|g ∈ G } ≥ E(µf⊗1l). よってE = E(µf⊗1l).

ΨpをHpの正規化された正の基底状態として

ΨT
g =

e−TH(Ψp ⊗ 1l)

∥e−TH(Ψp ⊗ 1l)∥

とする. ∥ΨT
g ∥ = 1なので, ΨT

g は部分列 ΨT ′
g でΨT ′

g があるベクトル Ψ∞
g に弱収束するものが

存在する. T ′ を改めて T と書くことにする. 心の中ではΨT
g が基底状態の近似列だと思って

いる.

γ(T ) = (Ψp ⊗ 1l,ΨT
g )

2 =
(Ψp ⊗ 1l, e−THΨp ⊗ 1l)2

(Ψp ⊗ 1l, e−2THΨp ⊗ 1l)
,

とおく. 次の命題は基底状態の存在・非存在を示すときに有用なものである.

命題 4.4 lim
T→∞

γ(T ) = aとする. a > 0ならば H の基底状態は存在し, a = 0なら基底状態

は存在しない.

証明: inf σ(H) = 0と仮定する. 背理法で証明する.

はじめに基底状態 Ψg が存在すると仮定する. そうすると強収束の意味で lim
T→∞

e−TH =

1l{0}(H)となる. Ψg は正なので, a = (Ψp ⊗ 1l,Ψg) > 0となるから, もし a = 0 ならばHの基
底状態は存在しないことになる.

次に H の基底状態が存在せずかつ a > 0と仮定する. このときある b < aで γ(T ) > b21 が
十分大きなT (T = ∞も含む)で成り立つ. (Ψp⊗1l, e−THΨp⊗1l) > b1/2(Ψp⊗1l, e−2THΨp⊗1l)1/2

(T → ∞) とすれば ∥1l{0}(H)(Ψp ⊗ 1l)∥ ≥ b1/2. これは基底状態の非存在に矛盾する. よって
a = 0.

系 4.5 Ψ∞
g ̸= 0 はH が基底状態をもつための必要十分条件である.

証明: ΨT
g は非負なので,弱収束の極限 Ψ∞

g も非負. その結果,もしΨ∞
g ̸≡ 0ならば lim

T→∞
γ(T ) =

(1l,Ψ∞
g )2 > 0. よって 命題 4.4から系が従う.

定理 4.2の証明: Ψp⊗1lを簡単にΨpとかこう. 系 4.5からΨT
g の弱極限が非ゼロであること

をいえばいい. S[a,b] =
1
2

∫ b

a
ds
∫ b

a
W (Xs−Xt, s−t)dtとする. f(T, t) =

(
ΨT

g , (e
−tHp ⊗ P0)Ψ

T
g

)
とおく. ここで P0 は 1l ∈ L2(Q)への射影である. 次が成立することを示す:

lim inf
T→∞

f(T, t) ≥ exp

(
−t
(
E +

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk

)
−
∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + e−tω(k))

2ω(k)3
dk

)
. (4.3)

21等号がつかないことに注意
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これを示すために次のように書き換える:

f(T, t) =
(Ψp, e

−TH(e−tHp ⊗ P0)e
−THΨp)

(Ψp, e−(2T+t)HΨp)

(Ψp, e
−(2T+t)HΨp)

(Ψp, e−2THΨp)
.

第 2項の比は e−Et に収束する (補題 4.3). 第１項の比を g(T, t)とおく. これを P (ϕ)1過程で
汎関数積分表示する. 分母は EN0

[
eS[−T,T+t]

]
e−(2T+t)Ep . ここで (Xt)t≥0のシフト不変性をつ

かった. 分子は hT (x) =
(
1l, e−THΨp

)
L2(Q)

(x)とすれば

(Ψp, e
−TH(e−tHp ⊗ P0)e

−THΨp) = (hT , e
−tHphT )L2(Rd)

に注意する. また∫
Rd

hT (x)f(x)Ψp(x)dx = (fΨp, e
−THΨp)

= EP0

[
f(X0)e

−
∫ T
0 φ̃s(·−Xs)ds

]
e−TEp = EN0

[
f(X0)EµE

[
e−

∫ t
0 φ̃s(·−Xs)ds

]]
e−TEp

=

∫
Rd

f(x)Ex
N0

[
eS[0,T ]

]
e−TEpΨp(x)

2dx.

これから hT (x) = Ψp(x)F (x)e
−TEp . ここで F (x) = Ex

N0

[
eS[0,T ]

]
. よって

(hT , e
−tHphT )L2(Rd) = (F, e−tLpF )L2(N0)e

−(2T+t)Ep = EN0 [F (X0)F (Xt)]e
−(2T+t)Ep

=

∫
Rd

Ex
N0

[
Ex

N0

[
eS[0,T ]

]
EXt
N0

[
eS[0,T ]

]]
e−(2T+t)EpdN0.

鏡映対称性により

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

Ex
N0

[
Ex
N0

[
eS[−T,0]

]
EXt

N0

[
eS[0,T ]

]]
e−(2T+t)EpdN0

またマルコフ性により

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

Ex
N0

[
Ex

N0

[
eS[−T,0]

]
Ex

N0

[
eS[t,T+t]

∣∣σ(Xt)
]]
e−(2T+t)EpdN0.

さらにX−t, t ≥ 0, と Xs, s ≥ 0, の独立性から

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

Ex
N0

[
Ex

N0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

∣∣σ(Xt)
]]
e−(2T+t)EpdN0

=

∫
Rd

Ex
N0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
e−(2T+t)EpdN0

= EN0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
e−(2T+t)Ep .
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最後に

g(T, t) =
EN0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
EN0 [e

S[−T,T+t]]
=

EN0

[
eS∆+S[−T,T+t]

]
EN0 [e

S[−T,T+t]]
.

ここで S∆ = S[−T, 0] + S[t, T + t]− S[−T, T + t]. パスに関する一様評価から

|S∆| ≤ 1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
dk

(
2

∫ 0

−∞

∫ ∞

0

+2

∫ t

0

∫ ∞

t

+

∫ t

0

∫ t

0

)
e−ω(k)|t−s|dsdt

≤ t

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk +

∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + 2e−tω(k))

2ω(k)3
dk

なので, g(T, t) の分母と分子を比べて

g(T, t) ≥ exp

(
−t
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk −

∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + 2e−tω(k))

2ω(k)3
dk

)
.

これで (4.3)が示せて, lim infT→∞ ∥e−tHp/2 ⊗P0Ψ
T
g ∥が非ゼロであることがわかった. あとも

う一息. ΨT
g がゼロに収束しないことをいうために e−tHp/2 ⊗ P0 をコンパクト作用素におき

かえればいい. 1l[a,b](Hp) はHp のスペクトル射影. Σp の定義からHp はΣp − δ 以下では離
散固有値しか持たないので 1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0 は有限ランク作用素になる. よって

(1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ
T
g → (1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ

∞
g

が強収束する. 一方 e−tHp1l(Σp−δ,∞)(Hp) のノルムは有界で e−tHp1l(Σp−δ,∞) ≤ e−t(Σp−δ). その
結果 (

Ψ∞
g , (e

−tHp1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ
∞
g

)
= lim

T→∞

{(
ΨT

g , (e
−tHp ⊗ P0)Ψ

T
g

)
−
(
ΨT

g , (e
−tHp1l(Σp−δ,∞)(Hp)⊗ P0)Ψ

T
g

)}
そして (

Ψ∞
g , (e

−tHp1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ
∞
g

)
≥ e−t(E+C)−C(t) − e−t(Σp−δ)

= e−t(E+C)
(
e−C(t) − e−t(Σp−δ−E−C)

)
.

ここで C =
∫
Rd

|φ̂(k)|2
2ω(k)2

dk, C(t) =
∫
Rd

|φ̂(k)|2(1+e−tω(k))
2ω(k)3

dk. δ を十分小さくして t を十分大きく
すれば,

E < Σp −
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk (4.4)

のときΨ∞
g が非ゼロであることがわかる. 最後に (4.4) を Ep を含む形に変える. これは不

等式

E ≤ Ep −
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)(ω(k) + |k|2/2)
dk (4.5)

から得られる. この不等式は補題 4.6 で示す. (4.5) と (4.4)から証明が完了する.
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補題 4.6 (4.4) が成り立つ.

証明: Pf = dΓ(k) は F の運動量作用素で ψf = eix⊗PfΨp(x)⊗ e−iΠ(f)Ωb と定義する. ここで
Π(f) = i(a∗(f)− a(f̄)), そして f はあとで決める. 直接計算して

E ≤ (ψf , Hψf ) = Ep +
1

2

(∫
Rd

k|f(k)|2dk
)2

+

∫
Rd

{(
ω(k) +

1

2
|k|2
)
|f(k)|2 + φ̂(k)(f(k) + f(k))√

2ω(k)

}
dk.

(4.6)

f を f(−k) = f(k)を満たすとしよう. (4.6) の第 2項は
(∫

k|f(k)|2dk
)2

= 0, そして最
後の項は

∫
Rd

(
ω(k) + 1

2
|k|2
)
(|f(k) + Φ(k)|2 − Φ2(k)) dk. ここで Φ(k) = − φ̂(k)√

2ω(k)(ω(k)+|k|2/2)
.

f(k) = Φ(k) とおけば (4.4)をえる.

系 4.7 ω(k) = |k|とし, φ̂(k) = g1l{κ<|k|<Λ} で g ∈ Rと仮定する. さらに赤外正則条件
IIR < ∞を仮定し σ(Hp) は離散固有値だけからなるとする. このとき任意の 0 < κ < Λ と
g ∈ Rに対して, H は一意的な基底状態をもつ.

証明: Σp − Ep = ∞なので定理 4.2から系が従う.

4.2 参考文献など

基底状態の存在問題は現在では非常に多くのことが知られている. ここで全てを網羅する
ことは不可能なので, 一部を紹介するにとどめる. このような量子系で, 初めて厳密に基底状
態の存在を示したのはArai-Hirokawa [AH97], Bach-Fröhlich-Sigal [BFS98]である. そのアイ
デアはGlimm-Jaffe [GJ68]の格子近似に源流があると思われる. その後Bach-Fröhlich-Sigal

[BFS98]はPauli-Fierz 模型の基底状態の存在を赤外正則条件を仮定せずに示した. この章で
紹介した汎関数積分をもちいる方法は Spohn [Spo98]による. 注意すると, この証明では結合
定数に一切依らずに基底状態の存在が示されている. この別証明がGérard [Ger00]で与えら
れている. いずれの結果もHpが純粋に固有値のみからなるスペクトルを持つことが必要で
ある. Griesemer-Lieb-Loss [GLL01]はもっと広いクラスのポテンシャルに対して基底状態が
存在することを Pauli-Fierz 模型で示した. この技法を Sasaki [Sas05]がNelson 模型に応用
して, 必ずしも離散固有値のみからなるとは限らないスペクトルを持った Hpを運動項とし
て含むNelson Hamiltonian に対しても基底状態の存在を示した. また, IIR = ∞となる場合
でも非フォック表現といわれるものでNelson Hamiltonian を定義すればそのHamiltonian が
基底状態を持つことをArai [Ara01]が示した. また, massless模型であっても, Nelson 模型を
static Lorentz 多様体上に定義すれば, 適当な幾何学的な要素から, 基底状態の存在が示せる.
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これは Gérard-Hiroshima-Panati-Suzuki [GHPS11]による. さらに Hpが基底状態を持たな
いときでもHの基底状態の存在問題を考えることが出来る. この場合, 非結合Hamiltonian

H0 = Hp⊗1l+1l⊗Hfはもちろん基底状態をもたない. ところが, Hg = H0+gHIで粒子の個数
が 2個以上あれば,十分大きな gで Hgの基底状態の存在が示せる. これは Hiroshima-Sasaki

[HS08, HS12]による. 最後にNelson Hamiltonian H は適当にくりこんで紫外切断 φ̂→ 1lの
極限で定義される自己共役作用素H∞の存在を示すことが出来る. この事実は [Nel64a]によ
る. また第 8章で汎関数積分表示による証明を与える. Hirokawa-Hiroshima-Spohn [HHS05]

はこの H∞にも基底状態が存在することを示した. さらに [HHS05]では赤外正則条件も仮定
していない.

5 マルチンゲール性と固有ベクトルの空間減衰性

5.1 マルチンゲール性

Schrödinger 作用素 Hp = −1
2
∆ + V の固有値問題を考える. HpΦ = EpΦとしよう. この

とき x ∈ Rdを固定した確率過程Xt(x) = etEe−
∫ t
0 V (Br+x)drΦ(Bt + x), t ≥ 0, を定義すること

ができる. Ftをブラウン運動 (Bt)t≥0の自然なフィルトレーションとする. このときXt(x)

は Ftに関してマルチンゲールになる. つまり EW [Xt(x)|Fs] = Xs(x)が s ≤ tのときに成り
立つ. 実際 (Bt)t≥0のマルコフ性から

EW [Xt(x)|Fs] = etEe−
∫ s
0 V (Br+x)drEW [e−

∫ t
s V (Br+x)drΦ(Bt + x)|Fs]

= etEe−
∫ s
0 V (Br+x)drEBs

W [e−
∫ t−s
0 V (Br+x)drΦ(Bt−s + x)]

= esEe−
∫ s
0 V (Br+x)drΦ(Bs + x) = Xs(x)

となる. Nelson Hamiltonian H についても同様な性質を示すことができる. HΦ = EΦとし
よう22.

Xt(x) = etEe−
∫ t
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
0 φ̃s(·−x−Br)dr)ItΦ(Bt + x)

とする. (Xt(x))t≥0 は (Ω × QE,F × ΣE,W × µE)上の確率過程である. 任意の tに対して
Feynman−Kac型汎関数積分表示から

(Ψ,Φ) = (Ψ, e−t(H−E)Φ) =

∫
dxEµE

[Ψ̄(x)EW [I∗0Xt(x)]]

となる. つまりΦ(x) = EW [I∗0Xt(x)]が成り立つ. Mt = F[0,t] × Σ(−∞,t], t ≥ 0, と定義する.

定理 5.1 (Xt(x))t≥0 は (Mt)t≥0に関してマルチンゲールである.

22ここで記号 E はH の固有値であり, スペクトルの下限とは限らない. 混乱がない限り固有値も E で表す.
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証明: EµE
EW [Xt(x)|Ms] を評価する.

EµE
EW [Xt(x)|Ms] = etEe−

∫ s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ s
0 φ̃s(·−x−Br)dr)

× EµE
EW

[
e−

∫ t
s V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br)dr)ItΦ(Bt + x)|Ms

]
右辺の条件付き期待値を計算する. (Bt)t≥0のマルコフ性から

EµE
EW

[
e−

∫ t
s V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br)dr)ItΦ(Bt + x)|Ms

]
=EµE

[
EBs

W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br−s)dr)ItΦ(Bt−s + x)|Σ(−∞,s]

]]
また Euclid 場のマルコフ性から

= EµE

[
EBs

W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br−s)dr)ItΦ(Bt−s + x)|Σs

]]
となる. これは射影だったから

= EsEBs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br−s)dr)ItΦ(Bt−s + x)

]
となる. この射影はEs = IsI

∗
0U−sと分解できるから

= IsI
∗
0U−sEBs

W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s φ̃s(·−x−Br−s)dr)ItΦ(Bt−s + x)

]
= IsI

∗
0E

Bs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
s δr−s⊗φ̃(·−x−Br−s)dr)It−sΦ(Bt−s + x)

]
= IsI

∗
0E

Bs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t−s
0 δr⊗φ̃(·−x−Br)dr)It−sΦ(Bt−s + x)

]
.

よって

EµE
EW [Xt(x)|Ms] = esEe−

∫ s
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ s
0 φ̃s(·−x−Br)dr)e−(t−s)(H−E)Φ(Bs + x) = Xs(x)

となりマルチンゲール性が示せた.

5.2 固有ベクトルの空間減衰性

τ をMt に関する停止時刻とする. このとき Xt∧τ (x) もマルチンゲールになり, 特に
EµE

EW [Xt(x)] = EµE
EW [Xt∧τ (x)]となる.

補題 5.2 HΦ = EΦとし赤外正則条件 IIR <∞を仮定する. このとき ∥Φ(·)∥L2(Q) ∈ L∞(Rd).
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証明: Φ(x) = EW [I∗0Xt(x)] が任意の t > 0で成り立つ. また I∗0e
−ϕE(

∫ t
0 φ̃s(·−Bs)dsItは有界作用

素で ∥I∗0e−ϕE(
∫ t
0 φ̃s(·−Bs)dsIt∥ ≤ e

1
4
IIRなので

∥Φ(x)∥ ≤ etE
(
Ex

W [e−2
∫ t
0 V (Br)dr]

)1/2 (
Ex

W [∥Φ(Bt)∥2]
)1/2

e
1
4
IIR .

V がKato分解可能なので supx∈Rd Ex
W [e−2

∫ t
0 V (Br)dr] < ∞. また Ex

W [∥Φ(Bt)∥2] ≤ C∥Φ∥なの
で補題が示せた.

定理 5.3 (固有ベクトルの空間減衰性)HΦ = EΦとし赤外正則条件 IIR <∞を仮定する. (1)

lim
|x|→∞

V (x) = ∞ または (2) lim
|x|→∞

V−(x) + E = a < 0 を仮定する. このとき

∥Φ(x)∥L2(Q) ≤ Ce
1
4
IIRe−c|x|

となる定数 C, cが存在する.

証明: (1) の場合. τR = inf{t||Bt| > R}とする. また WR(x) = inf{V (y)||x − y| < R}と
すれば, WR(x) − E → ∞(|x| → ∞). Ψ ∈ L2(Q)とすれば I0Ψ · Xt(x)もマルチンゲール
になる. 実際 EµE

EW [I0Ψ · Xt(x)|Ms] = I0Ψ · EµE
EW [Xt(x)|Ms] = I0Ψ · Xs(x). このとき

EµE
EW [I0Ψ · Xt(x)] = EµE

EW [I0Ψ · Xt∧τR(x)]が成り立つ. ∥Φ(x)∥L2(Q) = ∥EW [I∗0Xt(x)]] =

supΨ∈L2(Q),∥Ψ∥=1 EµE
EW [I0Ψ ·Xt(x)]なので

∥Φ(x)∥L2(Q) ≤ e(1/4)IIREx
W [e−

∫ t∧τR
0 (V (Br)−E)dr]

となる. よって Ex
W [e

∫ t∧τR
0 (V (Br)+E)dr]を評価すればいい.

Ex
W [e

∫ t∧τR
0 (V (Br)+E)dr] ≤ EW [e−(t∧τR)(WR(x)−E)] = EW [1l{τR<t} · · · ] + EW [1l{τR≥t} · · · ]

と分ける. EW [1l{τR≥t} · · · ]. ≤ e−t(WR(x)−E) かつ EW [1l{τR<t} · · · ] ≤ c1e
−c2R2/tが知られている.

R = p|x| (0 < p < 1), t = δ|x|で δは十分小さいとすれば, Wp|x|(x) − E → ∞(|x| → ∞)な
ので指数減衰性が従う.

(2)の場合. τR(x) = inf{t ≥ 0||Bt + x| ≤ R}とする. 同様に Ex
W [e

∫ t∧τR
0 (V−(Br)+E)dr]を評価す

ればいい. Rを十分大きくとれば, 仮定から |x| > Rのとき V−(x)+E < −ϵ < 0となる. よっ
て EW [e

∫ t∧τR(x)
0 (V−(Br+x)+E)dr] ≤ e−tε + Ex

W [1lt≥τR(0)]. (1) と同様に t = |x|, R = |x|とおけば
指数減衰性が従う.

Nelson Hamiltonianの空間変数に関する指数的減衰性 ∥Φ(x)∥L2(Q) ≤ Ce
1
4
IIRe−c|x|の評価に

IIRが現れるのがNelson Hamiltonianの大きな特徴である. あとで示すように, IIR <∞は基
底状態が存在するための必要十分条件である. また,空間減衰性を求めるためにはCarmona評
価 [Car78]を場の量子論の模型に直接応用する方法がある. 例えば Hidaka-Hiroshima [HH10].

ただし, Carmona評価はブラウン運動の性質を使うので, 一般的な確率過程 (パスが連続でな
いような確率過程)の場合には使いずらい. ここで紹介したマルチンゲール性と停止時刻を
使う方法は少し応用範囲が広く, 相対論的 Schrödinger 作用素の固有ベクトルの空間減衰性
を調べるためにCarmona-Master-Simon [CMS90]が導入した.
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6 ギブス測度
この章では赤外正則条件 IIR < ∞を仮定し, H の基底状態 Ψgが存在しているする, i.e.,

HΨg = EΨg.

6.1 ギブス測度の定義

(Y ,B, Q) を確率測度空間とし (Yt)t∈R は 確率過程とする. BT = σ(Yr,−T ≤ r ≤ T ),

TT = σ(Yr, r ∈ [−T, T ]c)としよう. V : Rd → R, W : Rd × Rd × R → R はボレル可測
関数で外場ポテンシャルとペアポテンシャルとよばれている. V が任意の有界区間 Iに対し
て 0 < EQ[e

−
∫
I V (Ys)ds] < ∞ のとき admissible 外場ポテンシャルといわれる. さらにW は∫∞

−∞ supx,y∈Rd |W (x, y, s)|ds <∞のときadmissibleペアポテンシャルといわれる. Admissible

ポテンシャル V ,W , 0 < S ≤ T に対して関数

ET =

∫ T

−T

V (Yt)dt+

(∫
R
ds

∫ T

−T

dt+

∫ T

−T

ds

∫
R
dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|), (6.1)

ES,T =

∫ T

−T

V (Yt)dt+

(∫ S

−S

ds

∫ T

−T

dt+

∫ T

−T

ds

∫ S

−S

dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|) (6.2)

を定義し, さらに Y ∈ Y に対して (Y ,B) 上の測度 QY
T を EQY

T
[fg] = EQ[f |TT ](Y )g(Y )

で定める. ここで f は有界BT -可測関数, g は有界 TT -可測間数である. つまり QY
T [A] =

EQ[1lA|TT ](Y ).

定義 6.1 (ギブス測度)V と W は admissible ポテンシャルとする.

(1) (Y ,B)上の確率測度PT は次を満たすとき, 区間 [−T, T ] に対する, reference 測度Q と
ポテンシャル V , W をもつ有限体積ギブス測度といわれる.

(i) PT ⌈BT
≪ Q⌈BT

(ii) 有界 B-可測関数 f に対して EPT
[f |TS](Y ) =

EQY
S
[fe−ES,T ]

EQY
S
[e−ES,T ]

, PT -a.s.

(2) (Y ,F )上の確率測度 P は次を満たすとき, reference 測度Q とポテンシャル V , W を
もつギブス測度といわれる.

(i) P ⌈BT
≪ Q⌈BT

(∀T > 0)

(ii) 有界F -可測関数 f に対して EP [f |TT ](Y ) =
EQY

T
[fe−ET ]

EQY
t
[e−ET ]

, P -a.s.
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命題 6.1 V と W を admissible なポテンシャルとする.

(1) T > 0に対して dPT = 1

EQ[e
−ET,T ]

e−ET,T dQ は有限体積ギブス測度になる.

(2) 確率測度 P∞ で PT (A) → P∞(A) ( T → ∞) が任意の A ∈ Btで成り立ち23, かつ
P∞⌈BT

≪ Q⌈BT
が全ての T で成立するとき P∞ はギブス測度になる.

証明: (1) は [LHB11]の Proposition 4.1, (2) は [LHB11]の Proposition 4.2を参照せよ.

6.2 局所弱収束とNelson模型に付随したギブス測度の存在

正の L2(Rd)関数 ϕを一つ固定する. Q[−t,t] = I∗−te
−ϕE(

∫ t
−t φ̃s(·−Bs)ds)Ite

−
∫ t
−t V (Bs)ds とすれ

ば Q[−t,t] : L2(Q) → L2(Q) は有界作用素になる. 実際 ∥Q[−t,t]∥ ≤ e
1
4
IIRe−

∫ t
−t V (Bs)ds と

なる. LT = ϕ(B−T )Q[−t,t]ϕ(BT )とおく. 可測空間 (Ω,F)上の測度 µT : A 7→ µT (A) =
1
ZT

∫
dxEx

W [1lALT ] の T → ∞の収束について考える.

F[−t,t] = σ(Bs; s ∈ [−t, t])とする. このとき GT =
∪

0≤t≤T

F[−t,t]と G = G∞ =
∪
0≤t

F[−t,t] は有

限加法的集合族である. 確率空間の族 (Ω, σ(G ), µT ), T > 0, を定義する. µT が (Ω, σ(G ))上
の確率測度 µ∞ に局所弱収束することを示す.

定義 6.2 (局所弱収束24) tを固定する. 任意のA ∈ F[−t,t] に対して lim
T→∞

µT (A) = µ∞(A)と

なるとき, 確率測度 µT は 確率測度 µ∞に局所弱収束するという.

証明の概略を述べる.

(1) 有限加法的集合関数 ρT を (Ω,GT ), T > 0, の上に基底状態 Ψgを用いて定義する. それ
の (Ω, σ(GT ))上の確率測度 への拡張を ρ̄T とする.

(2) 汎関数積分をもちいて ρ̄T (A) = ρT (A) = µT (A) をA ∈ Gt (t ≤ T ) に対して示す.

(3) 有限加法的集合関数 µ を基底状態Ψgを使って (Ω,G )上に定義し, (Ω, σ(G )) 上の確率
測度への拡張を µ∞とかく.

(4) ΨT
g がΨg へ強収束するという事実から ρT (A) → µ(A) (T → ∞)をA ∈ G に対して示
す. これは µT (A) → µ(A) を意味する.

(5) µ(A) = µ∞(A) (A ∈ G ) なので, µT は µ∞ へ局所弱収束することがわかる.

23局所弱収束という.
24Local weak convergence
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µ∞ の構成法から µ∞(A) (A ∈ G ) の厳密な形を知ることができる. (1)-(5) のステップを以
下で実行する. 加法的関数 µ : G → R を

µ(A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA · (Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt))

]
, A ∈ F[−t,t]

で定義する.

補題 6.2 集合関数 µ は well-defined, i.e., A ∈ F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して

µ(A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA(Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)L2(QE)

]
= e2Es

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA(Ψg(B−s), Q[−s,s]Ψg(Bs)L2(QE)

]
.

証明: µ(t) = µ⌈F[−t,t]
としよう. このとき µ(t) は (Ω,F[−t,t])上の確率測度になる. −s < −t =

t0 < t1 < · · · < tn = t < sとする. 有限次元分布は

µt0,...,tn
(t) (A0 × · · · × An) = µ(Bt0 ∈ A0, · · · , Btn ∈ An)

= e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Btj)

)
(Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt))

]
= (Ψg, 1lA0e

−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAnΨg).

e−(t0+s)(H−E)Ψg = Ψg だから

= (Ψg, e
−(t0+s)(H−E)1lA0e

−(t1−t0)H · · · e(tn−tn−1)H1lAne
−(s−tn)(H−E)Ψg)

= e2Es

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Btj)

)
(Ψg(B−s), Q[−s,s]Ψg(Bs))

]
= µt0,...,tn

(s) (A0 × · · · × An).

また µΛ
(t), Λ ⊂ [−t, t],#Λ <∞, の有限次元分布は consistency 条件

µt0,...,tn
(t) (A0 × · · · × An) = µ

t0,...,tn,tn+1,...,tn+l

(t) (A0 × · · · × An ×
l∏
Rd)

を満たすことがわかる. Kolmogorov の拡張定理により一意的な25 確率空間 (Y ,B, Q) と確率
過程 (Ys)s∈[−t,t] (e.g., [Sim79, Theorem 2.1])でB = σ(Ys, s ∈ [−t, t]), µt0,...,tn

t (A0×· · ·×An) =

Q(Yt0 ∈ A0, · · · , Ytn ∈ An)となるものが存在する. 一意性により (Y ,B, Q) と (Ω,F[−t,t], µ(t))

25同型なものを同じとみなす.
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は同型になり, また (Y ,B, Q) と (Ω,F[−t,t], µ(s)⌈F[−t,t]
)も同型になる. 故にQ(A) = µ(s)(A) =

µ(t)(A) がA ∈ F[−t,t] に対して成り立つ.

µ は完全加法的集合関数26 なので Hopfの拡張定理より (Ω, σ(G ))上の確率測度 µ∞ で
µ∞(A) = µ(A) (A ∈ G )となるものが存在する.

定理 6.3 (ギブス測度の存在)確率測度 µT は µ∞ へ局所弱収束する. i.e., µT (A) → µ∞(A)

(T → ∞) が A ∈ G に対して成立する. また µ∞ は ϕの選び方によらない.

証明の前に補題をいくつか示す. GT = ∪t≤TF[−t,t] とし加法的集合関数 ρT : GT → Rを
A ∈ F[−t,t] (t < T )に対して,

ρT (A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA ·

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
で定義する.

補題 6.4 ρT は well defined, i.e., A ∈ F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して

e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
= e2Es

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA

(
ϕT−s(B−s)

∥ϕT∥
, Q[−s,s]

ϕT−s(Bs)

∥ϕT∥

)]
.

証明: 左辺を ρ(t)とかき, 右辺を ρ(s)とかく. ρ(t) の有限次元分布は

ρt0,...,tn(t) (A0 × · · · × An) = ρ(t)(Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
e2Et

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Btj)

)
(ϕT−t(B−t), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

]
.

右辺は

=
(ϕT−t, e

−(t0+t)(H−E)1lA0e
−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAne

−(t−tn)(H−E)ϕT−t)

∥ϕT∥2

=
(ϕT−s, e

−(t0+s)(H−E)1lA0e
−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAne

−(s−tn)(H−E)ϕT−s)

∥ϕT∥2

=
e2Es

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Btj)

)
(ϕT−s(B−s), Q[−s,s]ϕT−s(Bs))

]
= ρt0,...,tn(s) (A0 × · · · × An).

26A = ∪nAn ∈ G , An ∩Am = ∅ならば µ(A) =
∑
n µ(An)となること.

37



さらにρΛ(t)とρΛ(s), Λ ⊂ [−T, T ], #Λ <∞,は consistency条件をみたし, ρ(t)⌈F[−t,t]
とρ(s)⌈F[−t,t]

は (Ω,F[−t,t])上の確率測度である. Kolmogorovの拡張定理から ρ(t)(A) = ρ(s)(A) が A ∈
F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して成り立つ. よって補題が成立する.

Hopf の拡張定理から (Ω, σ(GT )) 上の確率測度 ρ̄T で ρT = ρ̄T ⌈GT
となるものが存在する.

補題 6.5 t ≤ T , A ∈ Gtとする. このとき ρ̄T (A) = µT (A).

証明: Λ = {t0, t1, · · · , tn} ⊂ [−T, T ] とA0 × · · · × An ∈ ×n
j=0B(Rd)に対して27,

ρΛT (A0 × · · · × An) = ρT (Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
e2Et

∥ϕT∥2
∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Bj)

)(
ϕT−t(B−t), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

)]
µΛ
T (A0 × · · · × An) = µT (Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
1

ZT

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Bj)

)
LT

]

を定義する. ρΛT と µΛ
T は ((Rd)Λ,B(Rd)Λ). 上の確率測度である.

µΛ
T (A0 × · · · × An) =

(ϕ⊗ 1l, e−(t0+T )H1lA0e
−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne

−(T−tn)Hϕ⊗ 1l)

∥ϕT∥2

=
e2Et(ϕT−t, e

−(t0+t)H1lA0e
−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne

−(t−tn)HϕT−t)

∥ϕT∥2

が ϕT−tの定義からわかる. 右辺は

=
e2Et

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxEx
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Bj)

)(
ϕT−t(B0), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

)]

と表せる. よって ρΛT (A0 × · · · ×An) = µΛ
T (A0 × · · · ×An) となる. 確率測度 µΛ

T と ρΛT は共に
consistency 条件を満たすからKolmogorov の拡張定理から一意的な確率空間 (Y ,B, Q) と確
率変数 Ys で B = σ(Ys, s ∈ [−T, T ]) かつ

Q(Yt0 ∈ A0, · · · , Ytn ∈ An) = µt0,...,tn
T (A0 × · · · × An) = ρt0,...,tnT (A0 × · · · × An)

となるものが存在する. 一方

µt0,...,tn
T (A0×· · ·×An) = ρt0,...,tnT (A0×· · ·×An) = ρ̄T (A0×· · ·×An) = µT ⌈GT

(A0×· · ·×An).

故に ρ̄T = Q = µT ⌈GT
が一意性から従う.

27B(Rd)は Rd のボレルシグマ代数を表す.
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定理 6.3 の証明: 補題 6.5 から

lim
T→∞

µT (A) = lim
T→∞

ρ̄T (A) = lim
T→∞

e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
.

ϕT → Ψg(T → ∞)なので

lim
T→∞

µT (A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA
(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)]
= µ∞(A).

次に µ∞が ϕ に依らないことを示す. µ′
∞ が µT の局所弱極限とする. µ∞の構成の仕方から,

µ∞(A) = µ′
∞(A) がA ∈ G に対していえる. Hopfの拡張定理の一意性から µ∞ = µ′

∞. よっ
て µ∞ は ϕによらない.

µ∞は具体的にA ∈ F[−t,t]に対して

µ∞(A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA
(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)]
で与えられる.

7 基底状態に関する期待値
オブザーバブル Oの期待値 (Ψg, OΨg) をギブス測度 µ∞ をもちいて表すことができる. こ
こでは重要な O としてO = e+βN , O = eϕ(f)

2
の期待値をギブス測度で表す.

7.1 F (ϕ(f))の期待値

補題 7.1 f はΩ上のF[−t,t]可測関数とする. このとき

Eµ∞ [f ] = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)
f
]
. (7.1)

証明: A ∈ F[−t,t] に対して µ∞(A) = e2Et
∫
dxEx

W

[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)
1lA
]
なので (7.1)

が従う.

補題 7.1 からすぐに次が従う.

系 7.2 fj : Rd → C, j = 0, ..., n, は有界関数とする. このとき

Eµ∞

[
n∏

j=0

fj(Btj)

]
= (Ψg, f0e

−(t1−t0)(H−E)f1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)fnΨg). (7.2)

特に任意の有界関数 f, g に対して Eµ∞ [f(Bt)g(Bs)] = (fΨg, e
−|t−s|(H−E)gΨg).
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証明: Aj ∈ B, j = 0, 1, ..., n, に対して, 次が従う:

Eµ∞

[
n∏

j=0

1lAj
(Btj)

]
= e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

) n∏
j=0

1lAj
(Btj)

]
= (Ψg, 1lA0e

−(t1−t0)(H−E)1lA1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)1lAnΨg).

よって (7.2) が得られる.

補題 7.3 f ∈ L2
R(Rd), β ∈ Rとしよう. このとき

(Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = e−

β2

4
∥f∥2Eµ∞

[
eiβK(f)

]
. (7.3)

ここでK(f) = 1
2

∫∞
−∞(e−|r|ωe−ikBr φ̂/

√
ω, f̂)dr は (Ω, σ(F)) 上の確率変数である.

証明: (Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = lim

T→∞
(ΨT

g , e
iβϕ(f)ΨT

g )に注意せよ. また

(
ΨT

g , e
iβϕ(f)ΨT

g

)
=

1

ZT

∫
Rd

dxEx
WEµE

[
e−

∫ T
−T V (Bs)dse−ϕE(

∫ T
−T φ̃s(·−Bs)ds)eiβϕE(δ0⊗f)

]
.

ここで µE に関する期待値は以下のように厳密に計算できる.

(Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = lim

T→∞
e−

β2

4
∥f∥2EµT

[
eiβ

∫ T
−T ds(e−|s|ωe−ikBs φ̂/

√
ω,f̂)
]
.

|
∫ T

−T
ds(e−|s|ωe−ikBsφ̂/

√
ω, f̂)| ≤ 2IIR∥f̂∥ < ∞に注意せよ. µT は局所弱収束するので, 後ほ

ど述べる定理 7.10の telescoping と同じようにすれば補題が従う.

F が多項式またはシュワルツテスト関数としよう. 補題 7.3 から関数 (Ψg, F (ϕ(f))Ψg) は
パス測度 µ∞の平均で表せる. Ψg ∈ D(e+βN)が任意の β > 0で成立することを後ほど系 7.11

で示す. 特にΨg ∈ D(ϕ(f)n) が全ての n ∈ Nで成り立つ.

系 7.4 f ∈ L2
R(Rd)としよう. また hn(x) = (−1)nex

2/2 dn

dxn e
−x2/2 は n次のエルミート多項式

とする. このとき

(Ψg, ϕ(f)
nΨg) = inEµ∞

[
hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
.

]
(∥f∥/

√
2)n, n ∈ N. (7.4)

証明: e−β2∥f∥2/4eiβK(f) =
∑∞

n=0 hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(−β∥f∥/

√
2)n

n!
なので

1

in
dn

dβn
e−β2|f |2/4eiβK(f)

⌈
β=0

= inhn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(∥f∥/

√
2)n

が従う. (Ψg, ϕ(f)
nΨg) =

1
in

dn

dβn e
−β2

4
∥f∥2Eµ∞ [eiβK(f)]

⌈
β=0
から (7.4)が従う.
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系 7.5 f ∈ L2
R(Rd), F ∈ S (R)とする. このとき (Ψg, F (ϕ(f))Ψg) = Eµ∞ [Gf (K(f))]. ここ

でGf = F̌ ∗ ǧ, g(β) = e−β2∥f∥2/4.

証明: F (ϕ(f)) = (2π)−1/2
∫∞
−∞ F̌ (β)eiβϕ(f)dβなので,

(Ψg, F (ϕ(f))Ψg) = (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
F̌ (β)e−

β2

4
∥f∥2Eµ∞

[
eiβK(f)

]
dβ.

よって系が従う.

eiβϕ(h)の正規化を [eiβϕ(h)]ren = eiβϕ(h)

(1l,eiβϕ(h)1l)
= e+β2∥h∥2/4eiβϕ(h) によって定義する. Fren(ϕ(h))

を Fren(ϕ(h)) = (2π)−1/2
∫
F̌ (β)[eiβϕ(h)]rendβによって定義する. 補題 7.3 と系 7.5 によって

次が従う.

系 7.6 f ∈ L2
R(Rd), F ∈ S (R) としよう. このとき (Ψg, Fren(ϕ(f))Ψg) = Eµ∞ [F (K(f))] .

7.2 ガウスdomination

調和振動子の任意の固有ベクトルは e−|x|2/2のオーダーで減衰することは, 固有ベクトルが
エルミート多項式×e−|x|2/2で与えられることから分かる. Nelson Hamiltonian の固有ベク
トルも同様にガウス型に減衰することが予想される.

補題 7.7 f ∈ L2
R(Rd) としよう. このとき全ての β > 0に対して,

(Ψg, e
−βϕ(f)2Ψg) =

1√
1 + β∥f∥2

Eµ∞

[
e
− βK2(f)

1+β∥f∥2

]
. (7.5)

証明: 補題 7.3によって

(Ψg, e
−(β2/2)ϕ(f)2Ψg) = (2π)−1/2

∫
R
e−k2/2(Ψg, e

ikβϕ(f)Ψg)dk

= (2π)−1/2

∫
R
e−k2/2e−k2β2∥f∥2/4Eµ∞

[
eikβK(f)

]
dk =

1√
1 + β2∥f∥2/2

Eµ∞

[
e
− β2K2(f)/2

1+β2∥f∥2/2

]
がわかる. β2/2 を βに置き換えれば補題が示せる.

定理 7.8 (ガウス domiantion) f ∈ L2
R(Rd)とし, |β| < 1/∥f∥2 とする. このとき Ψg ∈

D(e(β/2)ϕ(f)
2
) かつ

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥2 =
1√

1− β∥f∥2
Eµ∞

[
e

βK2(f)

1−β∥f∥2

]
. (7.6)

特に lim
β→1/∥f∥2+

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥ = ∞.
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証明: B = {z ∈ C||z| < 1/∥f∥2}, C+ = {z|Re z > 0} そして C− = {z|Re z < 0}としよう.

ρ(z) =
1√

1 + z∥f∥2
Eµ∞

[
e
− zK2(f)

1+z∥f∥2

]
, (z > 0). (7.7)

とおく. このとき |K(f)| ≤ ∥f∥∥ĥ/ω∥ がパスに一様に成り立つので, ρ(z) は C+ ∪Bへ解析
接続できる. この解析接続された関数を ρ̄(z)で表す. w ∈ R ∩ B とし Bδ(w) は半径 δ の C
上の球とする. δ < 1/∥f∥2となるものをとり, w が Bδ(w) ∩ C− ∩ B ̸= ∅をみたすとする.

ρ̄(z) を次のように級数展開する

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)nbn(w), z ∈ Bδ(w) ∩B. (7.8)

一方Ψg ∈ D(ϕ(f)2) なのでC+ ∋ z 7→ (Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg) ∈ C はC+上で微分可能. よって C+

上で解析的であるから次を得る.

(Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg) =

∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ C+. (7.9)

ここで Eλ は Ψgに関する ϕ(f)2 のスペクトル測度. (7.8), (7.9) と ρ̄(z) = (Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg)

(z ∈ C+) を比べれば,

bn(w) =
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ (7.10)

がわかる. (7.10) を (7.8)へ代入すれば,

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ Bδ(w) ∩B, (7.11)

がわかり, さらに右辺が絶対収束することもわかる. つまり
∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣ <∞ (7.12)

(z ∈ Bδ(w) ∩B). よって z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ Rに対して,∫ M

0

e−zλdEλ ≤
∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣ <∞
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が (7.12)から従う. これは limM→∞
∫M

0
e−zλdEλ < ∞ (z ∈ Bδ(w) ∩ B ∩ R)を意味する. 単

調収束定理から
∫∞
0
e−zλdEλ <∞. よってΨg ∈ D(e−(z/2)ϕ(f)2). そして

∥e−(z/2)ϕ(f)2Ψg∥2 = ρ̄(z), z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ R, (7.13)

となる. いま, 任意の δ < 1/∥f∥2に対して, w ∈ R∩B でC− ∩B ∩Bδ(w) ̸= ∅となるものが
存在するので, 定理が示せた.

7.3 第2量子化作用素の期待値

次の補題から始める.

補題 7.9 ρ ≥ 0のかけ算作用素とする. このとき

(ΦT , e
−βdΓ(ρ)ΦT )

∥ΦT∥2
= EµT

[
e−α2

∫ 0
−T dt

∫ T
0 W ρ,β(Bt−Bs,t−s)ds

]
.

ここで

W ρ,β(x− y, T ) =
1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|T |ω(k)e−ik(x−y)(1− e−βρ(k))dk,

W ρ,β
∞ =

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

W ρ,β(Bt −Bs, t− s)ds.

証明: [GHPS09, Section 3.2] と同様に示せる.

|W ρ,β
∞ | ≤ IIR/2 <∞がパスに一様に成立することに注意しよう.

定理 7.10 (Ψg, e
−βdΓ(ρ)Ψg) = Eµ∞

[
e−α2W ρ,β

∞
]
が任意の β > 0で成り立つ.

証明: 簡単のためにW ρ,β
T =

∫ 0

−T
ds
∫ T

0
W ρ,β(Bt −Bs, t− s)dtとおく. δ > 0に対して, あるSδ

で |W ρ,β
T −W ρ,β

∞ | ≤ δ (∀T > Sδ)がパスに一様に成立するものが存在する.

EµT

[
e−α2W ρ,β

T

]
− Eµ∞

[
e−α2W ρ,β

∞
]
= EµT

[
e−α2W ρ,β

T

]
− EµT

[
e−α2W ρ,β

∞
]

+ EµT

[
e−α2W ρ,β

∞
]
− Eµ∞

[
e−α2W ρ,β

∞
]

と分解する. まず
∣∣∣EµT

[
e−α2W ρ,β

T

]
− EµT

[
e−α2W ρ,β

∞
]∣∣∣ ≤ Cδ となる定数Cがある. 第 2項は次

のように評価できる∣∣∣EµT

[
e−α2W ρ,β

∞
]
− Eµ∞

[
e−α2W ρ,β

∞
]∣∣∣ ≤ ∣∣∣EµT

[
e−α2W ρ,β

∞
]
− EµT

[
e
−α2W ρ,β

Sδ

]∣∣∣ (7.14)

+
∣∣∣EµT

[
e
−α2W ρ,β

Sδ

]
− Eµ∞

[
e
−α2W ρ,β

Sδ

]∣∣∣ (7.15)

+
∣∣∣Eµ∞

[
e
−α2W ρ,β

Sδ

]
− Eµ∞

[
e−α2W ρ,β

∞
]∣∣∣ . (7.16)
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(7.14) と (7.16)に対して上限をえる. 定理 6.3によって (7.15) は T → ∞のときゼロに収束
する.

系 7.11 (基底状態ボゾン数の指数減衰性)(Ψg, e
βNΨg) = Eµ∞

[
e−α2(1−eβ)W∞

]
が全ての β ∈ C

で成立する. 特にΨg ∈ D(e+βN)が全ての β > 0で成り立つ.

証明: 定理 7.10で ρ を 1l におきかえれば, (Ψg, e
−βNΨg) = Eµ∞

[
e−α2(1−e−β)W∞

]
が任意の

β > 0で成り立つ. ここでW∞ =
∫ 0

−∞ dt
∫∞
0
W (Bt − Bs, t − s)ds. あとは定理 7.8 の証明と

同じ, 解析接続による.

この系の主張は, Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf の基底状態 Ψp ⊗ 1l のボゾン数はゼロであるが, 相互作
用HIを加えてもHの基底状態のボゾン数が期待値の意味で非常に少ないということをいっ
ている.

7.4 参考文献など

この章で紹介した議論のオリジナルは Betz-Hiroshima-Lőrinczi-Minlos-Spohn [BHLMS02]

による. Gross [Gro73], Spohn [Spo89]で基底状態のボゾン数の指数減衰性を示している. た
だし, ギブス測度の議論はない. スピンーボゾン模型 [HHL12], Pauli-Fierz 模型 [BH09], 準相
対論的 Pauli-Fierz 模型 [Hir13]でギブス測度の存在が示されている. この章では測度の局所
弱収束性を示したが, 実はブラウン運動のパスの連続性を使えば, µT の部分列で弱収束する
ものが存在することを示せる. 例えば, [BH09]ではその方法で示されている. ただし, この手
法は一般の場合には適応させづらい. また, 基底状態の存在を仮定しなくても極限測度の存
在が知られている模型もある. 例えば, Osada-Spohn [OS99]. ギブス測度を用いたオブザー
バブルの評価の応用の一つとして (Ψg, N

kΨg), k ∈ R, がある. kが自然数のときは代数的な
計算で |(Ψg, N

kΨg)| ≤ CIkIRを導くことが出来る. Hiroshima-Takaesu-Lőrinczi [HTL12] は
Feynman−Kac型汎関数積分表示をもちいて, 任意のR ∋ k > 0に対して, (Ψg, N

kΨg) ≤ IkIR
を示し, (IIR − a)k ≤ limg→∞(Ψg, N

kΨg) ≤ IkIR を示した.

8 赤外発散と基底状態の非存在

8.1 非存在

この章では次の条件を仮定する.

条件 8.1 d = 3, φ ≥ 0 (φ ̸≡ 0), ω(k) = |k|とし V (x) ≥ C|x|2β, β > 0.
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この条件下でHp は至るところ正の基底状態Ψp をもつ. さらにΨp(x) ≤ e−C|x|β+1
が成立

する. 赤外正則条件 IIR <∞ でH の基底状態は存在したが, これから述べるように赤外特異
条件 IIR = ∞ でH の基底状態は存在しない.

定理 8.1 (基底状態の非存在) 条件 8.1 を仮定する. このときHの基底状態を存在しない28.

γ(T ) = (Ψp ⊗ 1l,ΨT
g )

2を思い出そう. 定理 8.1 を証明するために lim
T→∞

γ(T ) = 0 をいえば

いい.

γ(T ) =
(Ψp ⊗ 1l, e−THΨp ⊗ 1l)2

(Ψp ⊗ 1l, e−2THΨp ⊗ 1l)
,

なので γ(T ) は P (ϕ)1過程で

γ(T ) =

(
EN0

[
eS[0,T ]

])2
EN0 [e

S[−T,T ]]

と表せる. NT (A) =
EN0 [1lAeS[−T,T ]]
EN0 [eS[−T,T ]]

で (X,B(X))上の確率測度を定義する.

補題 8.2 γ(T ) ≤ ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
が成り立つ.

証明: 分子は Schwartz の不等式と鏡映対称性によって(
EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤
∫
R3

(
Ex

N0

[
eS[0,T ]

])2
dN0

=

∫
R3

(
Ex

N0

[
eS[0,T ]

]) (
Ex

N0

[
eS[−T,0]

])
dN0

と評価できる. X−s, s ≥ 0, とXt, t ≥ 0, が独立なので(
EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤ ∫
R3

Ex
N0

[
eS[0,T ]+S[−T,0]

]
dN0 = EN0

[
eS[0,T ]+S[−T,0]

]
.

S[0, T ] + S[−T, 0] = S[−T, T ]−
∫ 0

−T
ds
∫ T

0
W (Xt −Xs, t− s)dtなので(

EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤ EN0

[
eS[−T,T ]−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
.

よって

γ(T ) ≤
EN0

[
eS[−T,T ]−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
EN0 [e

S[−T,T ]]
= ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
となり補題が従う.

28定理 8.1の条件下では赤外特異条件 IIR = ∞ が成立している.
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e−|t|
√
−∆ の積分核は e−|t|

√
−∆(x, y) = 1

π2

|t|
(|x−y|2+|t|2)2 なのでペアポテンシャルW (x, t) は具

体的に計算できる.

W (x− y, t− s) =
1

2

∫ ∞

|t−s|
d|T |(e−ikxφ̂, e−|T |ωe−ikyφ̂)

=
1

4π2

∫
R3

du

∫
R3

dv
φ(u)φ(v)

|x− y + u− v|2 + |t− s|2
> 0.

AT = {ω ∈ X||Xt(ω)| ≤ T λ, |t| ≤ T} (λ < 1)を考える. ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
の積

分領域を AT とX \ AT に分けて考える.

補題 8.3 lim
T→∞

ENT

[
1lAT

e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
= 0が成り立つ.

証明: AT 上での評価式 |Xt − Xs + x − y|2 + |t − s|2 ≤ 8T 2λ + 2|x − y|2 + |t − s|2 と∫ 0

−T

ds

∫ T

0

dt
1

a2 + |t− s|2
≥ log

(
a2 + T 2/2

a2

)
から

∫ 0

−T

ds

∫ T

0

W (Xt −Xs, t− s)dt

=

∫ 0

−T

ds

∫ T

0

dt

∫
R3

dx

∫
R3

dy
φ(x)φ(y)

|Xt −Xs + x− y|2 + |t− s|2

≥
∫ 0

−T

ds

∫ T

0

dt

∫
R3

dx

∫
R3

dy
φ(x)φ(y)

8T 2λ + 2|x− y|2 + |t− s|2

=

∫
R3

dx

∫
R3

dyφ(x)φ(y) log

(
8T 2λ + 2|x− y|2 + T 2/2

8T 2λ + 2|x− y|2

)
を得る. 右辺は λ < 1 なので T → ∞で発散する. 補題が示せた.

補題 8.4 lim
T→∞

ENT

[
1lX\AT

e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
= 0 が成立する.

証明:

∫ 0

−T

ds

∫ T

0

W (Xt −Xs, |t− s|)dt ≤ T

2
∥φ̂/ω∥2に注意せよ.

γ(T ) ≤ e(T/4)∥φ̂/ω∥
2EN0

[
1lX\AT

eS[−T,T ]
]

EN0 [e
S[−T,T ]]

≤ e(T/4)∥φ̂/ω∥
2

(
EN0

[
e2S[−T,T ]

])1/2
EN0 [e

S[−T,T ]]

(
EN0 [1lX\AT

]
)1/2

.

さらに−Tδ∥φ̂/ω∥2 ≤ |S[−T, T ]| ≤ Tδ∥φ̂/ω∥2となる定数 δ > 0が存在する. よって(
EN0

[
e2S[−T,T ]

])1/2
EN0 [e

S[−T,T ]]
≤ e2Tδ∥φ̂/ω∥2 .
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証明を完結するために次の評価をする.

EN0

[
1lX\AT

]
≤ T−λ

√
a+ Tb exp(−cT λ(β+1)). (8.1)

これは補題 8.5から得られる. ここで a, b, c > 0. 1/(β + 1) < λ < 1と選べば (8.1) の右辺は
T → ∞のときゼロに収束する.

定理 8.1の証明: F = e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xs,Xt,t−s)dtとして

γ(T ) ≤ ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xs,Xt,t−s)dt

]
= ENT

[1lAT
F ] + ENT

[1lX\AT
F ]

と分ける. 補題 8.2 から lim
T→∞

EµT
[1lAT

] = 0 が従い, 補題 8.3から lim
T→∞

EµT
[1lX\AT

] = 0 が従う.

よって lim
T→∞

γ(T ) = 0.

補題 8.5 (8.1)が成り立つ.

証明: EN0

[
1lX\AT

]
= N0

(
supt∈[−T,T ] |Xt| ≥ T λ

)
に注意せよ. (8.1) を示すために P (ϕ)1過程

のDirichlet 原理 をつかう. f ∈ C∞(Rd)は偶関数で f(x) =


|x|, |x| ≥ T λ,

≤ |x|, T λ − 1 < |x| < T λ,

0, |x| ≤ T λ − 1.

とする. このとき

EN0

[
1lX\AT

]
= EN0

[
1l{sup|s|<T |Xs|>Tλ}

]
= EN0

[
1l{sup|s|<T |f(Xs)|>Tλ}

]
.

(Xt)t∈R の鏡映対称性によって EN0

[
1l{sup|s|<T |f(Xs)|>Tλ}

]
= 2EN0

[
1l{sup0≤s≤T |f(Xs)|>Tλ}

]
とな

る. 命題 2.4によって

EN0

[
sup
|s|<T

|f(Xs)| > T λ

]
≤ 2e

T λ

√
(f, f)L2(N0) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)L2(N0). (8.2)

(8.2)の右辺を評価する. fΨg ∈ D(Hp) とHpfΨg = −∆f ·Ψg −∇f ·∇Ψg +EpfΨgに注意せ
よ. これによって (L1/2

p f, L1/2
p f)L2(N0) = (fΨp,−∆f ·Ψg−∇f ·∇Ψp). またΨp(x) ≤ e−C|x|β+1

によって

∥fΨp∥2 =
∫
R3

f(x)2Ψ2
p(x)dx ≤ e−2CTλ(β+1)

∫
R3

|x|2e−2C|x|β+1

dx.

∇f,∆f ∈ L∞(R3)だから

(L1/2
p f, L1/2

p f)L2(N0) ≤ C ′∥fΨp∥(∥∇Ψp∥+ ∥Ψp∥) ≤ C ′′e−CTλ(β+1)

(∥∇Ψp∥+ ∥Ψp∥)

が従う. 同様に (f, f)L2(N0) ≤ e−2CTλ(β+1) ∫
R3 |x|2e−2γ|x|β+1

dx. 故に

ENT

[
1lX\AT

]
≤ T−λ

√
a+ Tbe−cTλ(β+1)

が適当な定数 a, b, cで従う.
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8.2 参考文献など

基底状態の非存在と赤外特異条件の関係に数学的に厳密に初めて指摘したのはArai [Ara83a,

Ara83b]と思われる. また [HSSS11, Theorem 3.28]も参照せよ. さらに, Arai-Hirokawa-

Hiroshima[AHH99]でも同様の議論が展開されている. この章で紹介した非存在の証明は
Lőrinczi-Minlos-Spohn [LMS02] による. キーとなるのは P (ϕ)1過程のDirichlet原理に依る
パスの評価だが, これはKipnis-Varadhan の [KV86, Lemma 1.12] によるが, 我々の模型に
あった形に翻訳するのには時間がかかる. 非存在の証明はHirokawa [Hir03]が pull through

公式をつかってもっと精密化している. また, Dereźınski-Gérard [DG04]はシンプルな証明を
与えている. Gérard-Hiroshima-Panati-Suzuki [GHPS12b] はLorentz 多様体上に定義された
Nelson Hamiltonian の基底状態の非存在を汎関数積分表示で示している.

9 紫外切断のくりこみ理論
この章では φ̂ → 1lの極限を考える. d = 3として, N -粒子Nelson 模型を考える. Fock 表
現で, そのHamiltonian は

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3N

HI(x)dx (9.1)

で与えられる, Hilbert 空間H = L2(R3N) ⊗ F 上の自己共役作用素である. ここで結合定
数 gを導入した. N -粒子 Schrödinger 作用素はHp = −1

2

∑N
j=1∆j + V で与えられる. 相互

作用項は

HI(x) =
N∑
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)e−ik·xja(k) + φ̂(−k)eik·xja∗(k)

)
dk

と定義される. 以降 H ∼= L2(R3N ;F )の同一視をする. H の荷電分布の１点極限を考える.

つまり φ(x) → (2π)3/2δ(x) または φ̂(k) → 1l. この極限の存在は [Nel64a]で作用素論的な手
法で示されているが, これを汎関数積分で証明する. またNelson自身も [Nel64b]で汎関数積
分によるくりこみを考えていたようである.

さてこの極限をとるために紫外切断関数として φ̂ε(k) = −ε|k|2/2をとる. この関数によっ
てHamiltonian Hεを定義し ε > 0 を UV パラメターとみなす. そしてHε − Eε の ε ↓ 0極
限を考える. ここでEε はエネルギーくりこみ項である. これは具体的に後で与える. 主定理
は以下である.

(1) 汎関数積分をつかってEεをペア相互作用の対角成分として導きだす.

(2) Hren = lim
ε↓0

(Hε − Eε) を熱半群の意味で示す.
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(3) Hrenのペアポテンシャルを導く.

(4) Hren の弱結合極限29を求める.

9.1 正則化されたHamiltonian の汎関数積分表示

ω(k) = |k|とする. 1lλ(k) =

{
1, ω(k) < λ

0, ω(k) ≥ λ
とし 1l⊥λ (k) = 1l− 1lλ(k)とおく. 赤外切断パ

ラメター λ > 0を仮定する. この章では簡単のために次の仮定をする.

条件 9.1 ポテンシャル V は有界かつ連続関数. 特に Katoクラスである.

紫外切断のくりこみでは V は全く本質的ではなく, V ≡ 0 としても構わない. カットオフ
関数 φ̂ε(k) = e−ε|k|2/21l⊥λ , ε ≥ 0, を考えよう. 正則化されたHamiltonian を

Hε = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3N

Hε
I (x)dx, ε > 0,

で定義する.

Hε
I (x) = g

N∑
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂ε(k)e

−ik·xja(k) + φ̂ε(−k)eik·xja∗(k)
)
dk

である. 主目的はHεで ε ↓ 0の極限を考えることである.

Eε = −g
2

2
N

∫
R3

e−ε|k|2

ω(k)
β(k)1l⊥λ dk

としよう. ここで

β(k) =
1

ω(k) + |k|2/2
.

Eε → −∞ (ε ↓ 0)に注意せよ.

定理 9.1 (UVくりこみ)次を満たす下から有界な自己共役作用素Hren が存在する.

s−lim
ε↓0

e−t(Hε−Eε) = e−tHren , t ≥ 0.

この定理を汎関数積分をつかって証明する. ここから (Bt)t∈Rは 3N 次元のブラウン運動
を表すとする.

29weak coupling limit
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命題 9.2 f, h ∈ L2(R3N)としよう. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THεh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sε

]
.

ここで Sε =
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ T

−T

dtWε(B
i
t − Bj

s , t − s) はペア相互作用でペアポテンシャルは

Wε(x, t) =
∫
R3

1
2ω(k)

e−ε|k|2e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk で与えられる.

9.2 くりこまれた作用

次の関数を考えよう.

ϱε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|2e−ik·x−ω(k)|t|

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk, ε ≥ 0.

命題 9.3 関数 Sren
0 で次を満たすものが存在する.

lim
ε↓0

Ex
W

[
e−

∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
(Sε−4NTϱε(0,0))

]
= Ex

W

[
e−

∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
.

Wε(x, t) は滑らかで, Wε(x, t) → W0(x, t) (ε ↓ 0) が (x, t) ̸= (0, 0)で成り立つ. ここで

W0(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk.

しかしWε(0, 0) → ∞ (ε ↓ 0)で, W0(x, t)は (0, 0)で特異性をもつ. 命題 9.3 を証明しよう.

今から T > 0を固定する. ε ↓ 0のとき相互作用の対角成分だけが特異な項である. また
0 < τ ≤ T を固定し, [t]T = −T ∨ t ∧ T としよう. 正則化された相互作用を対角成分と非対
角成分にわける: Sε = Sd

ε + SOD
ε . ここで

Sd
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s),

SOD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ T

[s+τ ]T

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s).

Sd
ε は Sε を対角成分の近傍 {(t, t) ∈ R2||t| ≤ T}で積分したもの, そして SOD

ε はそれ以外の
部分を表す. τ = T のときは SOD

ε = 0となる. 次の補題はすぐにわかる.

補題 9.4 パスごとに limε↓0 S
OD
ε = SOD

0 . ここで SOD
0 は SOD

ε ⌈ε=0である.
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−T T

−T

T

diagonal part of S

Off diagonal part of S

Off diagonal part of S

図 3: Sεの対角成分と非対角成分

確率積分をつかえば解析が困難な項 Sd
ε を評価できる.

補題 9.5 εによらない定数 c > 0で次をみたすものがある.

|∇ϱε(x, t)| ≤ c|t|−1(t ̸= 0), |∇ϱε(x, t)| ≤ c|x|−1(|x| ̸= 0).

さらに ϱ0 − ϱε に対しても, 定数 cε > 0で次を満たすものがある: limε↓0 cε = 0 つまり

|∇ϱε(x, t)−∇ϱ0(x, t)| ≤ cε|t|−1, t ̸= 0,

|∇ϱε(x, t)−∇ϱ0(x, t)| ≤ cε|x|−1, |x| ̸= 0.

証明: はじめの不等式は

|∇ϱε(x, t)| ≤
∫
R3

1

2(ω(k) + |k|2/2)
e−ε|k|2e−ω(k)|t|1l⊥λ dk ≤ c

∫ ∞

Λ

e−rtdr

よりわかる. 第二の不等式を証明しよう. 角変数で積分すると

ϱε(x, t) = 2π

∫ ∞

Λ

e−εr2−r|t|

r(2 + r)

sin(r|x|)
|x|

dr.

その微分は∇ϱε(x, t) = 2πx
|x|2
∫∞
Λ

e−εr2/|x|2−|t|r/|x|

r(2|x|+r)
(r cos r − sin r) dr となり, 右辺を評価すると

|∇ϱε(x, t)| ≤
∫ 1

0

Cr3

r2
dr +

∣∣∣∣∣
∫ ∞

1

e−εr2/|x|2−|t|r/|x|

(2|x|+ r)
cos rdr

∣∣∣∣∣+
∫ ∞

1

1

r2
dr.
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ここで全ての r ∈ [0, 1]で |r cos r− sin r| ≤ Cr3をつかった. 真ん中の項の積分は有界なので
補題が示せた.

補題 9.6 ε > 0ならば

Sd
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)ds− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds

+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t. (9.2)

証明: ϱε(x, t) は次の方程式の解である.(
∂t +

1

2
∆

)
ϱε(x, t) = −Wε(x, t), x ∈ R3, t ≥ 0.

i と jを固定する. このとき伊藤の公式30 から

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)− ϱε(B

i
s −Bj

s , 0)

=

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t +

∫ [s+τ ]T

s

(
∂t +

1

2
∆

)
ϱε(B

i
t −Bj

s , t− s)dt.

よって∫ [s+τ ]T

s

Wε(B
i
t −Bj

s , t− s)dt

= ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)− ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s) +

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t

が従う. これを Sd
ε に代入すれば主張が示せる.

(9.2) の右辺第一項の i = jの部分= 4NTϱε(0, 0)がまさに発散項になっているので, くり
こまれた作用を次のように定義することが示唆される.

Sren
ε = Sε − 4NTϱε(0, 0), ε > 0.

30 確率変数をXt = X0 +
∫ t
0
g(Bs, s) · dBs +

∫ t
0
h(Bs, s)dsで定義する. これを dXt = g · dBt + hdtと表す.

df(Xt, t) = f(Xt, t)− f(X0, 0)と書けば df(Xt, t) = ∂if(Xt, t)dX
i
t + ḟ(Xt, t)dt+

1
2∂i∂jf(Xt, t)dX

i
tdX

j
t と形

式的に表される. dBitdB
j
t = δijdt, dB

i
tdt = dtdt = 0と約束する. そうすると dXi

tdX
j
t = δijg

igjdtになるから
df(Xt, t) = ∂if(Xt, t)(g

idBit + hdt) + ḟ(Xt, t)dt+
1
2∂i∂jf(Xt, t)δijgigjdt.
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これは Sren
ε = SOD

ε +Xε + Yε + Zε のように表せる. ここで

Xε = 2
N∑
i̸=j

∫ T

−T

ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)ds,

Yε = 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBt,

Zε = −2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds.

補題 9.7 ある定数 cz と cs が存在して |Zε| ≤ czT と |SOD
ε | ≤ cs(T + 1) がパスと ε ≥ 0に

一様に成立する.

証明:

|Zε| ≤ 4πN2

(∫ T−τ

−T

ds

∫ ∞

Λ

e−rτ

1 + r/2
dr +

∫ T

T−τ

ds

∫ ∞

Λ

e−r(T−s)

1 + r/2
dr

)
≤ czT

が適当な cz > 0で成り立つ. 不等式 |SOD
ε | ≤ cs(T + 1) も同じようにして得られる.

補題 9.8 全ての α > 0, ε ≥ 0, T > 0 に対して sup
x∈R3N

Ex
W [eα|X

T
ε |] ≤ ecXαT を満たす定数 cX

が存在する.

証明:

XT
ε =

N∑
i ̸=j

∫ T

−T

ds
2π

|Bi
s −Bj

s |

∫ ∞

λ

sin
√
r|Bi

s −Bj
s |

r + r2/2
e−εr2dr, ε ≥ 0

である. 仮定 λ > 0 から a = 2π
∫∞
λ

1
r+r2/2

dr < ∞. となり, 故に |XT
ε | ≤ a

∑N
i̸=j

∫ T

−T
ds

|Bi
s−Bj

s |
.∑N

i̸=j |xi − xj|−1 がKatoクラスなので補題が従う.

ε > 0のときは Fubini の定理より確率積分とルベーグ積分を交換してもいい. よって
Y T
ε =

∑N
i=1

∫ T

−T
Φi

ε,tdB
i
t. ここで Φε,t = (Φ1

ε,t, . . . ,Φ
N
ε,t) はR3N に値をとる確率過程で次で与

えられる.

Φi
ε,t = 2

N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s)ds.

Y T
0 を Y T

0 =
∑N

i=1

∫ T

−T
Φi

0,tdB
i
tで定義する.

補題 9.9 ある定数 cY が存在して, 任意の α > 0に対して sup
x∈R3N

Ex
W [eαY

T
ε ] ≤ ecY (α2T+α)

(ε ≥ 0). また lim
ε↓0

Ex
W [|Y T

ε − Y T
0 |2] = 0 (x ∈ R3N).
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証明: Φi
ε,tはフィルトレーション (Ft)t≥−T に adapted なマルチンゲールである.

∫ T

−T

|Φε,t|2dt ≤ 4
N∑
i=1

∫ T

−T

[
N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T

|∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s)|ds

]2
dt

≤ 4c2N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−θ|t− s|−(1−θ)ds

]2
dt

となる. ここで Jensenの不等式, 補題 9.5 と |∇ϱε(x, t)| ≤ c|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1] を使った.

この評価は ε ∈ [0, 1]に一様である. 適当な 1
2
< θ < 1に対して, Schwartz の不等式を使えば

∫ T

−T

|Φε,t|2dt ≤ 4c2N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T

|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2τ 2θ−1N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

]
dt ≤ 4c2τ 2θ−1NQ.

ここで c は補題 9.5の定数で ε に依らない. またQ =
∑N

i,j=1

∫ T

−T
ds
∫ [s+τ ]T
s

|Bi
t − Bj

s |−2θdt.

Girsanov の定理から(
Ex

W

[
eαY

T
ε

])2
≤ Ex

W

[
e2α

∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
Ex

W

[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
= Ex

W

[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
≤ Ex

W

[
eγQ
]
.

ここで γ = 8c
√
Nα2τ 2θ−1. Jensenの不等式をもう一度つかって

Ex
W

[
eγQ
]
≤
∫ T

−T

ds

2T
Ex

W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ [s+τ ]T
s |Bi

t−Bj
s |−2θdt

]
.

[s+ τ ]T ≤ s+ τ なので

Ex
W

[
eγQ
]
≤
∫ T

−T

ds

2T
Ex

W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ s+τ
s |Bi

t−Bj
s |−2θdt

]
.

条件付き期待値をとってマルコフ性を使えば

Ex
W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−Bj
s |−2θdt

]
= Ex

W

[
Ex

W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−Bj
s |−2θdt|Fs

]]
= Ex

W

[
EBs

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

t−Bj
0|−2θdt

]]
.
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|x|−2θ はKatoクラスなので

sup
x,z∈Rd

Ex
W [eβ

∫ τ
0 |Bi

s+z|−2θds] = sup
x∈Rd

Ex
W [eβ

∫ τ
0 |Bi

s|−2θds] ≤ ecτβ

が適当な c > 0 と全ての β > 0 で成り立つ. これから

sup
x∈R3N

Ex
W

[
eγQ
]
≤ sup

x∈R3N

∫ T

−T

ds

2T
Ex

W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−Bj
s |−2θdt

]
≤ ecα

2T .

よって supε∈(0,1] supx∈Rd Ex
W [e2αY

T
ε ] ≤ ec(α

2T+α) が全ての α ∈ Rで成り立つ. 同様に全ての
0 < ε に対して∫ T

−T

|Φε,t − Φ0,t|2dt ≤ 4c2εN
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T

|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2ετ
2θ−1N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

]
dt ≤ 4c2ετ

2θ−1NQ.

ここで |∇ϱε(x, t)−∇φ0(x, t)| ≤ cε|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1] をつかった. cε → 0 as ε ↓ 0に注
意せよ. Φε の収束は Y T

ε が Y T
0 に収束することも意味する.

補題 9.10 全ての α ∈ R, ε > 0, と f, h ∈ L2(R3N) に対して∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
ε ] ≤ ∥f∥∥h∥ecren(α2T+αT+α)

を満たす定数 cren が存在する.

証明: 分解 Sren
ε = SOD

ε +Xε + Yε + Zεと Schwartzの不等式から∫
R3N

dxEx
W [|f(B−T )h(BT )|eαS

ren
ε ]

≤ ∥f∥∥h∥ sup
x∈R3N

(
Ex

W

[
e−2

∫ T
−T V (Bs)dse2α(S

OD,T
ε +XT

ε +Y T
ε +ZT

ε )
])1/2

.

補題 9.7, 9.8, 9.9 と V が Katoクラスという事実から定数 cren で

sup
x∈R3N

Ex
W

[
e−2

∫ T
−T V (Bs)dse2α(S

OD,T
ε +XT

ε +Y T
ε +ZT

ε )
]
≤ e2cren(α

2T+αT+α),

となるものが存在する.
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9.3 Hamiltonian

補題 9.11 α ∈ Rならば

lim
ε↓0

EW

[
|eαUT

ε (x) − eαU
T
0 (x)|

]
= 0, x ∈ R3N , U = OD, X, Y, Z. (9.3)

証明: U = Xとしよう. VC(x) = C
∑N

i̸=j
1

|xi−xj | とする. このとき

|XT
ε (x)| ≤

∫ T

−T

VC(B
1
s + x1, ...., BN

s + xN)ds

と
EW

[
|eαXT

ε (x) − eαX
T
0 (x)|

]
≤ 2EW

[
|eα

∫ T
−T VC(B1

s+x1,....,BN
s +xN )ds

]
<∞

がわかる. xごとに XT
ε (x) → XT

0 (x) a.s. なのでルベーグの優収束定理より (9.3)がわかる.

U = Y としよう. Ex
W

[
|eα(Y T

ε −Y T
0 ) − 1|

]
→ 0を示せば十分. Ex

W

[(
eα(Y

T
ε −Y T

0 ) − 1
)2]

=

Ex
W

[
e2α(Y

T
ε −Y T

0 )
]
+ 1 − 2Ex

W

[
eα(Y

T
ε −Y T

0 )
]
だから lim

ε↓0
Ex

W [eα(Y
T
ε −Y T

0 )] = 1を示す. 確率変数

δΦt = Φε,t − Φ0,t を Y T
ε − Y T

0 =
∫ T

−T
δΦt · dBtとなるように定義する. Girsanov の定理から

1 = Ex
W [eα

∫ T
−T δΦt·dBt−α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt]. (9.4)

故に (
Ex

W

[
eα(Y

T
ε −Y T

0 )
]
− 1
)2

≤ Ex
W

[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
Ex

W

[(
1− e−

α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2]
. (9.5)

(9.4) から

sup
x∈R3N

Ex
W

[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
≤ sup

x∈R3N

(
Ex

W

[
e4α

2
∫ T
−T |δΦt|2dt

])1/2
(9.6)

また

Ex
W

[(
1− e−

α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2]
≤ Ex

W

[∣∣∣∣α2

2

∫ T

−T

|δΦt|2dt
∣∣∣∣2
]
→ 0 (9.7)

(ε ↓ 0). (9.7) は補題 9.9で示されている. (9.6)の右辺は εに一様に有界. 故に (9.5)の右辺は
ゼロに収束することがわかる.

U = Zとしよう. supx∈R3 Ex
W

[
|eα(Zε−Z0) − 1|

]
→ 0を示せばいい.

Zε(x)− Z0(x)

= 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫
R3

(
e
−ik·(Bi

[s+τ ]T−s
+xi−Bj

[s+τ ]T−s
−xj)

e−([s+τ ]T−s)ω(k)
) β(k)
ω(k)

1l⊥λ (1− e−ε|k|2)dk
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がわかる. ηε(x) = α(Zε(x)− Z0(x))としよう. 直接 |ηε(x)|n ≤ cnαnT nεn が xに依らない適

当な定数 cで成り立つことがわかる. よって EW [eηε(x)] = 1 +
∑
n≥1

1

n!
EW [ηε(x)

n]. そして

∑
n≥1

1

n!
EW [|ηε(x)|n] ≤

∑
n≥1

1

n!
cnT nεn → 0

(ε ↓ 0)が xに一様に成り立つ. よって U = Z のとき成り立つ. U = SOD のときも同様にわ
かる.

補題 9.12 α ∈ R, f, h ∈ L2(R3N)としよう. このとき

lim
ε↓0

∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
ε ] =

∫
R3N

dx

∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
0 ].

証明: Sε = SOD,T
ε +XT

ε + Y T
ε + ZT

ε と telescoping によって∣∣∣∣∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)ds

(
eαS

ren
ε − eαS

ren
0
)]∣∣∣∣

≤ e2T∥V ∥∞
∫
R3N

dx|f(x)|
(
Ex

W

[
|h(BT )|2

])1/2
Eε(x).

ここで Eε(x) =
(
Ex

W

[(
eαSε − eαS0

)2])1/2
. また sup

x∈R3N

Eε(x) < ∞かつ lim
ε↓0

Eε(x) = 0 (x ∈

R3N) なのでルベーグの収束定理より補題が従う.

補題 9.13 次が成り立つ.

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3N

dx

∫
R3

Ex
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
.

(9.8)

ここで

Sren
0 = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T

ϱ0(B
i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

−T

∇ϱ0(Bi
t −Bj

s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱ0(B
i
T −Bj

s , T − s)ds. (9.9)

そして Sren
0 の被積分関数は

ϱ0(X, t) =

∫
R3

e−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk,

∇ϱ0(X, t) =
∫
R3

−ike−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk.
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証明: Feynman−Kac型汎関数積分表示より

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3

Ex
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
ε

]
dx

である. 右辺は
∫
R3 Ex

W [f(B−T )h(BT )e
−

∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 ]dx (ε ↓ 0) に収束する. よって (9.8)

がわかる. また

Sren
0 = 2

N∑
i ̸=j

∫ T

−T

ϱ0(B
i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

[t+τ ]T

∇ϱ0(Bi
t −Bj

s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱ0(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds

なので τ = T とすれば (9.9)がわかる.

さて f ⊗ 1l からもっと一般的なベクトル f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1lへ拡張する. ここで
F ∈ S (Rn).

補題 9.14 ρj ∈ L2
R(Rd),j = 1, 2, f, h ∈ L2(R3N), α, β ∈ Cとしよう. このとき

lim
ε↓0

(f ⊗ eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ eβϕ(ρ2)1l)

=

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 + 1

4
ξ

]
.

ここで

ξ = ξ(g) = ᾱ2∥ρ1/
√
ω∥2 + β2∥ρ2/

√
ω∥2 + 2ᾱβ(ρ1/

√
ω, e−2Tωρ2/

√
ω)

+ 2ᾱg
N∑
j=1

∫ T

−T

ds

∫
R3

dk
ρ̂1(k)√
ω(k)

1l⊥λ e
−|s−T |ω(k)e−ikBj

s

+ 2βg
N∑
j=1

∫ T

−T

ds

∫
R3

dk
ρ̂2(k)√
ω(k)

1l⊥λ e
−|s+T |ω(k)e−ikBj

s .

証明: Feynman−Kac型汎関数積分表示から

(f ⊗ eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ eβϕ(ρ2)1l) =

∫
R3

dxEx
W

[
f̄(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)ds

× EµE
[eᾱϕE(τ−T ρ1)eβϕE(τT ρ2)egϕE(−

∑N
j=1

∫ T
−T τsφ̃ε(·−Bj

s)ds)]
]
e−2Tg2Nϱε(0,0).

すぐに

EµE

[
eᾱϕE(τ−T ρ1)eβϕE(τT ρ2)egϕE(−

∑N
j=1

∫ T
−T τsφ̃ε(·−Bj

s)ds)
]
e−2Tg2Nϱε(0,0) = e

g2

2
Sren
ε + 1

4
ξε .
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ここで ξε は ξで 1l⊥λ を 1l⊥λ e
−ε|k|2/2に置換えたもである. よって

(f⊗eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗eβϕ(ρ2)1l) =
∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
ε + 1

4
ξε

]
.

適当な定数 Cが存在して ξε ≤ C がパスと ε ≥ 0に一様に成り立つ. その結果, 補題 9.13と
同様にしてこの補題も証明できる.

稠密な部分空間 D ⊂ H を次で定義しよう.

D = L.H. {f ⊗ 1l | f ∈ L2(R3N)}∪{
f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l |F ∈ S (Rn), fj ∈ C∞

0 (R3), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N, f ∈ L2(R3N)
}
.

補題 9.14 から次の結果が即座に従う.

補題 9.15 Φ = f ⊗ F (ϕ(u1), . . . , ϕ(un))1l, Ψ = h⊗G(ϕ(v1), . . . , ϕ(vm))1l ∈ D としよう. こ
のとき

lim
ε↓0

(Φ, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))Ψ) = (2π)−(n+m)/2

∫
Rn+m

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)

×
∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 + 1

4
ξ(K1,K2)

]
.

ここで u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vm) として

ξ(K1, K2) = −∥K1 · u/
√
ω∥2 − ∥K2 · v/

√
ω∥2 − 2(K1 · u/

√
ω, e−2TωK2 · v/

√
ω)

− 2ig
N∑
j=1

∫ T

−T

ds

∫
R3

dk
K1 · û(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s−T |ω(k)e−ikBj
s

+ 2ig
N∑
j=1

∫ T

−T

ds

∫
R3

dk
K2 · v̂(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s+T |ω(k)e−ikBj
s .

証明: F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l = (2π)−n/2
∫
Rn F̂ (K)eiϕ(K·f)1ldKに気をつければ

(Φ, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))Ψ)

=
1

(2π)(n+m)/2

∫
Rm+n

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)(f ⊗ e−iϕ(K1·f)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ e−iϕ(K2·h)1l).

よって主張は補題 9.14から従う.

Nelson Hamiltonian の紫外切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHε− g2Nϱε(0, 0) の
下からの一様有界性を示すことにある.
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補題 9.16 (下からの一様有界性)定数 C ∈ R があってHε + g2Nϱε(0, 0) > Cが ε > 0に一
様に成り立つ.

証明:

EW

[
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
]

≤
(
EW

[
e4S

OD,T
ε (x)

])1/2(
EW

[
e8X

T
ε (x)
])1/4(

EW

[
e16Y

T
ε (x)

])1/8(
EW

[
e32Z

T
ε (x)
])1/16

がわかるので, 定数 a5 と b5 が存在して(
EW

[
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
])1/2

≤ a5e
b5T (9.10)

が全ての T > 0で成立する. 関数Whar(x
1, ..., xN) =

∑N
j=1 |xj|2 を考えよう. Hε で V を

δWhar に置換えたものをHε(δ)と表す. もちろん δ ≥ 0. そうすればHε(δ) (δ > 0)は一意的
な基底状態 Ψg(δ) をもつことは既に示した. Ψg(δ) > 0であり, 特に (f ⊗ 1l,Ψg(δ)) ̸= 0 が任
意の 0 ≤ f ∈ L2(R3N)で成り立つ. ここで f ̸≡ 0. その結果

inf σ
(
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

)
= − lim

T→∞

1

T
log(f ⊗ 1l, e−T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l) (9.11)

が 0 ≤ f ∈ L2(R3N)で成り立つ. (9.10)から

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l) =

∫
Rd

dxEx
W [f(B−T )f(BT )e

−
∫ T
−T δWhar(Bs)dseS

ren
ε ]

≤ ∥f∥2 sup
x∈R3

EW

([
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
])1/2

≤ ∥f∥2a5eb5T .

これは (9.11)から

inf σ
(
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

)
+
b5
2

≥ 0, δ > 0, (9.12)

を意味する. 大事なことは b5 が δに依っていないことである. よって

|(F, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T

が従う. F,G ∈ H としよう. Feynman−Kac型汎関数積分表示から

(F, e−2THε(δ)G) =

∫
R3N

dxEx
W

[
e−

∫ T
−T δWhar(Bs)ds(I−TF (B−T ), e

−ϕE(
∫ T
−T

∑N
j=1 φ̃s(·−Bj

s)ds)ITG(BT ))
]
.

ルベーグ優収束定理から lim
δ↓0

(F, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G) = (F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G) なので

|(F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T .
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これは (9.12) が δ = 0でも従うことをいっている. Hε = Hε(0) + V かつ V は有界なので

inf σ(Hε + g2Nϱε(0, 0)) +
b5
2
+ ∥V ∥∞ ≥ 0.

C = − b5
2
− ∥V ∥∞ とおけば系が従う.

定理 9.1 の証明:

F,G ∈ H ,Cε(F,G) = (F, e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))G) としよう. 補題 9.14 によって F,G ∈ Dに対
して Cε(F,G) が ε ↓ 0で収束することがわかる. 一様な不等式

∥e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))∥ < e−tC

とD が H で稠密ということから {Cε(F,G)}ε がコーシー列となる.

C0(F,G) = lim
ε↓0

Cε(F,G)

とする. そうすれば |C0(F,G)| ≤ e−tC∥F∥∥G∥. Riesz の定理より有界作用素 Tt で

C0(F,G) = (F, TtG), F,G ∈ H

となるものが存在する. よって s−limε↓0 e
−t(Hε+g2Nϱε(0,0)) = Tt. さらに

s−lim
ε↓0

e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))e−s(Hε+g2Nϱε(0,0)) = s−lim
ε↓0

e−(t+s)(Hε+g2Nϱε(0,0)) = Tt+s.

左辺 は TtTs なので Tt の半群性が従う. e−t(Hε+g2Nϱε(0,0)) は対称なので, Tt も対称. また
Feynman−Kac型汎関数積分表示から (F, TtG) は t = 0で F,G ∈ Dに対して連続になるこ
ともわかる. D は H で稠密, ∥Tt∥ は t = 0の近傍で一様に有界なので, Tt は t = 0で強連
続になる. 故に下から有界な自己共役作用素 Hrenで Tt = e−tHren , t ≥ 0, となるものが存在
することがわかる. Eε = −g2Nϱε(0, 0)と置けば証明完了.

系 9.17 Hrenのペアポテンシャルは g2

2
Sren
0 である.

証明: 補題 9.13 によって

(f ⊗ 1l, e−2THrenh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
.

よって系が示される.
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9.4 弱結合極限における実行ポテンシャル

ここではカットオフ関数を φ̂ε(k) = (2π)−3/2e−ε|k|2/2 とする. そして dispersion relation は
ων(k) =

√
|k|2 + ν2 とする. ここで ν > 0である. Hεをスケーリングする. 生成消滅作用素

を κa と κa∗とする. このときHε は

Hε(κ) = Hp ⊗ 1l + κ21l⊗Hf + κHI

となる. このスケーリングは変換 ω 7→ κ2ω, φ̂ 7→ κ2φ̂を導きだす. 一方エネルギーくりこみ
項は

Eε(κ) = −g2N
∫
R3

e−ε|k|2

2(2π)3ων(k)

κ2

κ2ων(k) + |k|2/2
dk

のようにスケーリングされる. 定理 9.1 から自己共役作用素 Hren(κ) で

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−t(Hε(κ)−Eε(κ))h⊗ 1l) = (f ⊗ 1l, e−tHren(κ)h⊗ 1l)

となるものがある. 次の命題は [Ara90, Dav79, Hir99]で示されている.

命題 9.18 s−lim
ε↓0

lim
κ→∞

e−t(Hε(κ)−Eε(κ)) = e−theff ⊗ P0. ここで P0 は {z1l | z ∈ C} ⊂ F への射

影で, 実行Hamiltonian は

heff = −1

2

N∑
j=1

∆j + V (x1, ..., xN)− g2

4π

∑
i<j

e−ν|xi−xj |

|xi − xj|
.

くりこまれたHamiltonian Hren(κ)のスケーリングを考える. 定理 9.1から次の補題が従う.

補題 9.19 f, h ∈ L2(R3N)のとき lim
κ→∞

(f ⊗ 1l, e−tHren(κ)h⊗ 1l) = (f, e−theffh).

証明: 補題 9.14 から

(f ⊗ 1l, e−2THren(κ)h⊗ 1l) =

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 (κ)

]
.

ここで

Sren
0 (κ) = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T

ϱ0(B
i
s −Bj

s , 0, κ)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ T

s

∇ϱ0(Bt −Bs, t− s, κ) · dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱ0(BT −Bs, T − s, κ)ds.
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そして

ϱ0(x, t, κ) =
1

(2π)3

∫
R3

e−ik·xe−κ2ω(k)|t|

2ω(k)

κ2

κ2ω(k) + |k|2/2
1l⊥λ dk.

特に t = 0 のとき g2
N∑
i̸=j

ϱ0(x
i − xj, 0, κ)ds → g2

4π

∑
i<j

e−ν|xi−xj |

|xi − xj|
, また t ̸= 0 のとき,

|∇ϱ0(X, t, κ)| → 0 と |(X, t, κ)| → 0 (κ → ∞) が各点ごとに示せる. 補題 9.13と同様に
して

lim
κ→∞

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 (κ)

]
=

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

4π

∑
i<j

∫ T
−T

e−ν|Bi
s−B

j
s |

|Bi
s−B

j
s |

ds

]
.

系 9.20 (弱結合極限)F,G ∈ D のとき lim
κ→∞

(F, e−tHren(κ)G) = (F, e−theff ⊗ P0G).

証明: これは補題 9.14 と補題 9.19から従う.

9.5 参考文献など

この章の証明は Gubinelli-Hiroshima-Lőrinczi [GHL13]による. [Nel64a]の証明は次章に
「おまけ」として紹介しておく. この証明の最大の難関はHε + g2Nϱε(0, 0)が一様な下から
の有界性を示すことであった. この部分が証明できなくて 2年以上, 論文を寝かせてしまっ
た. Gérard-Hiroshima-Panati-Suzuki [GHPS12a] は Lorentz 多様体上に定義された Nelson

Hamiltonian のUVくりこみを示した.

Hrenの基底状態の存在は [HHS05]にある. ここではさらに赤外正則条件も仮定しておらず,

非 Fock表現をとっている. 散乱理論は Z. Ammari [Amm00]で研究されている.

切断関数を 1l|k|<ΛとしてΛをUVパラメターとみなす. 「おまけ」の後半でも言及したが,

くりこみ項は発散のオーダーがNelson Hamiltonian の実行質量 meff =
∑∞

j=0 aj(Λ)g
2j の第

１項 a1(Λ)と同じである. 筆者は aj(Λ), j ≥ 2, の項が Λ → ∞で有界であると予想してい
る. そして, この事実がNelson Hamiltonian の場合, くりこみ項を引去るだけで, UVくりこ
み可能である理由と感じている.

Pauli-Fierz 模型の場合は実行質量 meff がもう少し複雑になっていて, a2(Λ) の予想は
(log Λ)2発散であったが, 予想に反して

√
Λのオーダーでの発散だった. これはHiroshoma-

Spohn [HS05], Hiroshima-Ito[HI07]による. 筆者の知る限り未だに Pauli-Fierz模型の UVは
くりこまれていない.

63



9.6 E. Nelson による作用素論的なくりこみ (おまけ)

[Nel64a] で示されたくりこみ理論を紹介する. スカラー場を

ϕφ̂(x) =
1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx φ̂(−k)√

ω
+ a(k)eikx

φ̂(k)√
ω

)
dk

とし, その運動量作用素を

πφ̂(x) =
i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ωφ̂(−k)− a(k)eikx

√
ωφ̂(k)

)
dk

とする. このとき次の交換関係が従う.

[ϕφ̂(x), πλ̂(y)] = i

∫
eik(y−x)φ̂(−k)λ̂(k)dk,

[Hf , ϕφ̂(x)] =
1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ωφ̂(−k)− a(k)eikx

√
ωφ̂(k)

)
dk = −iπφ̂(x),

[Hf , πφ̂(x)] =
i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ωωφ̂(−k) + a(k)eikx

√
ωωφ̂(k)

)
dk = iϕω2φ̂(x).

V = 0として Nelson Hamiltonian H = 1
2

∑N
j=1 P

2
j + Hf +

∑N
j=1 ϕ(xj) のGross変換を考え

よう.

π(x) =
N∑
j=1

i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikxjβ(k)φ̂(−k)− a(k)eikxjβ(k)φ̂(k)

)
dk

とする. ここで β(k) = 1
ω+|k|2/2

1√
ω

31. このとき e−iπPje
iπ = Pj + Aj + A∗

j . ここで

A∗
j =

1√
2

∫
a∗(k)e−ikxjkβ(k)φ̂(−k)dk, Aj =

1√
2

∫
a(k)eikxjkβ(k)φ̂(k)dk. (9.13)

さらに (Pj + Aj + A∗
j)

2を展開すると

(Pj + Aj + A∗
j)

2 = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j + [Pj, A

∗
j ] + [Aj, Pj] + [Aj, A

∗
j ].

ここに現れた交換子を計算すると

[Pj, A
∗
j ] = − 1√

2

∫
a∗(k)e−ikxjk2β(k)φ̂(−k)dk,

[Aj, Pj] = − 1√
2

∫
a(k)eikxjk2β(k)φ̂(−k)dk,

[Aj, A
∗
j ] =

1

2

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk

31 ここでは [Nel64a]にならって β をこのように定義する.
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となる. 次に

e−iπ

(
N∑
j=1

ϕ(xj)

)
eiπ =

N∑
j=1

ϕ(xj) +
N∑
i,j

[ϕ(xi), π(xj)]

=
N∑
j=1

ϕ(xj)−
N∑
i,j

∫
eik(xj−xi)

β(k)√
ω
φ̂(−k)φ̂(k)dk.

さらに

e−iπHfe
iπ = Hf + [Hf , iπ] +

1

2
[[Hf , iπ], iπ]

= Hf −
N∑
j=1

1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikxjωβ(k)φ̂(−k) + a(k)eikxjωβ(k)φ̂(k)

)
dk

+
1

2

N∑
i,j

∫
ωβ2(k)eik(xj−xi)φ̂(−k)φ̂(k)dk.

全て合わせると

e−iπHeiπ = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j +

∑
j

ϕ(xj) +Hf

−
N∑
j=1

1√
2

∫
(a∗(k)e−ikxj φ̂(−k) + a(k)eikxj φ̂(k))ωβ(k)dk (9.14)

− 1

2

1√
2

∑
j

∫ (
a∗(k)e−ikxjk2β(k)φ̂(−k) + a(k)eikxjk2β(k)φ̂(−k)

)
dk (9.15)

−
N∑
i,j

∫
eik(xi−xj)

β√
ω
φ̂(−k)φ̂(k)dk (9.16)

+
1

2

N∑
i,j

∫
eik(xi−xj)ωβ2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk (9.17)

+
1

4
N

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk (9.18)

となる. βの定義より (9.14) + (9.15) +
∑

j ϕ(xj) = 0がわかる. また (9.16) − (9.18)の対角
成分を足し合わせると

−N

∫
β√
ω
φ̂(−k)φ̂(k)dk + 1

2
N

∫
ωβ2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk +N

1

4

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk

= −1

2
N

∫
β√
ω
φ̂(−k)φ̂(k)dk.
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よって

e−iπHeiπ = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j +Hf (9.19)

−
∑
i ̸=j

∫
eik(xi−xj)

(
β√
ω
+ ωβ2(k)

)
φ̂(−k)φ̂(k)dk (9.20)

− 1

2
N

∫
β√
ω
φ̂(−k)φ̂(k)dk (9.21)

をえる. (9.19)は 2次形式の項, (9.20)は実行ポテンシャル項, そして (9.21)はくりこまれる
項である. [Nel64a]では, φ̂(k) = 1l|k|<Λとして, Λ → ∞ の極限で, この右辺から (9.21)を引
き去ったものが 2次形式の意味で, 一様に収束すること, および eiπ(x)が強収束することを示
している.

Gross変換したHamiltonian HGの実行質量32を求めてみよう. 粒子数を１とし, その裸の
質量をm, 場と粒子の結合定数を g ∈ Rとおく. そうすると外場ポテンシャルを V = 0と
おいた Nelson Hamiltonian はH = − 1

2m
∆ + Hf + gϕ(x)となる. これをGross変換したも

のをHGと書くことにする. 形式的な計算をする. V = 0なのでHGは並行移動不変 (i.e.,

[−i∇j ⊗ 1l + 1l⊗ Pf,j, HG] = 0)となり, HGを全運動量−i∇j ⊗ 1l + 1l⊗ Pf,jのスペクトルで
分解できる. その結果HG =

∫ ⊕
R3 HG(P )dP となる. ここでHG(P )は Fock 空間上の自己共役

作用素で, 次で与えられる:

HG(P ) =
1

2m
(P − Pf )

2 +Hf +
g

m
((P − Pf )A+ A∗(P − Pf )) +

g2

2

1

m
(A2 + 2A∗A+ A∗A∗).

またPf,j =
∫
kja

∗(k)a(k)dkは場の運動量作用素である. HG(P )の基底状態エネルギーE(P )

を

E(P ) = E(0) +
1

2meff

|P |2 +O(|P |3)

と展開して |P |2の係数の逆数を実行質量meffと定義する. これを形式的に結合定数 gで展開
しよう. HG(P )Φ(P ) = E(P )Φ(P )の両辺を形式的に P = 0 ∈ R3 で 2回微分して, 公式

m

meff

= 1− 2

3m

((Pf − g(A+ A∗))Φ(0), (HG(0)− E(0))−1(Pf − g(A+ A∗))Φ(0))

(Φ(0),Φ(0))

をえる. 摂動理論から gが十分小さければ
meff

m
= 1 +

2

3m
g2(PfA

∗Ω,
1

H0

PfA
∗Ω) +O(|g|3)

となる. ここでH0 =
1
2m
P 2
f +Hf である. よって

meff = m+ g2
2

3

∫
|φ̂(k)|2

2ω

|k|2

(|k|2/2m+ ω)3
dk +O(|g|3)

となり, 紫外切断を外すとき, meff の g2の係数が収束することがわかる.
32effective mass
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10 その他の模型
Feynman−Kac型汎関数積分表示を使って, 解析ができる模型の例を挙げる. 下から有界な
模型のHamiltonianが生成する熱半群は殆どFeynman−Kac型汎関数積分表示することが出
来る. キーとなるアイデアはスピンを含む模型であればポアソン過程 (Nt)t≥0, 非局所的な作
用素33 を含む模型であれば subordinator34 (Tt)t≥0を適当に組み合わせて, それぞれのマルコ
フ性を使えばFeynman−Kac型汎関数積分表示を得ることが出来る.

10.1 スピン・ボゾン模型

σx, σy, σz は 2× 2 パウリ行列を表すとしよう:

σx =

[
0 1

1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0

0 −1

]
.

Hilbert 空間H = C2 ⊗ F を考えよう. スピン・ボゾンHamiltonian は

εσz ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ασx ⊗ ϕ(ĥ)

で定義されるH 上の作用素である. ここで α ∈ R は結合定数, ε ≥ 0 は２レベル原子の
スペクトルギャップを表すパラメターである. Feynman−Kac型汎関数積分表示をつかって
[Spo89, HHL12]で調べられている. また, 基底状態の研究として [Hiro99, Abd11, HH11]な
どがある. 筆者の知る限り, ĥ/ω ̸∈ L2(Rd)のときの基底状態の非存在は示されていないと思
われる.

10.2 Nelson 模型

10.2.1 準相対論的Nelson模型

この模型のHamiltonian は

(
√
−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

で定義される. Nelson 模型で Hを
√
−∆+m2 −m+ V に置換えて定義される. この場合の

Feynman−Kac型汎関数積分表示はNelson Hamiltonian のそれと全く同様に構成することが

33例えば
√
−∆+m2 −mのような作用素.

341次元の Lévy過程でパスが単調増加するもの. そのラプラス変換は E[e−uTt ] = e−tψ(u) となる. ここで
ψ(u)は Berbstein関数.
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できる. ただし,ブラウン運動がLévy過程に変わる. さらにもっと一般化して ΨをBernstein

関数として
Ψ(−∆)⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

を定義しても, Nelson Hamiltonian と同じ解析が出来ると思われる. ここで, ΨがBernstein

関数とは Ψ ∈ C∞((0,∞) で (−1)n dnΨ(u)
dxn ≤ 0, n ≥ 1, となる関数. 例として Ψ(u) = uα/2

(0 < α < 2), Ψ(u) =
√
u+m2 −m (m ≥ 0), Ψ(u) = 1− e−βu (β > 0)など.

10.2.2 多様体上のNelson模型

Static Lorentz 多様体上にNelson Hamiltonian が定義できる. Hp は

−
3∑

µ,ν=1

1

c(x)
∂µAµν(x)∂ν

1

c(x)
+ V

に置換えられ, dispersion relation は位置表示で ω =
√
−∆から

ω =

(
−

3∑
µ,ν=1

∂µaµν(x)∂ν +m2(x)

)1/2

に置換えて定義される. 重要なことは変数質量がm(x)が自然に現れることである. この作用素
のスペクトルなどは [GHPS09, GHPS11, GHPS12a, GHPS12b]で調べられている. vm = m2

の decay の速さで基底状態の存在・非存在を特徴づけることが出来る. 実際 m(x) ≥ C ⟨x⟩−1

のとき基底状態が存在し, m(x) ≤ C ⟨x⟩−a, a > 1, のとき基底状態は存在しないことが示さ
れている. つまりゆっくり減衰すれば基底状態が存在し, 十分速く減衰すれば基底状態が存
在することになる. その臨海のオーダーが |x|−1である. 一般の正質量を定数関数と見なす
(図 4). このとき, 定数正質量はゆっくり減衰する変数質量 (図 5)の特別な場合と見なすこと

図 4: 定数正質量

ができる. また, 急激に減衰する変数質量 (図 6)は図 4で vm = 0(massless)の特別なものと見
なせる.
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図 5: ゆっくり減衰する質量

図 6: 急激に減衰する質量

10.3 Pauli-Fierz模型

10.3.1 スピンがない場合

Pauli-Fierz 模型は非相対論的量子電磁力学という中途半端な名前のついた模型で, Pauli-

Fierz [PF38] が toy modelとして導入した模型である. それはHp ⊗ 1l + 1l ⊗Hf に量子化さ
れた電磁場

Aµ(x) =
1√
2

∑
j=1,2

∫
eµ(k, j)

(
a∗(k)e−ikxφ̂(−k)/

√
ω(k) + a(k)eikxφ̂(k)/

√
ω(k)

)
dk

がミニマル結合した模型である。

1

2m

(
p⊗ 1l−

∫ ⊕

R3

A(x)dx

)2

+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

この汎関数積分に依る解析は例えば [FFG97, Hir97, Hir00a, Hir00b, Hir02, MS12]などがあ
る. また [Spo04]には無限次元OU過程をもちいた解説がある.

10.3.2 スピンがある場合

スピンを含む場合は Pauli行列で

1

2m

(
σ ·
(
p⊗ 1l−

∫ ⊕

R3

A(x)dx

))2

+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

と定義される. このHamiltonianの基底状態は対称性から 2重に縮退していることが [HS01,

Hir05a]で示されている. この汎関数積分表示は [HL08] で与えられている.
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10.3.3 V = 0の場合

V = 0の場合Pauli-Fierz 模型は平行移動不変になる. 全運動量 P ∈ RdのHamiltonian は
Fock空間上に

1

2m
(P − Pf − A(0))2 +Hf

で定義される. この汎関数積分表示は [Hir07] で与えられている.

10.4 準相対論的Pauli-Fierz模型

10.4.1 スピンがない場合

準相対論的 Pauli-Fierz模型は相対論的な模型 (
√
p2 +m2 −m + V ) ⊗ 1l + 1l ⊗Hf に電磁

場をミニマル結合して定義される.√(
p⊗ 1l−

∫ ⊕

R3

A(x)dx

)2

+m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

この模型も汎関数積分表示を用いて, [Hir13]で (1) 本質的自己共役性, (2) 固有ベクトルのガ
ウス domination, (3) 付随するギブス測度の存在, (4) 固有ベクトルの指数および多項式減衰
性が示されている. m = 0のときは∣∣∣∣p⊗ 1l−

∫ ⊕

R3

A(x)dx

∣∣∣∣+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

と表せる. この基底状態の存在が [HH13a, HH13b]で調べられている.

10.4.2 スピンがある場合

√(
σ ·
(
p⊗ 1l−

∫ ⊕

R3

A(x)dx

))2

+m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

この汎関数積分表示もスピンのない場合と同様に構成できて, 解析可能である. 基底状態の
存在が [KMS11]で調べられている.
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[BFS98] V. Bach, J. Fröhlich, and I. M. Sigal, Quantum electrodynamics of confined non-

relativistic particles, Adv. Math. 137 (1998), 299–395.
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[HTL12] F. Hiroshima, T. Takaesu and J. Lőrinczi, A probabilistic representation of the

ground state expectation of fractional powers of the boson number operator, J. Math.

Anal. Appl, 395 (2012), 437–447.

[KMS11] M. Könenberg, O. Matte and E. Stockmeyer, Existence of ground states of

hydrogen-like atoms in relativistic QED I: The semi-relativistic Pauli-Fierz operator,

Rev. Math. Phys. 23 (2011), 375–407.

[KV86] C. Kipnis and S. R. S. Varadhan, Central limit theorem for additive functionals

of reversible Markov processes and applications to simple exclusions, Commun. Math.

Phys. 104 (1986), 1–19.
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