
NMRと量子コンピューターとラビ振動

九大・数理　廣島 文生 ∗

1 NMR

数学の医療への応用として真っ先に思い浮かぶのが，ラドン変換であろう。CTス
キャンで得られたX 線による 1次元データから，3次元の物体内部の様子を再構成す
るためにラドン変換が応用される。それは，古典的なフーリエ変換の簡単な応用であ
るが人類への貢献は計り知れない。

図 1: MRIの普及状況 AMDD 医療技術政策研究所レポート 2019 年 4 月 15 日

CTスキャンと双璧をなす医療画像診断技術としてNMRがある。現在はMRIと呼
ばれているが，ここでは，NMRと呼ぶことにする。日本は世界で最もNMRが普及し
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げます。
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ている国である。NMRは，人体や物体の内部の構造や機能を非破壊的に観察するため
に使用される診断技術で，その原理は，P. C.ラウターバー [11]によって 1973年に発見
された（Nature 242 (1973)）。NMRは強力な磁場と電磁場を組み合わせて物体の画像
を生成する。このNMRの物理的な仕組みは，量子コンピューターの仕組みと全く同じ
なのである。そこで，NMRの仕組みを簡単に復習する。原子核は正電荷をもち，コマ
のように歳差運動をしている (図 2)。この歳差運動の周波数をラーモア周波数という。
言い換えると原子一つ一つは小さな磁石とみなすことができる。一般に原子核はラン
ダムな方向に回転しているので，回転軸の向きは当然ばらばらである。そこで，外部
から強力な磁場をかけると，そのうちの数パーセントは磁場に沿って並ぶ。向きは磁
場方向と反対方向の 2つに分かれる。エネルギーでみれば，磁場方向の原子は反対方
向の原子よりエネルギーが低い２準位状態になっている。この状態で，外部から電磁
場を照射する。驚くべきことに，ラーモア周波数と同じ周波数の電磁場の吸収が起き
る。もう少し正確にいうと，２準位の原子間でエネルギーのやり取りが起こる。これ
を共鳴という。実際の共鳴は，ラーモア周波数ではなく，周りの環境に僅かに影響さ
れたラーモア周波数+εで起きる。この共鳴を観測するのがNMRの基本原理である。

図 2: 歳差運動

一方で，量子コンピューターは，大雑把にいうと，|0⟩と |1⟩
の 2状態が存在して，|0⟩に 0，|1⟩に 1を対応させて，重ね合
わせ

a|0⟩+ b|1⟩ |a|2 + |b|2 = 1

が実現できるものから作られる。そうすると，この状態に線
形演算 T を施すと

T (a|0⟩+ b|1⟩) = aT |0⟩+ bT |1⟩

となり，古典的には同時に計算できなかった T |0⟩と T |1⟩が同時に計算できるというの
である。実は，NMRと同じ原理でこのようなものが実現できることを理論的に紹介す
るのが今回の目標である。キーワードはラビ振動。NMRの中に現れた「２準位間でエ
ネルギーのやり取り」はまさにラビ振動といわれるものであり，量子コンピューター
に現れた a|0⟩+ b|1⟩もまさにラビ振動である。

2 ヒルベルト空間
関数解析学において最も重要な概念のひとつがヒルベルト空間である。d次元ユーク
リッド空間Rdには内積

(x, y) =
d∑

j=1

xjyj
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が定義できる。さらに，内積からノルム

∥x∥ =

√√√√ d∑
j=1

x2
j

が定義できる。これらを一般化したものが内積空間で，さらに，内積空間がノルム ∥ · ∥
で完備なときヒルベルト空間という。ヒルベルト空間は長さ ∥ · ∥だけでなく，内積 (·, ·)
を通じて，2 つの元 u, vの間の直交性などを議論することができる。そのため，空間の
幾何学的な考察が可能になる。

定義 2.1 (内積) HをC上の線形空間とする。(·, ·) : H×H → Cが以下の (1) - (4) を
みたすときH上の内積という。f, g ∈ H，α, β ∈ Cとする。

1. (f, αg + βh) = α(f, g) + β(f, h)

2. (f, g) = (g, f) （複素共役）

3. (f, f) ≥ 0

4. (f, f) = 0ならば f = 0

定義 2.2 (ヒルベルト空間) 内積空間 (H, (·, ·))がノルム ∥f∥ =
√

(f, f)に関して完備
なときヒルベルト空間という。ここで，完備とはコーシー列が収束列になること。つ
まり，limn,m→∞ ∥un − um∥ = 0 =⇒ limn→∞ unが存在する，ことである。

ヒルベルト空間の典型的な例をあげよう。

例 2.3 (Cd) Cdは z = (z1, . . . , zd)と w = (w1, . . . , wd)の内積を (z, w) =
∑d

n=1 z̄nwn

としてヒルベルト空間になる。また，Rdは，内積を (z, w) =
∑d

n=1 znwn としてヒルベ
ルト空間になる。

例 2.4 (L2(R)) L2(R)は 2乗可積分な関数の空間である。

L2(R) = {f |
∫
R
|f(x)|2dx < ∞}

これは線型空間になる。つまり，f, g ∈ L2(R)ならば αf + βg ∈ L2(R)になる。f, gの
内積を

(f, g)2 =

∫
R
f̄(x)g(x)dx

とするとL2(R)はヒルベルト空間になる。ただし，注意が必要である。ここでの積分は
リーマン積分ではなくルベーグ積分である。しかし，ここではこのことについて深入
りしないことにする。L2(R)が完備であることの証明は，1907年にハンガリーのリー
スとオーストリアのフィッシャーによって独立に与えられた。
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定義 2.5 (自己共役作用素) Hはヒルベルト空間とする。線形作用素 T : H → Hが
T ∗ = T となるとき，自己共役作用素という。

詳細は省かざるを得ないが，T ∗は T の共役作用素といわれるもので (u, Tv) = (T ∗u, v)

をみたすものである。ただし，厳密な T ∗の定義はかなりの紙数を要する。厳密な定義
は数学の専門書 (例えば [16])をご覧いただきたい。

3 ラビ振動
I.I.ラビが 1936年 [13]にスピンと磁場の相互作用の理論的な研究を行なった。I.I.ラ
ビの研究から構成されたラビ模型を紹介する。ラビ模型は例えば [10, 1]を参照。ラビ
模型を定義するために，原子のハミルトニアン，電磁場のハミルトニアン，相互作用
ハミルトニアンを順番に定義する。ただし，ここで，原子といっても，数学的に理想
化されたものなので，実際の原子である必要はない。電磁場も同様である。物理及び
数学では，

ハミルトニアン=ヒルベルト空間上の自己共役作用素

として定義される。ラビ模型のハミルトニアンはヒルベルト空間C2 ⊗L2(R)上に定義

される。ここで，C2 ⊗ L2(R) ∋ v =

(
f

g

)
とC2 ⊗ L2(R) ∋ u =

(
f ′

g′

)
の内積 (u, v)は

(u, v) = (f, f ′)2 + (g, g′)2

と定義される。

3.1 原子のハミルトニアン

設定を単純化して 2準位原子を考える。つまり，基底状態と励起状態しか存在しない
理想的な原子のこと。そのエネルギー差を ωaとする。そこで，基底状態のエネルギー
を−1

2
ωaとし，励起状態のエネルギーを 1

2
ωaとする。このとき，2準位原子のハミルト

ニアン : C2 → C2を次で定める。

H原子 = −1

2
ωaσz

ここで，パウリ行列は 2× 2エルミート行列でトレースが 0となるものである。

σx =

(
0 1

1 0

)
σy =

(
0 −i

i 0

)
σz =

(
1 0

0 −1

)
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| ↑⟩ =

(
1

0

)
，| ↓⟩ =

(
0

1

)
とする。| ↑⟩はスピン上向きの状態，| ↓⟩はスピン下向きの

状態を表す。そうすると

H原子| ↑⟩ = −1

2
ωa| ↑⟩

H原子| ↓⟩ =
1

2
ωa| ↑⟩

となる。| ↑⟩と | ↓⟩が，それぞれH原子の固有ベクトルである。

3.2 電磁場のハミルトニアン

電磁場のハミルトニアン : L2(R) → L2(R)を定める。生成消滅作用素を次で定める。

a =
1√
2
(x+

d

dx
)

a† =
1√
2
(x− d

dx
)

例えば，af = 1√
2
(xf + f ′)となる。このとき aa† − a†a = 1lを満たす。光子一つのエネ

ルギーを ωf とする。電磁場のハミルトニアンを

H電磁場 = ωf

(
a†a+

1

2

)
と定める。具体的に表せば

a†a+
1

2
= −1

2

d2

dx2
+

1

2
x2

となる。H電磁場に現れた 1
2
はあまり気にしたいことにする。

|n⟩ = 1√
n!

a†a† · · · a†︸ ︷︷ ︸
n

e−|x|2/2/π1/4

とすると ∥|n⟩∥2 = 1で

H電磁場|n⟩ = ωf (n+
1

2
)|n⟩ n = 0, 1, 2, . . . .

になる。|n⟩はH電磁場の固有ベクトルである。a†aは調和振動子とよばれ，それが一つの
光子を表すことを 100年くらい前にディラックが指摘した。また，|n⟩ ⊥ |m⟩となる。

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩

a|n+ 1⟩ =
√
n+ 1|n⟩

a|0⟩ = 0
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となるから，a†は光子を一つ生成し，aは一つ消滅させると読める。そこで，Fn = {|n⟩}
とすると，

L2(R) =
∞⊕
n=0

Fn

と書けて，

a† : Fn → Fn+1

a : Fn → Fn−1

となっている。これが生成消滅の由来である。

3.3 相互作用ハミルトニアン

原子と電磁場の相互作用ハミルトニアン : C2 ⊗ L2(R) → C2 ⊗ L2(R)を定義する。
a+ a† =

√
2xに注意する。

HI = gσx(a+ a†)

とする。これは少しややこしい。わかりやすく書くと次のようになる。

HI = g

(
0

√
2x√

2x 0

)

ここで，g ∈ Rは結合定数である。C2 ⊗ L2(R) ∋ v =

(
f

h

)
に対して

HI

(
f

h

)
= g

(√
2xh√
2xf

)
つまり，スピンの上下を入れ替えて，

√
2gx倍するのがHIの正体である。

3.4 ラビ振動

ラビ模型のハミルトニアンを定義しよう。

定義 3.1 (ラビ模型のハミルトニアンHRabi) HRabiは，C2 ⊗ L2(R)上の自己共役作用
素で，次のように定義する。

HRabi = H原子 +HI +H電磁場

= −1

2
ωaσz + gσx(a+ a†) + ωf (a

†a+
1

2
)

= −1

2

(
ωa 0

0 −ωa

)
+ g

(
0

√
2x√

2x 0

)
+

1

2
ωf

(
− d2

dx2 + x2 0

0 − d2

dx2 + x2

)
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図 3: HRabiの固有値の挙動 [5]：横軸が結合定数 gで縦軸が固有値を表す。

HRabiは自己共役作用素なので，F (HRabi)のような，HRabiの関数はHRabiを実数とみ
なして定義することができる。そのアイデアの概略は付録Aで述べる。
HRabiのスペクトル (固有値のこと)は非常によく調べられているが，数学的に厳密
な理論は多くはない。図 3にスペクトルの数値シミュレーションを挙げておく。曲線の
交わり具合に対称性があることがわかるだろう。この対称性の理論的な解明は数学の
課題の一つである。
HRabiを近似する。これは JC模型 [9]といわれることがある。

H = H原子 + g(σ+a+ σ−a
†) +H電磁場

相互作用項HIを σ−a
† + σ+aに置き換えた。ここで

σ− =

(
0 1

0 0

)
σ+ =

(
0 0

1 0

)
| ↑, n⟩ = | ↑⟩|n⟩，| ↓, n⟩ = |d⟩|n⟩とおく。このとき

σ−a
†| ↑, n⟩ =

√
n+ 1| ↓, n+ 1⟩

なので，スピンを下げて粒子数を一つ増やす。また，

σ+a| ↓, n+ 1⟩ =
√
n+ 1| ↑, n⟩
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なので，スピンを上げて粒子数を一つ減らす。Hもやはり自己共役作用素であること
が示せる。
次の固有方程式を解く。

H|Ψ⟩ = E|Ψ⟩

これは，2次正方行列と２次方程式の解の公式を知っていれば解けるので，全く難しく
ない。例えばH| ↓, 0⟩ = 1

2
(ωf − ωa)| ↓, 0⟩となる。

|Ψ⟩ = αn| ↑, n⟩+ βn| ↓, n+ 1⟩ |αn|2 + |βn|2 = 1 (3.1)

とおく。この形を仮定する理由は，Hの定義で，H電磁場とH原子は光子数を不変にし，相
互作用項 σ+a+ σ−a

†は光子数を一つだけ上げ下げするからである。固有ベクトルの形
は存在すれば (3.1)のようになる。H|Ψ⟩ = E|Ψ⟩に代入して整理すると，(

E − (1
2
ωa + nωf ) −g

√
n+ 1

−g
√
n+ 1 E + (1

2
ωa − nωf )

)(
αn

βn

)
=

(
0

0

)

となる。

(
αn

βn

)
̸= 0なので，左辺の行列の行列式がゼロでなければならない。これを,

E, αn, βnに関して解くと次の 2つの解を得る。

|Ψn+⟩ =
1√

1 + a2n
| ↑, n⟩+ an√

1 + a2n
| ↓, n+ 1⟩

En+ = ωf (n+
1

2
) +

√
ε2n +∆2

もう一つの解は

|Ψn−⟩ =
1√

1 + b2n
| ↑, n⟩+ bn√

1 + b2n
| ↓, n+ 1⟩

En− = ωf (n+
1

2
)−

√
ε2n +∆2

ここで，

an =
∆+

√
ε2n +∆2

εn

bn =
∆−

√
ε2n +∆2

εn

∆ =
ωf − ωa

2

εn = g
√
n+ 1
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固有値問題が解けたので，次に，量子系の時間発展を支配するシュレディンガー方程
式を考える。

シュレディンガー方程式

{
−i d

dt
Ψn(t) = HΨn(t)

Ψn(0) = | ↑, n⟩

シュレディンガー方程式は 1926年 [14]にシュレディンガーが，ド・ブロイ [2]の発見
した電子の波動性をヒントに導いた方程式で，量子論の根幹をなす方程式である。ま
さに，ニュートンの運動方程式 f = maに匹敵する方程式である。ちなみに，量子論
のエネルギーの式E = hν[12]と相対論のエネルギーの式E = mc2[3]を矛盾なく両立
させるために，ド・ブロイはがたどり着いたのが，電子の波動性であった。ボルンの
確率解釈によれば，時刻 tでΨn(t)がΦである確率は |(Φ,Ψn(t))|2になる。シュレディ
ンガー方程式の解は，Hが自己共役作用素なので

Ψn(t) = eitH | ↑, n⟩ t ∈ R (3.2)

と表せる。ここで，eitHはスペクトル分解を通して eitH =
∫
eitλdEλと定義される。(3.2)

を求めよう。いま，２準位状態のエネルギー差 ωaと同じエネルギーの電磁波 ωf が照
射されたと仮定する。つまり，

ωf = ωa (ラビ振動のための条件) (3.3)

とする。この条件は，NMRでラーモア周波数と同じ電磁波を原子に向けて照射したこ
とに対応している。NMRでは共鳴が起きた。ラビ模型でも同じことが起きる。みてみ
よう。(3.3)のとき，

∆ = 0, an = 1, bn = −1

になる。このとき，注意深く観察すると

1√
2
(|Ψn+⟩+ |Ψn−⟩) = | ↑, n⟩

1√
2
(|Ψn+⟩ − |Ψn−⟩) = | ↓, n+ 1⟩

になることがわかる。ゆえに，

eitH | ↑, n⟩ = eitH
1√
2
(|Ψn+⟩+ |Ψn−⟩)

=
1√
2
(eitEn+ |Ψn+⟩+ eitEn−|Ψn−⟩)

= e−i(n+ 1
2
)ωt {cos εn| ↑, n⟩ − i sin εn| ↓, n− 1⟩}

まとめると以下のようになる。
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定理 3.2 (ラビ振動) ωa = ωf とする。このとき，次が従う。

eitH | ↑, n⟩ = at| ↑, n⟩+ bt| ↓, n− 1⟩

ここで，

(
at
bt

)
= e−i(n+ 1

2
)ωt

(
cos(gt

√
n+ 1)

−i sin(gt
√
n+ 1)

)
ここで

T =
π

g
√
n+ 1

とする。定理 3.2より，| ↑, n⟩を入力として，右辺を出力とみなせばT 時間ごとに | ↑, n⟩
と | ↓, n−1⟩が交互に出力されることになる。例えば，観測時間をT間隔とすれば，常に

| ↑, n⟩ →

{
| ↑, n⟩
| ↓, n− 1⟩

という遷移が観測できる。まさに量子コンピューターのビットに対応するものである。
光子の吸収と放出の確率を計算しよう。ボルンの確率解釈によれば，時刻 tでΨn(t)

が | ↑, n⟩である確率は

|(⟨↑, n|,Ψn(t))|2 =
1

2
(1 + cos(2tg

√
n+ 1)

一方で，時刻 tでΨn(t)が | ↓, n− 1⟩である確率は

|(⟨↓, n− 1|,Ψn(t))|2 =
1

2
(1− cos(2tg

√
n+ 1)

である。これは，振動数 2g
√
n+ 1/πで，|(⟨↑, n|,Ψn(t))|2と |(⟨↓, n− 1|,Ψn(t))|2が交

互に 1になるといっているので，物理的には光子の吸収 (n−1 → n)と放出 (n → n−1)

を繰り返すことをいっている。まさに，共鳴が起きている。

4 量子コンピューター
量子コンピューターは，量子力学の原理を利用して情報処理を行うコンピューター
の一種である。古典的コンピューターでは，情報は「ビット」と呼ばれる 0または 1の
状態で表現されるが，量子コンピューターでは「量子ビット」または「qubit」と呼ば
れる特殊な量子状態を利用することはすでに述べた。NMRにおけるラビ振動は，磁場
と電磁波によって原子核に起きる現象であるが，ラビ振動による量子ビットの実現は
もう少し人工的な設定で行われる。その結果，量子ビットの状態を制御し，情報処理
や量子ゲート操作を実現することが可能になる。
量子コンピューターを作るためには 2準位状態とそれと相互作用する電磁場が必要
である。候補には，NMRで使った原子核，光子のスピン，電子のスピンなどがあるが，
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図 4: http://www.osaka.jps.or.jp/2008koukai/record/nakahara.pdf

現在では人工原子が使われている。イオンや光子などを量子力学の状態を壊さずに制
御する画期的な手法を開発した業績に対して，2012年度のノーベル物理学賞がワイン
ランドとアロッシュ[6]に授与された。また，人工原子は [17]に詳しい解説がある。
ジョセフソン接合は超伝導現象を利用した電子デバイスの一種で，超伝導体同士を
非常に薄い絶縁体で隔てることによって形成される。図 4を見よ。この接合において，
電子対 (クーパー対という)はトンネル効果を利用して超伝導体間を自由に移動するこ
とができる。これが原子のような振る舞いをするので人工原子と呼ばれている。その
スペクトルは複雑なのだが，下端に孤立した 2つの固有値が現れる。それを 2準位状
態の原子とみなす。ここに電磁場を照射してラビ振動を起こして量子コンピューター
を実現することが試みられている。ただし，想像できるように，この孤立した２つの
固有状態は安定ではない。どれだけの時間安定に保つことができるのか？それが，量
子コンピューター開発の最大の課題になっているようである。

図 5: 廣川真男　九大・卓越共創概論 Iより抜粋
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5 最後に数学の話を少し。。。

5.1 スペクトルゼータ関数とリーマンゼータ関数

図 6: HRabi + g2の固有値 [5]

リーマンゼータ関数

ζR(s) =
∞∑
n=1

1

ns

は数学の世界で最も有名な関数である。リーマンゼー
タ関数のゼロ点 ζ(s) = 0の分布に関する予想はリー
マン予想といわれ，150年以上解かれていない難問で
ある，ミレニアム懸賞問題の一つにもなっている。
h = a†aとおくと，その固有値は {0, 1, 2, . . .}であ
る。リーマンゼータ関数に現れる 1

ns の n( ̸= 0)を hの
固有値とみなすこともできる。

HRabi = ∆σz + gσx(a+ a†) + a†a

としよう。HRabiΨn = EnΨnを考える. ここで，En =

En(g)は n番目 (n = 0, 1, 2, ...)のHRabiの固有値を表
す。さて，ラビ模型の固有値は hの固有値の変形とみなせる。

ζg(s) =
∞∑
n=1

1

Es
n

をスペクトルゼータ関数という。図 6から想像できるように，g → ∞ではHRabiは何
らかの意味で hに近づくことが予想される。実際，

lim
g→∞

(HRabi + g2) =

(
h 0

0 h

)

がレゾルベントの意味で示せる。さらに次が示せる。

lim
g→∞

∞∑
n=1

1

(En + g2)s
= 2ζR(s)

数学者にとって，この定理の証明はさほど困難ではないが，それなりの数学の訓練を
受けていなければ解けない問題である。
g → ∞の挙動に関しては，純粋に数学的な興味だけではなく，物理的な考察もある。
自発的超対称性の破れと g → ∞の挙動に関する興味深い研究が [7]にある。さらに，
その実験的検証が [4]で報告されている。こういう話題を耳にすると，理論も実験も異
常な速さで進んでいることが実感させられる。
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5.2 経路積分

ユニタリー変換を U = e(iπ/4)σy と定義する。このとき

UHRabiU
−1 = a†a+ gσz(a+ a†)−∆σx

=

(
a†a+ g(a+ a†) −∆

−∆ a†a− g(a+ a†)

)
となる。さらに，φg = π−1/4e−|x|2/2 が正の関数なので，dµ(x) = φ2

gdxとおいて，Ug :

L2(R) → L2(R, dµ) を Ugf = φ−1
g f と定義する。そうすると

UgUHRabiU
−1U−1

g =
1

2

(
− d2

dx2
+ x

d

dx

)
+ gσz

√
2x−∆σx (5.1)

Z2 = {−1,+1}とおく。ハミルトニアン (5.1)をスカラー関数に変換する。そのために，
C2 ⊗ L2(R) を次と同一視する。

C2 ⊗ L2(R) = L2(R× Z2, dµ) =

{
f = f(x, σ)

∣∣∣∣∣∑
σ∈Z2

∫
|f(x, σ)|2dµ(x) < ∞

}

同一視の仕方はC2 ⊗ L2(R) ∋

(
f+(x)

f−(x)

)
7→ f(x, σ) ∈ C2 ⊗ L2(R)である。そうすると

Hf(x, σ) =

{
1

2

(
− d2

dx2
+ x

d

dx

)
+ g

√
2σx

}
f(x, σ)−∆f(x,−σ), σ ∈ Z2

となる。以下で，HRabiの代わりに Hを考える。h = 1
2

(
− d2

dx2 + x d
dx

)
とおく。(Xt)t≥0

は確率空間 (X ,B, P x)上のオーレンシュタイン-ウーレンベック (OU)過程といわれる
ものである。 ∫

EPx [Xt] dµ(x) = 0,

∫
EPx [XtXs] dµ(x) =

e−|t−s|

2
.

ここで EQ [· · · ] は期待値を表す。次が成り立つ。

(f, e−thg)C2⊗L2(R) =

∫
EPx

[
f(X0)g(Xt)

]
dµ(x).

また，(Nt)t≥0 を確率空間 (X ′,B′, ν)上のポアソン過程とする。このとき，次を満たす。

Eν [1lNt=n] =
tn

n!
e−t, n ≥ 0.

{−1, 1}に値をとる確率過程 σtを次で定める。

σt = (−1)Ntσ σ ∈ Z2∑
σ∈Z2

∫
EPxEν [· · · ] dµ(x) = E [· · · ]とする。
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定理 5.1 (ラビハミルトニアンの経路積分表示 [8]) 次が成り立つ。

(f, e−tHg)C2⊗L2(R) = etE
[
f(X0, σ0)g(Xt, σt)e

−g
√
2
∫ t
0 σsXsds∆Nt

]
本来のHは行列係数であったが，右辺の積分核がスカラーであることが非自明な特徴
である。この定理により，Hの固有値の様子を調べることができる。

系 5.2 ([8]) 図 3で一番エネルギーの低いスペクトル曲線は他のスペクトル曲線と交
わらない。

この系により，例えば，人工原子で量子コンピュータを構成した場合，孤立した２つ
の準位状態は互いに縮退することなく安定であることがわかる。

A 自己共役作用素のスペクトル分解定理
Aをエルミート行列とする。エルミート行列は自己共役作用素の有限次元版である
ことを注意しておく。U∗U = UU∗ = Eとなる行列で

A = U

( λ1 ··· 0

...
0 ··· λn

)
U∗

とできる。Aは次のように分解できる.

A =
n∑

j=1

λjEj

ここで

Ej = U

j

j

0 . . . 0
... 1

...

0 . . . 0

 U∗

これはE∗
j = Ej, EjEi = δijEjを満たす。

Am =
n∑

j=1

λm
j Ej

αA =
n∑

j=1

αλjEj

となるから, 一般に P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0とすれば

P (A) =
n∑

j=1

P (λj)Ej
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がわかる. そこで関数 f : C → Cに対して f(A)を

f(A) =
n∑

j=1

f(λj)Ej

と定める. 例えば t ∈ Rとして e−itA =
∑n

j=1 e
−itλjEjと定義する. A =

∑n
j=1 λjEjを積

分の形で表してみよう. λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λnとして

E(λj) =

j∑
i=1

Ei

と定める. これはE(λj)
2 = E(λj)を満たす. さらに, 次のように連続パラメター λへ拡

張する.

Eλ =


0 λ < λ1

E(λj) λj ≤ λ < λj+1, 1 ≤ j ≤ n

1l λ > λn

同様にE2
λ = Eλも示せる。λ ↑のときEλ ↑だから増大列ができたことになる. また, 右

連続性Eλ+0 = Eλも自明である。さらに λ ≤ µ =⇒ EλEµ = Eλ が確かめられる。λ1

より λが小さければEλ = 0であり, λnより大きければEλ = 1lになる。 さらにEλが
不連続的に飛躍する点はAの固有値であり, Eλが不変な区間は固有値が含まれない区
間である。x, y ∈ Cnとして∆j = (x,E(λj)y)− (x,E(λj−1)y)とすれば

(x,Ay) =
n∑

j=1

λj(x,Ejy) =
n∑

j=1

λj∆j

と表せるから, 形式的に d(x,Eλy)を用いて

(x,Ay) =

∫ ∞

−∞
λd(x,Eλy)

と表せるだろう。 これを思い切って

A =

∫ ∞

−∞
λdEλ

と書き表して, Aのスペクトル分解という。(x, f(A)y) =
∑n

j=1 f(λj)∆jだったから, 形
式的な積分の記号で

(x, f(A)y) =

∫ ∞

−∞
f(λ)d(x,Eλy)

となる。ここまではエルミート行列の話だが，ヒルベルト空間上の自己共役作用素 T

はいつでも

T =

∫
λdEλ

という表式をもつことが，1927年にフォン・ノイマン [15]によって示されている。こ
の表式を使えば，f(T ) =

∫
f(λ)dEλと定義できるのである。
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