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1 一般化された spin-Feynman-Kac-Itô 公式
場の量子論を確率解析的に研究するための一つの方法が Feynman-Kac 公式の応用である.

Hamiltonian H の生成する熱半群 e−tH の期待値をパス上の測度で表現して, H の固有ベクト
ルやH自身のスペクトルを調べるのである. 何故 Feynman-Kac 公式の応用なのかといわれれ
ば, その理由の一つが, 場の量子論に現れるHamiltonian (自己共役作用素)は, 普通の摂動理論
が使えないからである.

2007年にWien 大学の Pauli 研究所で集中講義をする機会があり, それを契機に, ここで紹
介する研究が始まった. 実は場の量子論に行く前に, まず有限自由度空間の Feynman-Kac 公式
を構成しておく必要がある. 当初, 典型的な Feynman-Kac 公式は知っていたのだが, 生成子の
自己共役作用素にスピンが存在したり, 相対論的 Schrödinger 作用素のように non-local だった
りする場合には, あまり研究されていないような気がした. しかし, 最終的には, 下から有界な
Schrödinger 型作用素 Hp の生成する熱半群 e−tHpの Feynman-Kac 公式は, cádlágパス空間上
に, ほとんどの場合, 構成できることがわかった. その結果, 場の量子論への応用もある程度ま
で出来るようになった.

このアブストラクトでは, はじめにH-Ichinose-Lőrinczi [HIL12, HIL13] (一般化されたFK 型
汎関数積分表示)を紹介し, 次に 2002年頃までの場の量子論の研究 [Hir04, Hir05b, LHB11]を復
習し, Gérard-H-Panatti-Suzuki[GHPS09]-[GHPS12b](多様体上の場の量子論), H [Hir14a](non-

local な模型のGibbs 測度), Hirokawa-H-Lőrinczi [HHL14](SB模型のGibbs測度), Gubinelli-H-

Lőrinczi [GHL13](UVくりこみ) の結果を紹介する.

1.1 Schrödinger 作用素とFeynman-Kac 公式

自己共役で下から有界な Schrödinger 作用素

Hp = −1

2
∆ + V (1.1)

の生成する熱半群 e−tHp を Brown 運動 (Bt)t≥0 で表すのがいわゆる Feynman-Kacの公式であ
る. 以降, 定義域の議論を避けるために何も言及しないときは V ∈ C(Rd) ∩ L∞(Rd)と仮定す
る. また, (Bt)t≥0は (X ,B,W )上の d-次元 Brown 運動を表す. ここで, X = C([0,∞);Rd)
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で W はWiener 測度. Schrödinger 作用素 Hp の生成する熱半群の期待値 (f, e−tHpg)は次の
Feynman-Kacの公式で与えられる.

(f, e−tHpg) =

∫
Rd

dxEx
W

[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)ds

]
(1.2)

(1.2)の表示から熱半群 e−tHpの性質や,またHpのスペクトルなど様々なことが分かる. 一度, 経
路積分表示が出来てしまえば, 逆に (1.2)の右辺が有界になるような V のクラスを設定し, (1.2)

の右辺から決まる対称なC0半群の自己共役な生成子としてHpを定義することも出来る. そのよ
うなV の例としてKatoクラスやStummelクラスなどがよく知られている. (1.2)を, C2⊗L2(Rd)

上の, ベクトル場 a = (a1, · · · , ad) を含むスピン 1/2相対論的 Schrödinger 作用素√
(σ · (p− a))2 +m2 −m+ V (1.3)

に拡張したい. ここで, p = (−i∂1, · · · ,−i∂d). Hpと異なるところは, ベクトル場 aの存在, スピ
ンを表す 2× 2Pauli 行列 σ = (σ1, σ2, σ3),

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ1 =

[
0 −i

i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]
,

の存在, そして√ の存在であるが, 伊藤積分, ポアソン過程, subordinator を組み合わせること
で公式を得ることができる. さらに, (1.3)を一般的化することができる.

1.2 Bernstein 関数と subordinator

Non-localな作用素である相対論的 Schrödinger 作用素 (1.3) の経路積分表示を構成したい.

(1.3)は h2(a) =
1
2
(σ · (p − a))2 をもちいてΨ(h2(a)) + V , Ψ(u) =

√
2u+m2 −m, と表せるこ

とに注意しよう. ΨはBernstein 関数とよばれている.

B =

{
f ∈ C∞((0,∞))

∣∣∣∣ f(x) ≥ 0, (−1)n
(
dnf

dxn

)
(x) ≤ 0, ∀n ∈ N

}
とする. B に含まれる関数をBernstein 関数という. 部分集合B0を次で定める.

B0 =

{
f ∈ B

∣∣∣∣ limu→0+
f(u) = 0

}
.

Bernstein関数は正の単調増加関数で上に凸な関数 (concave)である. B0の典型的な例はΨ(u) =√
2u+m2−m, Ψ(u) = cuα, c ≥ 0, α ∈ (0, 1],やΨ(u) = 1−e−au, a ≥ 0である. L をB(R\{0})
上の測度 λで次を満たすもの全体とする. (1) λ((−∞, 0)) = 0, (2)

∫
R\{0}(y ∧ 1)λ(dy) < ∞.

λ ∈ L は
∫
R\{0}(y

2 ∧ 1)λ(dy) < ∞ を満たすので Lévy 測度の一種である.

命題 1.1 (Bernstein 関数の特徴付け) Bernstein 関数 Ψ ∈ B0 に対して, (b, λ) ∈ R+ × L で

Ψ(u) = bu+

∫ ∞

0

(1− e−uy)λ(dy) (1.4)

を満たすものが存在する. 逆に, 任意の (b, λ) ∈ R+ × L に対して (1.4) の右辺は B0 に含まれ
る関数になる.
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確率空間 (Xν ,Bν , ν)上の確率過程 (Tt)t≥0が次を満たすとき subordinatorとよばれる. (1) (Tt)t≥0

は ゼロから出発する 1次元 Lévy過程, (2) t 7→ Tt は非減少 a.s. Subordinatorはもちろん Lévy

過程なのでマルコフ過程である. S を subordinator 全体の集合とする. 次の命題は基本的であ
る.

命題 1.2 (Subordinatorの特徴付け) (Xν ,Bν , ν)を確率空間とし, Ψ ∈ B0とする. このとき
(Tt)t≥0 ∈ S で Eν [e

−uTt ] = e−tΨ(u)を満たすものが一意的に存在する. 逆に (Tt)t≥0 ∈ S としよ
う. このときΨ ∈ B0で Eν [e

−uTt ] = e−tΨ(u) を満たすものが存在する.

命題 1.1, 1.2 から S , B0, R+ × Lは,
S ⇐⇒ B0 ⇐⇒ R+ × L

(Tt)t≥0 ⇐⇒ Ψ ⇐⇒ (b, λ)
のように同一視

することができる. 記号 TΨ
t ∈ S は Ψ ∈ B0 に対応する subordinatorを表すものとする.

Eν [e
−Ttu] = e−tΨ(u)を右から左に読んで, uが Schrödinger 作用素 hと思えば e−tΨ(h)の経路積分

表示はランダムな時間 Ttを導入して, e−Tthの Ttに関する期待値をとることで実現できること
がわかる. 実際, このアイデアで non-localな場合の Schrödinger 熱半群の経路積分表示が構成
できる.

1.3 ベクトルポテンシャルと一般化されたスピン

ベクトルポテンシャル a = (a1, ..., ad) の各成分 aµ は実数値関数とする. 次の条件を導入
する. (A1) a ∈ (L2

loc(Rd))d, (A2) a ∈ (L2
loc(Rd))d, ∇ · a ∈ L1

loc(Rd), (A3) a ∈ (L4
loc(Rd))d,

∇ · a ∈ L2
loc(Rd), (A4) d = 3, a ∈ (L4

loc(R3))3, ∇ · a ∈ L2
loc(R3) かつ ∇× a ∈ (L2

loc(R3))3. 条件
(A1)は Schrödinger作用素 1

2
(p−a)2を 2次形式で定義するのに必要な条件である. 条件 (A2)は

Feynman-Kac-Itô公式のために必要になる. 条件 (A3)1は 1
2
(p−a)2 = 1

2
(p2−p·a−a·p+|a|2)と定

義するときに有用な条件である. 条件 (A4)はスピンをもつSchrödinger作用素を 1
2
(σ ·(p−a))2 =

1
2
(p2 − p · a− a · p+ |a|2)− 1

2
σ · (∇× a) と定義するときに有用な条件である. スピン 1/2をもっ

た Schrödinger 作用素 1
2
(σ · (p− a))2 を 2次形式で定義しよう. (A1)を仮定して, 二次形式 q2を

次で定める.

q2(f, g) =
3∑

µ=1

(σµDµf, σµDµg), Dµ = −i∂µ − aµ. (1.5)

定義域はQ(q2) = {f ∈ L2(R3;C2) |σµDµf ∈ L2(R3;C2), µ = 1, 2, 3}. 2次形式 q2 は非負な閉
2次形式になるので, (h2(a)f, g) = q2(f, g), f ∈ D(h2(a)), g ∈ Q(q2) を満たす自己共役作用素
h2(a) がただ一つ存在する. ここで, 定義域はD(h2(a)) = {f ∈ Q(q2) | q2(f, ·) ∈ L2(R3;C2)′}.
スピンがない場合は h(a)と表すことにする. h2(a)はC2値関数空間上に作用する自己共役作用
素なので, 例えば h2(a) + V が生成する熱半群の経路積分表示をトロッタ積公式を用いて直接
求めても, 積分核はもちろん 2 × 2行列の無限積のようなものになり, あまり興味がわかない.

そこで, Z2 = Z/2Z = {±1}として, h2(a) を L2(R3 × Z2)上の作用素へユニタリー変換する.

L2(R3 × Z2)上に作用する作用素 hZ2を次で定める.

(hZ2f)(x, θ) =

(
1

2
(p− a)2 − 1

2
θb3(x)

)
f(x, θ)− 1

2

(
b1(x)− iθb2(x)

)
f(x,−θ). (1.6)

1このアブストラクトでは (A3)はここ以外では現れない.
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ここで (b1, b2, b3) = ∇× a. 可閉作用素 hZ2⌈C2⊗C∞
0 (R3) の閉拡大も同じ記号で書くことにする.

命題 1.3 (ユニタリー同値性) 条件 (A4)を仮定する. このとき hZ2 は ℓ2(Z2) ⊗ D(h)上で自己
共役で ℓ2(Z2)⊗ C∞

0 (R3)上で本質的自己共役になる. さらに h2(a) ∼= hZ2が従う.

以降 hZ2を混乱のない限り h2(a)と書くことにする. 次にスピンを一般化する. 自己共役作用
素 h2(a) を 3次元から d次元へ, また Z2 → Zpへ一般化する. Zp = {θ(p)1 , ..., θ

(p)
p } を 1の原始 p

乗根の集合とする. ここで θ
(p)
α = exp

(
2πiα

p

)
, α ∈ N. 以下で p ≥ 2を固定し θ

(p)
β を簡単に θβ

と書くことにする. ℓ2(Zp) = {f : Zp → C} にスカラー積 (f, g)ℓ2(Zp) =
∑p

β=1 f(θβ)g(θβ) を導入
する. スピン Zpをもった Schrödinger 作用素 を定義しよう.

定義 1.4 (一般化されたスピン作用素) [HIL12]

(1) (対角部分) U : Rd × Zp → R は maxθ∈Zp |U(x, θ)| が−∆/2に相対有界な掛け算作用素と
する.

(2) (非対角部分) Wβ : Rd ×Zp → C, 1 ≤ β ≤ p− 1, はmaxθ∈Zp |Wβ(x, θ)| が−∆/2に相対有
界となる掛け算作用素とする. Uβ : Rd × Zp → C を次で定める.

Uβ(x, θα) =
1

2

(
Wβ(x, θα+β) +Wp−β(x, θα)

)
, α = 1, ..., p, β = 1, ..., p− 1. (1.7)

(3) (一般化されたスピン作用素) M = M(U,U1, · · · , Up−1) : L
2(Rd × Zp) → L2(Rd × Zp),

M : f(x, θα) 7→ U(x, θα)f(x, θα) +

p−1∑
β=1

Uβ(x, θα)f(x, θα+β) (1.8)

を一般化されたスピン作用素とよぶ.

以下でup(x) = max
θ∈Zp

|U(x, θ)|. そしてuβ(x) = max
θ∈Zp

|Uβ(x, θ)|, β = 1, ..., p−1とおく. また,定数

cβを ∥Uβf∥ ≤ cβ∥(−∆/2)f∥+ bβ∥f∥ で定める. 条件 (A1)のもと hp = hp(a, U, U1, · · · , Up−1) =

1l⊗ h(a) +M とおく. 形式的に hpは

(hpf)(x, θα) =

(
1

2
(p− a(x))2 + U(x, θα)

)
f(x, θα) +

p−1∑
β=1

Uβ(x, θα)f(x, θα+β) (1.9)

となる. 以下では U , Uβ を一つ固定する.

定理 1.5 条件 (A2)を仮定する.
∑p

β=1 cβ < 1としよう. このとき hp は ℓ2(Zp) ⊗ D(h)上で
自己共役 で下から有界である. さらに 1l ⊗ h(a)の任意の芯上で本質的自己共役 である. 特に
ℓ2(Zp)⊗ C∞

0 (Rd) は hpの芯である.

定義 1.6 (一般化された Schrödinger 作用素) [HIL13] 条件 (A2)と
∑p

β=1 cβ < 1を仮定す
る. Mは (1.8)の一般化されたスピン, Ψ ∈ B0 とし hp = hp − infσ(hp) とおく. このとき
hΨ
p = Ψ

(
hp

)
+ V を一般化された Schrödinger 作用素という.

命題 1.7 条件 (A2) を仮定し
∑p

β=1 cβ < 1とする. もしΨ ∈ B0ならば, ℓ2(Zp) ⊗ C∞
0 (Rd) は

hΨ
p の芯である.
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1.4 一般化された spin-Feynman-Kac-Itô公式

ここでは hΨ
p が生成する熱半群 e−thΨ

p の経路積分表示を構成する. そのために p − 1個の独
立なポアソン過程を用意する. (Nβ

t )t≥0, β = 1, ..., p − 1, は (Xµ,Fµ, µ)上の p − 1個の独立な

intensity１をもつポアソン過程とする. 即ち µ(Nβ
t = n) =

tn

n!
e−t. さらに, Lévy 過程 (Nt)t≥0

をNt =
∑p−1

β=1 βN
β
t によって定める. BN

t = σ(Ns, s ≤ t) とする. このときNt は BN
t に関して

マルコフ過程である. Eµ[f(Nt + α)] を Eα
µ[f(Nt)]と書こう. また dNβ

s を (Nβ
t )t≥0に付随した

counting測度とすれば
∫ w+

v
g(Ns−)dN

β
s =

∫
(v,w]

g(Ns−)dN
β
s =

∑
v<r≤w

N
β
r+ ̸=N

β
r−

g(Nr−) となる. よっ

て Eµ

[∫ w+

v
g(Ns−)dN

β
s

]
= Eµ

[∫ w

v
g(Ns)ds

]
がわかる.

定理 1.8 (一般化された spin-Feynman-Kac-Itô公式) [HIL12] Ψ ∈ B0としよう. TΨ
t の R

上の分布を ρ(·, t)とする. uβ ∈ L∞(Rd), β = 1, ..., pとし, 条件 (A2)を仮定する. さらに∫
R
drρ(r, t)

∫ r

0

ds

∫
Rd

dy
e−|x−y|2/(2s)

(2πs)d/2
| log uβ(y)| < ∞, β = 1, ..., p− 1 (1.10)

が成立しているとする. このとき

(f, e−thΨ
p g) =

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0
W×µ×ν

[
e(p−1)TΨ

t f(B0, θN0)g(BTΨ
t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ
]
. (1.11)

ここでS Ψ = S Ψ
V + S Ψ

a + S Ψ
S は ξ = infσ(hp) (infσ(hp) < 0), ξ = 0(infσ(hp) > 0)として

S Ψ
V = −

∫ t

0

V (BTΨ
s
)ds, S Ψ

a = −i

∫ TΨ
t

0

a(Bs) ◦ dBs,

S Ψ
S = −

∫ TΨ
t

0

(
U(Bs, θNs)− ξ

)
ds+

p−1∑
β=1

∫ TΨ
t +

0

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s .

1.5 スピン1/2相対論的Schrödinger 作用素

スピン 1/2相対論的 Schrödinger 作用素の経路積分表示を考えよう2. d = 3, p = 2とする.

W1(x, θ) = −1
2
(b1(x) + iθb2(x)), θ ∈ Z2 と定めれば θ1 = −1, θ2 = 1 となり, また (1.7) か

ら非対角部分は U1(x, θ) = 1
2
(W1(x, θθ1) + W1(x, θ)), θ ∈ Z2 がわかる. またW1(x, θθ1) =

−1
2
(b1(x)− iθb2(x)) = W1(x, θ)となるので非対角部分はU1(x, θ) = −1

2
(b1(x)− iθb2(x))となる.

一方で対角部分は U(x, θ) = −1
2
θb3(x)である. これはまさに (1.6)で与えたものに他ならない.

よって θα = θ
(2)
α , α = 1, 2, かつ θ1 = −1, θ2 = +1. 相対論的 Schrödinger 作用素は L2(R3;C2)

上に
H =

√
(σ · (p− a))2 +m2 −m+ V, m ≥ 0, (1.12)

2物理の文献 [ARS91]では, 経路積分表示が構成されている.
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で与えられる. 条件 (A4) を仮定しよう. このとき (1.12) は
√
2h+m2 −m + V にユニタリー

同値である. ここで h はL2(R3 ×Z2) 上に (1.6) で定義される. 今までの記号 hΨ
p を使えばHは

H = hΨ
2 (a,−

1

2
θb3,−

1

2
(b1 − iθb2), V ) (1.13)

と表される. ここで, Ψ(u) =
√
2u+m2 −m.

定理 1.9 (スピン1/2相対論的Schrödinger作用素の spin-Feynman-Kac-Itô公式) [HIL13]

条件 (A2) と以下の (1)-(4)を仮定する.

(1) V は
√
−∆+m2 に相対有界でその相対閾値A < 1.

(2) −1
2
bj, j = 1, 2, 3, は−∆/2 に相対有界でその相対閾値 κj ≥ 0.

(3) A (1− (κ1 + κ2 + κ3))
−1/2 < 1.

(4)

∫
R3

| log(1
2

√
b1(y)2 + b2(y)2)|
2π|x− y|

dy < ∞ a.e.x ∈ R3.

このとき (1.13)のH は ℓ2(Z2)⊗ C∞
0 (R3)上で本質的自己共役で

(f, e−tHg) =
∑
α=1,2

∫
R3

dxEx,α,0
W×µ×ν

[
eT

Ψ
t f(B0, θN0)g(BTΨ

t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ
]

(1.14)

が成立する. ここでS Ψ = S Ψ
V + S Ψ

a + S Ψ
S は

S Ψ
V = −

∫ t

0

V (BTΨ
s
)ds, S Ψ

a = −i

∫ TΨ
t

0

a(Bs) ◦ dBs,

S Ψ
S =

∫ TΨ
t

0

1

2
b3(Bs)θNsds+

∫ TΨ
t +

0

log

(
1

2

(
b1(Bs)− iθNs−b2(Bs)

))
dNs

で与えられる.

この経路積分をつかって, Lieb-Thirring bound [HIL13], 固有状態の空間的減衰性 [HL12]が
示せる.

1.6 P (ϕ)1過程

ここで説明する P (ϕ)1過程は, Ornstein-Uhlenbeck過程の一般化である. まずは,自己共役作
用素の基底状態の定義を与える.

定義 1.10 (基底状態)自己共役作用素Kのスペクトルの下限を Eとかく. m = dimKer(K−E)

とおく. m ≥ 1となるときKの基底状態は存在するといい, m = 1のときKの基底状態は一意
的に存在するという. また m = 0のとき Kの基底状態は存在しないという.
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Hp は正規化された基底状態φp > 0をもつと仮定する. Hpφp = Epφpとして, Hp = Hp −Ep

とおく. 基底状態が正規化されているので dN0 = φ2
p(x)dx は Rd 上の確率測度になる. U :

L2(Rd, dN0) → L2(Rd, dx), f 7→ φpf を基底状態変換という3. 基底状態変換はユニタリー変換
である. 基底状態変換した自己共役作用素を

Lp = U −1HpU =
1

φp

(Hp − Ep)φp, D(Lp) = {f ∈ L2(Rd, dN0) |U f ∈ D(Hp)} (1.15)

で定義する. −∆に付随した拡散過程が Brown 運動であるように, Lp に付随した拡散過程
(Xt)t≥0が存在する. 形式的には次のように考える. Lpf = −1

2
∆f −∇ logφp · ∇f なので確率微

分方程式 (SDE)

dXt = ∇ logφp(Xt)dt+ dBt, X0 = x (1.16)

の解 (Xx
t )t≥0 は Itôの公式から EW [f(Xx

t )] =
(
e−tLpf

)
(x) を満たす.

定理 1.11 (P (ϕ)1過程の存在) [GHPS12b] V は Kato分解可能で, Hp は基底状態 φp > 0をも
ち. Lp = U −1HpU をその基底状態変換とする. Xt は (X ,B)上の座標過程 Xt(w) = w(t) と
する. このとき (X ,B) 上に確率測度 N x

0 で以下を満たすものが存在する.

(初期分布) N x
0 (X0 = x) = 1.

(鏡映対称性) (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は独立でX−t
d
= Xt.

(マルコフ性) フィルトレーションを B+
t = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), B−

t = σ(Xs, t ≤ s ≤ 0)と定義す
る. このとき (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は (F+

t )t≥0 と (F−
t )t≤0に関して各々拡散過程である. i.e.,

s, t ≥ 0に対して

ENx
0
[Xt+s|F+

s ] = ENx
0
[Xt+s|σ(Xs)] = ENXs

0
[Xt],

ENx
0
[X−t−s|F−

−s] = ENx
0
[X−t−s|σ(X−s)] = ENX−s

0

[X−t].

ここで ENXs
0
は EN y

0
で y = Xsとしたもの. さらにR ∋ t 7→ Xt ∈ Rd が a.s.に連続.

(シフト不変性) −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn < ∞とする. このとき∫
Rd

ENx
0

[
n∏

j=0

fj(Xtj)

]
dN0 = (f0, e

−(t1−t0)Lpf1 · · · e−(tn−tn−1)Lpfn)L2(Rd,dN0).

ここで f0, fn ∈ L2(Rd, dN0), fj ∈ L∞(Rd), j = 1, ..., n− 1. 特にシフト不変になる.∫
Rd

ENx
0

[
n∏

j=1

fj(Xtj)

]
dN0 =

∫
Rd

ENx
0

[
n∏

j=1

fj(Xtj+s)

]
dN0, s ∈ R.

確率空間 (X ,B,N x
0 )上の座標過程 Xt を P (ϕ)1 過程という. X × Rd 上の確率測度 dN0 =

dN0 ⊗ dN x
0 をつかって次を得る.

系 1.12 (P (ϕ)1-Feynman-Kac 公式) Hpは φp > 0なる基底状態をもつと仮定する. f, g ∈
L2(Rd, dN0)とする. このとき

(f, e−tLpg)L2(Rd,dN0) = (fφp, e
−t(Hp−E)gφp)L2(Rd) = EN0 [f̄(X0)g(Xt)]. (1.17)

3 確率論では Doobの h-変換として知られている.
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2 FKN 型汎関数積分表示の場の量子論への応用～Nelson 模型
ここから Nelson 模型を例にして場の量子論について説明する. Nelson 模型は 1964年に E.

Nelson [Nel64a, Nel64b]が導入した模型である. 物理的には, 核子 (フェルミオン)と中間子 (ボ
ゾン)の非相対論的な相互作用を表す. Nelsonはこの論文でくりこみ理論を展開した. Nelson模
型は最も単純な場の量子論の模型のひとつで, 1964年から現在まで研究が続けられている. 1964

年から 1970年頃にかけてはmassive な場合の研究が進み, 1990年代中盤から 2000年頃にかけ
てはmasslessな場合の研究が進んだ. その後現在に至るまで, 漸近完全性, 基底状態, enhanced

binding, 多様体上への拡張, くりこみ理論などが研究されている.

2.1 Nelson 模型～2002年頃

はじめに, 道具を定義し 2002年頃までの結果を復習する.

定義 2.1 (Gauss 超過程) (ϕ(f), f ∈ E ) が確率空間 (Q,Σ, µ) 上の E を指数に持つGauss 超過
程であるとは次を満たすことである.

(1) ϕ(f) : Q → Rは (Q,Σ, µ)上のGauss過程で平均ゼロ,共分散がEµ[ϕ(f)ϕ(g)] =
1
2
(f, g)E .

(2) ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g), α, β ∈ R.

(3) Σ は {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

Gauss 超過程の存在は知られている. L2(Q) = L2(Q,Σ, µ)とおく. いま, E を実 Hilbert空
間とする. L2(Q) と フォック空間 F (EC)はユニタリー同値になることが知られている. ここ
で EC は E の複素化である. ω̂ =

√
−∆とする. 量子場の自由 Hamiltonian Hf は Hf1l = 0,

Hf :
∏n

j=1 ϕ(fj) :=
∑n

j=1 :ϕ(f1) · · ·ϕ(ω̂fj) · · ·ϕ(fn) : で定義する. これは ω̂のと第 2量子化と呼
ばれる. 次に相互作用項を定義する. φ̃ = (φ̂/

√
ω)∨とする. L2(Q) 上の作用素HIを次で定義

する.

HI =

∫ ⊕

Rd

ϕ(φ̃(· − x))dx.

つまりHI : F (x, ϕ) 7→ ϕ(φ̃(· − x))F (x, ϕ)となるかけ算作用素. Hilbert空間 L2(Rd)⊗L2(Q)上
のNelson Hamiltonian を

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI (2.1)

で定義する. Hpの作用する Hilbert 空間 L2(Rd)を基底状態変換する. 基底状態変換は Uφp :

L2(Rd, dN0) → L2(Rd, dx), f 7→ φpf だった. P0 = N0 × µ とおけば, これはRd ⊗Q上の確率測
度になる. 簡単のために L2(Rd × Q, dP0) を L2(P0), L

2(Rd, dN0)を L2(N0) で表す. L2(P0) 上
のNelson Hamiltonian を

L = Lp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI (2.2)

で定義する. もちろん, Hと Lはユニタリー同値である.

半群 e−tH の Feynman-Kac-Nelson(FKN)型汎関数積分表示を求めよう. ここでは Brown

運動による構成と, P (ϕ)1過程による構成を紹介する. ϕE(F ) は F ∈ L2
R(Rd+1)を指数に持つ
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(QE,ΣE, µE)上の Gauss 超過程とする. 構成の仕方は ϕ(f)と全く同じである. 違うのは次元
が d + 1次元に変ったところだけである. これを Euclid場という. jt : L

2(Rd) → L2(Rd+1)で
任意の t, s ∈ Rに対して, j∗sjt = e−|t−s|ω̂ となる等長作用素が存在する. Jt : L

2(Q) → L2(QE)

を Jt1l = 1lE, Jt : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=: ϕE(jtf1) · · ·ϕE(jtfn) : で定義する. 恒等式 j∗sjt = e−|t−s|ω̂ か
ら J∗tJs = e−|t−s|Hf が従う. F,G ∈ L2(Q) とし t ≥ 0とする. このとき (F, e−tHfG)L2(Q) =

(J0F, JtG)L2(QE) となる.

定理 2.2 (Brown 運動による FKN 型汎関数積分表示) F,G ∈ L2(Rd) ⊗ L2(Q)とする. こ
のとき,

(F, e−tHG)L2(Rd)⊗L2(Q) =

∫
Rd

dxEx
W

[
e−

∫ t
0 V (Bs)ds

(
J0F (B0), e

−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Bs)ds)JtG(Bt)

)]
.

ここで F,G ∈ L2(Rd)⊗ L2(Q) は L2(QE)値 L2 関数とみなされている.

(P (ϕ)1過程による FKN 型汎関数積分表示) F,G ∈ L2(P0)とする. このとき,

(F, e−tLG)L2(P0) = EN0

[(
J0F (X0), e

−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Xs)ds)JtG(Xt)

)]
.

Lの固有ベクトルを解析するために, FKN 型汎関数積分表示を使う. L が至るところ正な基
底状態 Ψg を一意的にもつと仮定する. このとき ∥e−TL1l∥−1e−TL1l → Ψg (T → ∞). ここで
1l ∈ L2(P0). よって Ψg の性質を調べる処方箋の一つがΨT

g = ∥e−TL1l∥−1e−TL1l の極限の解析で
ある.

系 2.3 (Brown 運動による真空期待値) f, g ∈ L2(Rd)とする. このとき T > 0に対して

(f ⊗ 1l, e−THg ⊗ 1l)L2(Rd)⊗L2(Q) =

∫
Rd

dxEx
W

[
e−

∫ T
0 V (Bs)dsf(B0)g(BT )e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Bs−Bt,s−t)

]
.

(P (ϕ)1過程による真空期待値)(
1l, e−TL1l

)
L2(P0)

= EN0

[
e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)

]
.

ここで

W (x, t) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|dk. (2.3)

(2.3)はNelson模型に付随するペアポテンシャルといわれ,
∫ T

0
ds
∫ T

0
dtW (Xs −Xt, s − t)はペ

ア相互作用と言われる. ΨT
g は T → ∞で形式的に基底状態に収束するように見える. そこで

γ(T ) = (1l,ΨT
g )

2 =
(1l, e−TL1l)2

(1l, e−2TL1l)
(2.4)

とする. 次の命題は基底状態の存在・非存在を示すときに有用である.

命題 2.4 (基底状態の存在・非存在の必要十分条件) lim
T→∞

γ(T ) = aとする. a > 0ならば H の

基底状態は存在し, a = 0なら基底状態は存在しない.
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P (ϕ)1過程 (Xt)t∈Rの性質から

γ(T ) =
EN0

[
e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)

]
EN0

[
e

1
2

∫ 0
−T ds

∫ 0
−T dtW (Xs−Xt,s−t)

]
EN0

[
e

1
2

∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW (Xs−Xt,s−t)

]
=

EN0

[
e

1
2

∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW (Xs−Xt,s−t)e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)

]
EN0

[
e

1
2

∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW (Xs−Xt,s−t)

]
= ENT

[e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)]

となる. NT は有限体積Gibbs測度と言われる. これを上下から評価して基底状態の存在・非
存在を示す. 量子論では素粒子は点と考えられるので, φ(x) = δ(x)とみなされる. これは∫
Rd

|φ̂(k)|2
ω(k)

dk = ∞, (φ̂(k) = (2π)−d/2) を意味する. これを紫外発散という. 数学的に厳密にH

を定義するためには φ̂ に ∥φ̂/
√
ω∥ < ∞ なる条件を取りあえず仮定する必要がある. その結

果HI がF 上の作用素として意味をもつ. もう一つの発散が赤外発散である. φ̂(k) = (2π)−d/2

(|k| < ε)としよう. この場合
∫
|k|<ε

|φ̂(k)|2
ω(k)3

dk = ∞, (d ≤ 3) となる. これを赤外発散という. 基底
状態の存在・非存在の議論で最も重要な記号

IIR =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk (2.5)

を導入する. 物理的な理解ではHの基底状態Ψgのボゾン数の期待値は (Ψg, NΨg) ≈ IIR のよ
うに予想され, IIR < ∞のときは, 基底状態が存在し, 一方 IIR = ∞ のときは, 基底状態に運
動量の小さなボゾンが沢山まとわりつき, 結局H の 基底状態が存在しないと考えられている.

IIR < ∞ を赤外正則条件といい, IIR = ∞ を赤外特異条件という. Σp を Hpの本質的スペクト
ルの下限とする.

定理 2.5 (基底状態の存在) [Spo98] IIR < ∞ を仮定し, Σp − Ep >

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
|k|2

2ω(k) + |k|2
dk

とする. このとき H の基底状態が存在する. 特に, φ̂(k) = g1l{κ<|k|<Λ} で g ∈ Rと仮定し, σ(Hp)

は離散固有値だけからなるとき, 任意の g ∈ Rに対して, H は一意的な基底状態をつ.

赤外正則条件 IIR < ∞ でH の基底状態は存在したが, これから述べる定理 2.6 の条件下では
赤外特異条件 IIR = ∞ が成立する.

定理 2.6 (基底状態の非存在) [LMS02] d = 3, φ ≥ 0 (φ ̸≡ 0)とし V (x) ≥ C|x|2β, β > 0, とす
る. このときHの基底状態は存在しない.

Nelson模型の基底状態の存在・非存在は [Ara01, AHH99, BFS98, DG04, Ger00, Hir03, HHS05,

HS08, HS15, Sas05]にある.
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2.2 時間的に不変なLorentz 多様体上のNelson 模型

時間的に不変な Lorentz 多様体上にNelson Hamiltonian を定義できる. このとき, 粒子部分
Hp は−

∑3
i,j=1

1
c(x)

∂iA
ij(x)∂j

1
c(x)

+ V に置換えられ, dispersion relation は

ω =
√
−∆ →

(
−

3∑
i,j=1

∂ia
ij(x)∂j +m2(x)

)1/2

(2.6)

に置換えて定義される. 重要なことは変数質量m(x)が (2.6)に自然に現れることである. vm = m2

の減衰性の速さで基底状態の存在・非存在を特徴づけることが出来る. 実際,これから見るように
m(x) ≥ C ⟨x⟩−1のとき基底状態が存在し, m(x) ≤ C ⟨x⟩−a, a > 1,のとき基底状態は存在しない
ことが示せる. つまり, ゆっくり減衰すれば基底状態が存在し, 十分速く減衰すれば基底状態が
存在しないことになる. その境界のオーダーが |x|−1である. 場の量子論では dispersion relation

ω =
√
−∆+m2 はクライン・ゴルドン方程式 (□+m2)ϕ(t, x) = 0から導かれる. これをLorentz

多様体上のクライン・ゴルドン方程式へ拡張する. x = (t, x) = (x0, x) = (x0, x1, x2, x3) ∈ R×R3

とする. g = (gµν), µ, ν = 0, 1, 2, 3, は R4 上の計量で次を満たす. (1) gµν(x) = gµν(x), i.e., 時
間 tによらない, (2) g0j(x) = gj0(x) = 0, j = 1, 2, 3, (3) gij(x) = −γij(x). ここで γ = (γij) は

3次元リーマン計量. つまり g =

(
g00 0

0 −γ

)
. M = (R4, g) を計量 テンソル gの時間的に不

変な Lorentz 多様体としよう. g−1 = (gµν) を gの逆とする. 特に 1/g00 = g00. また γ の逆を
γ−1 = (γij)で表す. そうすると Lorentz 多様体M 上のクライン・ゴルドン方程式は

□gϕ+ (m2 + ηR)ϕ = 0 (2.7)

となる. ここで, η は定数, R は M のスカラー曲率, そして□g は, gから決まるダランベルシ
アンで次で与えられる.

□g =
3∑

µ,ν=0

1√
|detg|

∂µg
µν
√
|detg|∂ν . (2.8)

g00(x) > 0と仮定する. このとき (2.7) は ∂2ϕ/∂t2 = Kϕ と表すことが出来る. ここで

K = g00

(
1√
|detg|

3∑
i,j=1

∂j
√
|detg|γji∂i −m2 − ηR

)
. (2.9)

作用素K は重み付き空間 L2(R3, ρ(x)dx)上で対称である. ここで ρ =

√
|detg|
g00

= g
−1/2
00

√
|detγ|.

K を L2(R3; ρ(x)dx) 上の作用素から L2(R3; dx)上の作用素へユニタリー変換しよう. ユニタ
リー U : L2(R3; ρ(x)dx) → L2(R3; dx) を Uf = ρ1/2f で定める. ρi = ∂iρ, ∂i∂jρ = ρij とおく.

さらに αij = g00γ
ij, ∂kα

ij = αij
k . 計算すると V2 =

1
4

∑3
i,j=1

(
2αij

i
ρj
ρ
+ 2αij ρij

ρ
− αij ρi

ρ

ρj
ρ

)
,

v = g00(m
2 + ηR) + V2 (2.10)

とおくと, UKU−1 =
∑3

i,j=1 ∂ig00γ
ij∂j − v となる. これから ∂2ϕ/∂t2 = Kϕ はL2(R3)上の次の

方程式 ∂2ϕ/∂t2 =
(∑3

i,j=1 ∂ig00γ
ij∂j − v

)
ϕ に変換される. よって時間的に安定なLorentz 多様

体上の dispersion relationは ω̂ =
(
−
∑3

i,j=1 ∂ig00γ
ij∂j + v

)1/2
となる.
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m(x) ≥ a ⟨x⟩−1 m(x) ≤ a ⟨x⟩−β, β > 1

基底状態 存在 非存在

図 1: 基底状態の存在と非存在

例えば

g(x) = g(x) = (gij(x)) =


e−θ(x) 0 0 0

0 −e−θ(x) 0 0

0 0 −e−θ(x) 0

0 0 0 −e−θ(x)

 (2.11)

としよう. この計量から決まるスカラー曲率はR = eθ(−6∆θ + 11
4
|∇θ|2)となるから, θに条件

をつければ vの減衰の程度を知ることができる. 時間不変なLorentz 多様体 (R4, g)上のNelson

模型を次で定義する.

Hg = K ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI. (2.12)

ここでK = −
∑3

i,j=1 ∂iA
ij∂j + V . ω̂ =

(
−
∑3

i,j=1 c(x)
−1∂ia

ij(x)∂jc(x)
−1 +m2(x)

)1/2
で定義さ

れ, スカラー場 は HI =
∫ ⊕
Rd ϕ(x)dxで ϕ(x) = ϕ((ω̂−1/2φ)(· −X)) で与えられる. 定義を見れば

わかるように, ω̂が複雑な擬微分作用素なため, 解析は技術的に困難であろうことが予想される.

基底状態の存在を示すために次の条件を導入する. 基本的に [aij], [Aij]は楕円的で, V は十分
早く増加することが本質的である.

定理 2.7 (基底状態の存在) [GHPS11] 次を満たす C0 > 0, C1 > 0, δ > 0, が存在すると仮定
する.

(1)C01l ≤
[
aij(x)

]
≤ C11l, (2)∂αaij(x) ∈ O(⟨x⟩−1), |α| ≤ 1,

(3)C0 ≤ c(x) ≤ C1, ∂αc(x) ∈ O(1), |α| ≤ 2, (4)∂αm(x) ∈ O(1), |α| ≤ 1,

(5)C01l ≤
[
Aij(X)

]
≤ C11l, (6)V (X) ≥ C0⟨X⟩2δ − C1.

このときm(x) ≥ a⟨x⟩−1 (a > 0), かつ δ > 3/2ならばH は基底状態をもつ.

次に基底状態の非存在を示す.

定理 2.8 (基底状態の非存在) [GHPS09, GHPS12a] φ > 0 とする. m(x) ≤ a⟨x⟩−1−ϵ (ϵ > 0)と
δ > 0を仮定する. このときHg の基底状態は存在しない.

証明: Nelson模型と同様の方針で証明する. a = limT→∞ γ(T ) とする. a = 0を示せばいい.

a = lim
T→∞

E
[
e
∫ T
−T

∫ T
−T −2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]
E
[
e
∫ T
−T

∫ T
−T Wg

] = lim
T→∞

EµT

[
e−2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]

12



が示される. ω̂が擬微分作用素なので, Wgを具体的に書き表すことができない. しかし, 次に
よって, 評価をNelson模型に還元することができる. 定数 C1, C2, C3, C4 > 0で次を満たすもの
が存在する.

C1e
−C2tω̂2

∞(x, y) ≤ e−tω̂2

(x, y) ≤ C3e
−C4tω̂2

∞(x, y). (2.13)

ここで ω̂2
∞ = −∆. Nelson模型に付随したペアポテンシャルW で

C1W (x− y, C2|t|) ≤ Wg(x, y, |t|) ≤ C3W (x− y, C4|t|) (2.14)

となるから, Wgの評価をW の評価へ帰着できることになる. □

2.3 マルチンゲール性と固有ベクトルの空間的減衰性

HΦ = EΦとしよう.

Xt(x) = etEe−
∫ t
0 V (Br+x)dreϕE(

∫ t
0 jsφ̃(·−x−Br)dr)JtΦ(Bt + x)

とする. (Xt(x))t≥0 は (X × QE,B × ΣE,W × µE)上の確率過程である. 任意の tに対して

(Ψ,Φ) = (Ψ, e−t(H−E)Φ) =

∫
Rd

dxEµE
[Ψ̄(x)E0

W [J∗0Xt(x)]]

となる. つまりΦ(x) = E0
W [J∗0Xt(x)]が成り立つ. Mt = Bt × Σ(−∞,t], t ≥ 0, と定義する. ここ

で, Btは Brown 運動の自然なフィルトレーション, Σ(−∞,t] は ϕE(jsf), s ≤ t, から生成される
フィルトレーションである.

定理 2.9 (マルチンゲール性) [Hir14a] (Xt(x))t≥0 は (Mt)t≥0に関してマルチンゲールである.

さて, τ をMt に関する停止時刻とする. このとき, 一般に Xt∧τ (x) もマルチンゲールになり,

特にEµE
E0

W [Xt(x)] = EµE
E0

W [Xt∧τ (x)]となる. 適当な停止時刻 τ を選ぶことにより次が示せる.

定理 2.10 (固有ベクトルの空間的減衰性) [HIL13, Hir14a] HΦ = EΦとする. 次の (1)また

は (2)を仮定する. (1) lim
|x|→∞

V (x) = ∞, (2) lim
|x|→∞

V−(x) + E +
1

2
∥φ̂/ω∥2 = a < 0. このとき

∥Φ(x)∥L2(Q) ≤ Ce−c|x| となる定数 C > 0, c > 0が存在する.

2.4 Gibbs測度による基底状態に関する期待値

Nelson模型のBrown運動によるFKN型汎関数積分表示の被積分関数から,自然にQ[−t,t]を次
のように定義する. Q[−t,t] = J∗−te

−ϕE(
∫ t
−t jsφ̃(·−Bs)ds)Jte

−
∫ t
−t V (Bs)ds. そうすると, Q[−t,t] : L

2(Q) →
L2(Q) は有界作用素になる. 実際 ∥Q[−t,t]∥ ≤ et∥φ̂/ω∥

2
e−

∫ t
−t V (Bs)dsとなる. ξ ∈ L2(Rd), ξ ≥ 0, に

対してLT = ξ(B−T )Q[−T,T ]ξ(BT )とおく. X̃ = C(R;Rd)とする. 可測空間 (X̃ , B̃)上の測度

µT : A 7→ µT (A) =
1

ZT

∫
Rd

dxEx
W [EµE

[1lALT ]] =
1

ZT

∫
Rd

Ex
W [1Ae

1
2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW e−

∫ T
−T V (Bs)ds]

(2.15)
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の T → ∞の収束について考える. B[−t,t] = σ(Bs; s ∈ [−t, t])とする. GT =
∪

0≤t≤T

B[−t,t] と

G = G∞ =
∪
0≤t

B[−t,t] は有限加法的集合族である. µT が (X̃ , σ(G ))上の確率測度 µ∞ に局所弱

収束することを示す.

定義 2.11 (局所弱収束)任意の tを固定する. このとき任意のA ∈ B[−t,t] に対して lim
T→∞

µT (A) =

µ∞(A)となるとき, 確率測度 µT は 確率測度 µ∞に局所弱収束するという.

以下では, 赤外正則条件 IIR < ∞を仮定し, Hの基底状態 Ψgが存在するとする. 加法的集合関
数 ρT : GT → Rと µ : G → R を

ρT (A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA · (ξ

T−t(B−t)

∥ξT∥
, Q[−t,t]

ξT−t(Bt)

∥ξT∥
)

]
, A ∈ B[−t,t]

µ(A) = e2Et

∫
Rd

dxEx
W

[
1lA · (Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt))

]
, A ∈ B[−t,t]

で定義する. ここで ξT = e−T (H−E)ξ ⊗ 1l.

定理 2.12 (Gibbs 測度の存在) [HHL14, Hir14a] 確率測度 µT は µ∞ へ局所弱収束する. i.e.,

µT (A) → µ∞(A) (T → ∞) が A ∈ G に対して成立する. また µ∞ は ξの選び方によらない.

µ∞を, ペアポテンシャルW , ポテンシャル V に対するGibbs測度という. 証明の概略を述べる.

(1) 有限加法的集合関数 ρT の (X̃ , σ(GT ))上の確率測度 への拡張を ρ̄T とする.

(2) 汎関数積分をもちいて ρ̄T (A) = ρT (A) = µT (A) をA ∈ Gt (t ≤ T ) に対して示す.

(3) 有限加法的集合関数 µ の (X̃ , σ(G )) 上の確率測度への拡張を µ∞とかく.

(4) ΨT
g がΨg へ強収束するという事実から ρT (A) → µ(A) (T → ∞)をA ∈ G に対して示す.

これは µT (A) → µ(A) を意味する.

(5) µ(A) = µ∞(A) (A ∈ G ) なので, µT は µ∞ へ局所弱収束することがわかる.

オブザーバブル Oの期待値 (Ψg, OΨg) をGibbs 測度 µ∞ をもちいて表すことができる. ここ
では重要な例としてO = e+βN , O = eϕ(f)

2
の期待値をGibbs 測度で表す.

系 2.13 fj : Rd → C, j = 0, ..., n, は有界関数とする. このとき

Eµ∞

[
n∏

j=0

fj(Btj)

]
= (Ψg, f0e

−(t1−t0)(H−E)f1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)fnΨg). (2.16)

特に任意の有界関数 f, g に対して Eµ∞ [f(Bt)g(Bs)] = (fΨg, e
−|t−s|(H−E)gΨg).
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定理 2.14 [HHL14, Hir14a] IIR < ∞とする. f ∈ L2
R(Rd), β ∈ Rとしよう. このとき

lim
T→∞

(e−THξ ⊗ 1l, eiβϕ(f)e−THξ ⊗ 1l)

(e−THξ ⊗ 1l, e−THξ ⊗ 1l)
= (Ψg, e

iβϕ(f)Ψg) = e−
β2

4
∥f∥2Eµ∞

[
eiβK(f)

]
. (2.17)

ここでK(f) = 1
2

∫∞
−∞(e−|r|ωe−ikBr φ̂/

√
ω, f̂)dr は (X̃ , σ(B)) 上の確率変数である.

調和振動子の任意の固有ベクトル f は e−|x|2/2のオーダーで減衰することは, 固有ベクトルが
エルミート多項式×e−|x|2/2で与えられることから分かる. さらに, limβ↑1 ∥e(β/2)|x|

2
f∥ = ∞ にな

る. Nelson Hamiltonian の固有ベクトルも同様にGauss 型に減衰することが予想される.

定理 2.15 (Gaussian domination) [HHL14, Hir14a] IIR < ∞とする. f ∈ L2
R(Rd)とし,

|β| < 1/∥f∥2とする. このときΨg ∈ D(e(β/2)ϕ(f)
2
) かつ

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥2 =
1√

1− β∥f∥2
Eµ∞

[
e

βK2(f)

1−β∥f∥2

]
. (2.18)

特に lim
β↑1/∥f∥2

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥ = ∞.

定理 2.16 (第 2量子化作用素の期待値) ρ ≥ 0を可測関数とする. ρ̂ = ρ(−i∇)とする. 任意の
β > 0に対して

lim
T→∞

(e−THξ ⊗ 1l, e−βdΓ(ρ̂)e−THξ ⊗ 1l)

(e−THξ ⊗ 1l, e−THξ ⊗ 1l)
= (Ψg, e

−βdΓ(ρ̂)Ψg) = Eµ∞

[
e−W ρ,β

∞
]

が成り立つ.ここで

W ρ,β
∞ =

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

W ρ,β(Bt −Bs, t− s)ds

W ρ,β(x− y, T ) =
1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|T |ω(k)e−ik(x−y)(1− e−βρ(k))dk.

|W ρ,β
∞ | ≤ IIR/2 < ∞がパスに一様に成立することに注意しよう. これから ρ = 1lとして,

個数作用素 N = dΓ(1l)について考察するとW ρ,β
∞ = (1 − e−β)W∞ になる. ここで, W∞ =∫ 0

−∞ dt
∫∞
0

W (Bt −Bs, t− s)ds.

系 2.17 基底状態が規格化されているとする, i.e., ∥Ψg∥ = 1.

(ボゾン数の指数減衰性) [BHLMS02] β ∈ Cに対して (Ψg, e
βNΨg) = Eµ∞

[
e−(1−eβ)W∞

]
が成

立する. 特にΨg ∈ D(e+βN)が全ての β > 0で成り立つ.

(ボゾン数の評価) [BHLMS02] IIRに依らない定数Cが存在して次の不等式が成立する.

1

2
IIR − C

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
|k|2dk ≤ (Ψg, NΨg) ≤

1

2
IIR (2.19)
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(赤外発散とボゾン数の発散) d = 3, IIR =

∫
λ<|k|<Λ

dk

ω(k)3
のとき lim

λ→0
(Ψg, NΨg) = ∞.

(Fractional case) [HLT12] m ≥ 1は整数, 0 < α < 1とする. このとき

(Ψg, N
m+αΨg) = (−1)m

∫ ∞

0

(ρ(m)(0)− ρ(m)(β))dλ(β)

となる. ここで, ρ(β) = (Ψg, e
−βNΨg)で, λ(dβ) はBernstein関数 uα に対応する Lévy 測

度で λ(dβ) = c/β1+αdβ という形をしている.

(Fractional case) [HLT12] R ∋ k ≥ 1のとき (IIR/2− a)k ≤ (Ψg, N
kΨg) = (IIR/2)

k. ここで

a = C

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
|k|2dk で定数Cは (2.19)の定数. 特に, lim

λ→0

(Ψg, N
kΨg)

(IIR/2)k
= 1.

2.5 紫外切断のくりこみ理論

次元を d = 3として, N -粒子Nelson 模型を考える. それはH = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + gHI で与
えられる, Hilbert 空間H = L2(R3N)⊗ L2(Q) 上の自己共役作用素である. ここで結合定数 g

を導入した. N -粒子 Schrödinger 作用素はHp = −1
2

∑N
j=1 ∆j + V で与えられる. 相互作用項

はHI(x) =
∑N

j=1

∫ ⊕
RdN ϕ(φ̃(· − xj)dx と定義される. 以下では φ̂ → 1lの極限を考える. つまり

φ(x) → (2π)3/2δ(x). 簡単のためにV = 0と仮定をする. 切断関数 φ̂ε(k) = e−ε|k|2/21l|k|>λ, ε ≥ 0,

を考えよう. λ > 0は赤外切断を表す. 正則化されたHamiltonian を

Hε = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + gHε
I , ε > 0,

で定義する.

Eε = −g2

2
N

∫
R3

e−ε|k|2

ω(k)
β(k)1l|k|>λdk

としよう. ここで β(k) = 1
ω(k)+|k|2/2 . Eε → −∞ (ε ↓ 0)に注意せよ.

定理 2.18 (UVくりこみ) [Nel64a, Nel64b, GHL13] 次を満たす下から有界な自己共役作用素
Hren が存在する.

s−lim
ε↓0

e−t(Hε−Eε) = e−tHren , t ≥ 0.

この定理を汎関数積分をつかって証明する. ここから (Bt)t∈Rは R上の 3N 次元のBrown 運動
を表すとする. f, h ∈ L2(R3N)としよう. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THεh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sε

]
.

ここで

Sε =
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ T

−T

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s)
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はペア相互作用でペアポテンシャルは

Wε(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ε|k|2e−ik·xe−ω(k)|t|1l|k|>λdk, ε ≥ 0. (2.20)

(x, t) ̸= (0, 0)でWε(x, t)は滑らかで, Wε(x, t) → W0(x, t) (ε ↓ 0)が成り立つ. しかしWε(0, 0) →
∞ (ε ↓ 0)で, W0(x, t)は (0, 0)で特異性をもつ. つまり Sεは ε = 0のとき対角成分に特異性が
現れる. これを取り除きたいのだが, もちろん R2において, 対角成分の測度はゼロなので, ここ
にジレンマが生まれる. アイデアは Itôの公式をつかって, 対角成分を引き出すことである. 次
の関数を考えよう.

ϱε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|2e−ik·x−ω(k)|t|

2ω(k)
β(k)1l|k|>λdk, ε ≥ 0.

そうすると ϱε(0, 0) → −∞ (ε ↓ 0)がわかる. T > 0を固定する. また 0 < τ ≤ T を固定
し, [t]T = −T ∨ t ∧ T としよう. 正則化された相互作用を対角成分と非対角成分にわける:

Sε = SD
ε + SOD

ε . ここで

SD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s), SOD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ T

[s+τ ]T

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s).

SD
ε は Sε を対角成分の近傍 {(t, t) ∈ R2||t| ≤ T}で積分したもの, そして SOD

ε はそれ以外の部
分を表す. τ = T のときは SOD

ε = 0となる. ε > 0ならば, Itôの公式から

SD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)ds− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds

+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(B
i
t −Bj

s , t− s) · dBi
t. (2.21)

(2.21) の右辺第一項の i = jの部分 = 4NTϱε(0, 0)がまさに発散項になっているので, くりこ
まれた作用を Sren

ε = Sε − 4NTϱε(0, 0), ε > 0 のように定義することが示唆される. これは
Sren
ε = SOD

ε +Xε + Yε + Zε のように表せる. ここで

Xε = 2
N∑
i̸=j

∫ T

−T

ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)ds, Yε = 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(B
i
t −Bj

s , t− s) · dBt,

Zε = −2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds.

一番やっかいなのは Yε の評価である. ε > 0のときはFubini の定理より確率積分とルベーグ積
分を交換してもいい. よって

Y T
ε =

N∑
i=1

∫ T

−T

Φi
ε,tdB

i
t. (2.22)

ここで Φε,t は R3N に値をとる確率過程で次で Φi
ε,t = 2

∑N
j=1

∫ t

[t−τ ]T
∇ϱε(B

i
t − Bj

s , t − s)ds. さ

て, Y T
0 を Y T

0 =
∑N

i=1

∫ T

−T
Φi

0,t · dBi
t で定義する. 次が示せる.
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補題 2.19 (真空期待値の収束) 次が成り立つ.

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3N

dx

∫
R3

Ex
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
0

]
. (2.23)

ここで

Sren
0 = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T

ϱ0(B
i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

−T

∇ϱ0(B
i
t −Bj

s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

ϱ0(B
i
T −Bj

s , T − s)ds. (2.24)

そして Sren
0 の被積分関数は

ϱ0(X, t) =

∫
R3

e−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l|k|>λdk, ∇ϱ0(X, t) =

∫
R3

−ike−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l|k|>λdk.

Nelson Hamiltonian の紫外切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHε − g2Nϱε(0, 0) の下
からの一様有界性を示すことにある.

補題 2.20 (下からの一様有界性) 定数 C があってHε + g2Nϱε(0, 0) > C が ε > 0に一様に成
り立つ.

定理 2.18 の証明: F,G ∈ H ,Cε(F,G) = (F, e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))G) としよう. 稠密な F,G ∈ D
に対して Cε(F,G) が ε ↓ 0で収束することが, 真空期待値の収束の議論を拡張してすぐにわか
る. 一様な不等式 ∥e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))∥ < e−tC とD が H で稠密ということから {Cε(F,G)}ε が
コーシー列となる. C0(F,G) = limε↓0Cε(F,G)とする. そうすれば |C0(F,G)| ≤ e−tC∥F∥∥G∥.
Riesz の定理より有界作用素 Tt で C0(F,G) = (F, TtG), F,G ∈ H となるものが存在する. す
ぐに Tt, t ≥ 0, が強連続な一径数半群であることが示せる. 故に下から有界な自己共役作用素
Hrenで Tt = e−tHren , t ≥ 0, となるものが存在することがわかる. Eε = −g2Nϱε(0, 0)と置けば
証明完了. □

弱結合極限について考える. ω̂ =
√
−∆+ ν2 とする. κをスケーリングパラメターとして

Hε を Hε(κ) = Hp ⊗ 1l + κ21l ⊗ Hf + κHI とスケーリングする. エネルギーくりこみ項は

Eε(κ) = −g2N
∫
R3

e−ε|k|2

2(2π)3ων(k)
κ2

κ2ων(k)+|k|2/2dk のようにスケーリングされる. 定理 2.18 から自己
共役作用素 Hren(κ) で limε↓0(f ⊗ 1l, e−t(Hε(κ)−Eε(κ))h⊗ 1l) = (f ⊗ 1l, e−tHren(κ)h⊗ 1l) となるもの
がある.

系 2.21 (弱結合極限) [GHL13] F,G ∈ D のとき lim
κ→∞

(F, e−tHren(κ)G) = (F, e−theff ⊗ P0G). こ

こで

heff = −1

2

N∑
j=1

∆j + V (x1, ..., xN)− g2

4π

∑
i<j

e−ν|xi−xj |

|xi − xj|
.
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3 その他の模型
FKN型汎関数積分表示を使って, 解析ができる模型の例を挙げる.

(1) Hilbert 空間H = C2 ⊗ F を考えよう. スピン・ボゾンHamiltonian は

HSB = εσz ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ασx ⊗ ξ(ĥ) (3.1)

で定義されるH 上の作用素である. ここで α ∈ R は結合定数, ε ≥ 0 は２レベル原子のスペク
トルギャップを表すパラメターである. 基底状態の存在・非存在は [AH97, HH10, HHL14]など
がある. FK型汎関数積分表示は [Spo89, HHL14]にある.

(2) Nelson 模型で Hpを
√
−∆+m2 −m+ V に置換えて

HSRN = (
√
−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI (3.2)

を定義する. この場合のFK型汎関数積分表示はNelson Hamiltonian のそれと全く同様に構成
することができる. ただし, Brown 運動が Lévy 過程に変わる. さらにもっと一般化して Ψを
Bernstein 関数として

HΨN = (Ψ(−∆) + V )⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

を定義しても, Nelson Hamiltonian と同じ解析が出来る.

(3) Pauli-Fierz 模型は非相対論的量子電磁力学という中途半端な名前のついた模型で, Pauli-

Fierz [PF38] が toy modelとして導入した模型である. それはHp ⊗ 1l + 1l⊗Hf に量子化された
電磁場A がミニマル結合した模型である.

HPF =
1

2m
(p⊗ 1l− A)2 + V ⊗ 1l + 1l⊗Hf . (3.3)

基底状態の存在・非存在は [BFS99, GLL01, Hir00b, HS01a]などがある. また [Spo04]には無
限次元OU過程をもちいた解説がある. FKN 型汎関数積分表示は [Hir97, Hir07], Gibbs測度は
[BH09]にある.

(4) スピンを含む PF模型は

Hσ
PF =

1

2m
(σ · (p⊗ 1l− A))2 + V ⊗ 1l + 1l⊗Hf (3.4)

と定義される. この Hamiltonian の基底状態は対称性から 2重に縮退していることが [HS01b,

Hir05a]で示されている. この FKN 型汎関数積分表示は [HL08]で与えられている.

(5) 準相対論的 Pauli-Fierz模型は相対論的な模型

(
√
−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + 1l⊗Hf

に電磁場をミニマル結合して定義される.

HSRPF =

√
(p⊗ 1l− A)2 +m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf (3.5)
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連続パス cádlágパス
W#の一様なバウンドあり µN

T µSB
T , µSRN

T

W#の一様なバウンドなし µPF
T µSRPF

T

図 2: 有限体積 Gibbs 測度

この模型もFKN 型汎関数積分表示を用いて, [Hir14a]で (1) 本質的自己共役性, (2) 固有ベクト
ルのGauss domination, (3) 付随するGibbs 測度の存在, (4) 固有ベクトルの指数および多項式
減衰性が示されている. m = 0のときは

|p⊗ 1l− A|+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf (3.6)

と表せる. この基底状態の存在が [HH14]で調べられている.

Hσ
SRPF =

√
(σ · (p⊗ 1l− A))2 +m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf . (3.7)

この汎関数積分表示もスピンのない場合と同様に構成できて, 解析可能である. 基底状態の存在
が [MS09, KMS11]で示されている. 各々のペア相互作用は次のようになっている (詳細は講演
で示す).

W SB =

∫ T

−T

dt

∫ T

−T

ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
(−1)Nt−Nse−|t−s|ω(k)dk, (3.8)

WN =

∫ T

−T

dt

∫ T

−T

ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk, (3.9)

W SRN =

∫ T

−T

dt

∫ T

−T

ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik(Xt−Xs)e−|t−s|ω(k)dk, (3.10)

WPF =
d∑

µ,ν=1

∫ T

−T

dBµ
t

∫ T

−T

dBν
s

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)

(
δµν −

kµkν
|k|2

)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk, (3.11)

W SRPF =
d∑

µ,ν=1

∫ T

−T

dBµ
t

∫ T

−T

dBν
s

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)

(
δµν −

kµkν
|k|2

)
e−ik(Bt−Bs)e−|T ∗

t −T ∗
s |ω(k)dk. (3.12)

WN, W SRN と W SB はパスに一様に上から抑えられるが, W SRPF と WPF はそのようには出来
ない. また, 対応する有限体積Gibbs測度 µN

T と µPF
T は連続パス空間上の測度だが, µSRN

T , µSB
T

と µSRPF
T は cádlágパス空間上の測度になる.
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