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非線形偏微分方程式の粘性解について

石 井 仁 司

序.

こ こで は非 線 形 偏 微分 方 程 式 の 弱解 で あ る 粘 性解(viscOsity solution)に つ い て 紹介 す る.粘 性

解 につ い て は既 に何 冊 か の著 書([26],[18])に お い て も 紹介 され,ま た 最 近User's Guide[8]

も出 版 され,何 を い ま さ らの感 もあ る.こ こで は特 に専 門家 で な い方 を も対 象 に で きた ら との思 い

を 込 め て,Beginner's Guideに な る よ う細 部 に こだ わ らず に 紹介 して い きた い.

そ もそ も粘 性解 に 関 して は誤 解 が 多 い。 粘 性解 とい う命 名 に よ り,粘 性 との 関連 に注 意 が 向 い て

しま うこ とが 誤 解 の 最 も大 きな 原 因 と思 われ る.実 は 粘 性解 と粘 性 とは全 く関係 な い と考 えた 方 が

よい.む しろ,以 下 で 明 らか に な る よ うに,粘 性 解 とは(広 義 の)最 大値 原理 に基 づ い て 定義 され

た 偏 微 分 方 程 式 に 対 す る 弱解 の概 念 で あ る.一 方,こ の意 味 で通 常 の超 関数 的 な弱 解 は部 分 積 分 に

基 づ い て定 義 され て い る とい え る.

    粘 性解 はCranda11とLions([9コ,[10])に よ り導 入 され た.粘 性 解 の有 用 性 は まず 最 適 制 御 や

   微 分 ゲー ム へ の応 用 と して認 識 され た([26],[27],[16コ).す なわ ち,最 適 制 御 や 微 分 ゲー ム に お

   け る値 関 数(value functiｮn)は 粘'性解 と して基 本 方 程 式 で あ るHamilton-Jacobi-Bellman-lsaacs

   方 程 式 を満 た す とい うこ とが 示 され た.こ の 基本 方 程 式 に お い て は 楕 円性 あ る い は放 物 性 が 退 化 し

て い る場 合が 多 く,滑 らか な 解 は 期待 で きず 弱解 の概 念が 必要 に な るが,一 般 に は非 線 形 性が 強 く

(完 全 非 線 形),部 分 積 分 に 基 づ いた 超 関 数 的 な 弱解 の概 念 は無 力 で あ り,そ こに 粘 性解 の威 力が 発

揮 され た.基 本方 程 式 の 粘 性 解 と して値 関 数 を特 徴 づ け るた め に,粘 性解 に対 す る比 較 定 理(す な

わ ち 粘 性 解 の 一 意 性)が 重 要 で あ つた([9],[10],[27],[23],[22]).比 較 定 理 あ る い は 一 意 性 定理

は 常 に 粘 性 解 理 論 の核 心 で あ る.こ れ と関 連 して,大 偏 差 原 理(1arge deviation)へ の応 用 の有 効

   性 が示 され た([14コ).そ こで は 粘 性解 の一 つ の特 性 で あ る安 定 性 が 重 要 で あ つた([10],[2]).さ

らに 均 質 化 理 論(homogenization)へ の 応 用 に も成 功 した([12])。

そ の 後 の 大 きな 展 開 と して,平 均 曲 率 流 に 代 表 され る曲 面 の 運 動 の 解 析 へ の応 用 ば 目を 見張 る も

の が あ つた([5],[17]).曲 面 を あ る 関 数 の等 高 面 と して 捕 らえ,各 等 高 面 が 同 じ運 動法 則 に従 う

と して この 関 数 の満 た す 微 分 方 程 式 を 導 出 し,こ の方 程 式 の 粘 性 解 と して この 関 数 を 決定 し,曲 面

の運 動 を 定 め る とい う形 で 応 用 され た.さ らにAllenｮCahn方 程 式 の 内部 遷 移 層 の平 均 曲 率 流 へ の

収 束 の証 明へ と応 用 され た([15],[3]).

    以 上 の展 開 は 有 限 次 元 空 間 上 で 定 義 され た 関 数 に 関 す る(微 分 方 程 式 に 対 す る)粘 性 解 の話 で あ

る.無 限 次 元 空 聞 上 で 定 義 され た 関 数 を 粘 性 解 とみ る研 究 も展 開 され て い る.最 適 制 御 で い え ば,

無 限 次 元 空 間 上 の常 微 分 方 程 式 で 記 述 され た 系 の制 御 に あた る.特 に,偏 微 分方 程 式 の 制 御 を 扱 う

と き,こ の設 定 が 必 要 に な り,応 用 上 極 め て重 要 で あ る.こ の場 合Harnilton-Jacobi-Bellman方

程 式 は 非 有 界 な 係 数 を 持 つ 項 を 含 む ことに な り,取 扱 い は 難 し くな る([11],[28],[29⊃ 。

    以 下 では,粘 性 解 に関 す る基 本 事 項 を 解 説 す る.粘 性 解 の定 義,解 の比 較 定 理,解 の 安 定 性 そ し
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て 解 の 存 在 を 示 す た め のPerronの 方 法([21])を 説 明す る。

 §1. 粘性解の定義。

 1・1退 化楕円型方程式.粘 性解を考える上で対象 となる偏微分方程式は退化楕円型で単調なも

のである。退化楕円性と単調性をまず説明する。単独方程式

CS)

を 考 え る・ た だ し・9⊂RNは 開 集 合,π:9→Rは 未 知 関 数, Du=(晦
、,…,砺N), D2π 翼

(z砺蕩ゴ)・鰍 侭π,Fｰ・9×E×RN×S亙 →Rは 連 続 関 数, SNはN次 実 対 称 行 列 の全 体 とす る.簡 単

のた め,以 下 で は 「 賊9×R×RN× 伊 と表 す 。 またN次 正 方 行 列 全 体 の集 合 を 謄 で 表 す.

 SNに 順 序 ≦;をつ ぎ の よ うに導 入 す る. X, Y∈8wがX≦Yを 満 た す とは 不 等 式 〈Xξ,ξ〉≦

〈yξ,ξ〉∀ξ∈RN ;,成立 す る こ とで あ る。

 定 義 ・ (S)ま た はFが 退 化 楕 円型(degenerate elliptic)で あ る とは, X≦:Yな らばF(x, r,ρ, X)

>F(x,ブ,ρ,Y)が 成 り立 つ ことで あ る。

例.F=一trX一!@)は 退 化 楕 円型 で あ る.(S)の 表 す 微 分 方程 式 と して は 一∠%=!ω.な

ぜ な ら,X≦:yの と き, F(x, X)ｮF(x, Y)=ｮtr(XｮY);≧0.17=1ρ1一 ノ@)は 退 化 楕 円型 で あ

る.微 分 方 程 式 と して はlD刎=!@).

 定 義 ・(S)ま た はFが 単 調 で あ る と はr≦:Sな らばF一@,プ,ρ,X)≦:F(x,S,ρ,X)が 成 り立 つ

こ とで あ る。

 例 ・ u+H(Du)ｮG(du)ｮf'(x)は 単 調 で あ る。 G:R→Rが 非 減 少 関 数 で あれ ば,こ の方 程 式

は 退 化 楕 円型 で も あ る。 一 方,ろ(の 晦=!@)は 適 用 範 囲 外 で あ る.た だ し,N=1と して い る。

うが 定 数 関 数 以 外 の と きは,単 調 で は な い。

 例(Hamilton-Jacobi-Bellman方 程 式)扇 、4は 空 で な い集 合 と し,α ∈諺 の と きA・@)∈8w,

Aa(x);≧0,ろ α@)∈RN, ca(x)∈B, .faCx)∈Rと す る。(こ この添 字 αは べ き乗 を 表 して い ない.)

線 形 方 程 式

と

は と も に 退 化 楕 円 型 で あ り,も しca>0な ら ば,単 調 で あ る.こ の 方 程 式 は 確 率 微 分 方 程 式 の 最 適

制 御 に お け る 基 本 方 程 式(ダ イ ナ ミ ッ ク ・プ ロ グ ラ ミ ン グ 方 程 式)で あ る 。 α は 制 御 に 関 わ る 変 数

で あ る 。 例 え ば,諺=S'Nｮ1,ノ1α=0,ろ α=α,cα@)ｮp,!・@)ｮ1と し て, IDπ ト1を 得 る 。

諺={1},A1(x)ｮ1(LはN次 の 単 位 行 列 を 表 す),ろ1@)ｮｮ,01@)=0と し て,一ｮ?.G=.flCx),

を 得 る 。(弦={1,2},A1(x)=1, X12(x)=o,ろ1@)=b2(x)=0,ご1@)=0,02⑫)=1と し て,

を 得 る.こ の最 後 の式 は変 分 不 等 式 と も関 連 す る。

 よ り一 般 に,Hamilton-Jacobi-Bellman-lsaacs方 程 式

が 考 え られ る.こ こにAψ,ゐ αβ,oαβ,!ψ は上 のH-」 一B方 程 式 の場 合 と 同様 で あ る。 これ は 確 率微
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分 ゲ ー ム の基 本 方 程 式 で あ る。また,こ れ は 一 般 の(S)を 考 え る こ と と殆 ん ど同 等 で あ る.す なわ

ち,・Fが π 筋上 の 一様 連 続 関 数 の と き,各 ε>0に 対 して 五(ε)>0を つ ぎ の様 に取 る ことが で き る。

明 らか に, 一 方

この ことを 用 い て,F∈ σC(「)が 退 化 楕 円型 の と き,

と 表 す こ と が で き る.た だ し,

   し4=,1V×1巳 亙×B,留=,9π ×RN×R×(0,0・),!:ρ ×諺 × 詔 →Rは 連 続 関 数

と す る 。

 例.退 化 放 物 型 方 程 式zct-f-F(x, D%, D 2の=0を 考 え る 。た だ し,π=π@, t), L)π=D脳, D 2zc

  x2Gで あ り, F@,ρ, X)が 退 化 楕 円 型 で あ る こ と を も つ て, z`汁F(諾Da)z6, D2u)=0を 退 化 放

物 型 方 程 式 と呼 ぶ.

の と き,F(x, t,カ, X)=ρN+1+F@,ρ, X)と お く。 FはRN+1上 で 考 え て 退 化 楕 円 型 で あ り,上

の退 化 放 物 型 方 程 式 はF(x,t,L)u, D 22G)=0と 表 せ る.こ こで, L)=(瑞,Dt)。

 1.2 粘 性 解. Fは 退 化 楕 円型 で あ る とす る.つ ぎ の(広 義)最 大 値 原 理 に 注 目す る。

 最 大値 原 理:!∈C2(9)が 命69で 極 大 値 を と る な らば, Dゾ(の=0, D2!(x)co。

証 明 。

と な る 。

 さて,ZG∈C2(L'i1)を(S)の 古 典 解 と してみ よ う.ρ ∈C2(ρ), x∈9と し π一ψ がxで 極 大値 を

と る とす る.こ の と きD@一 の(x)=0,D2(%一 の(の ≦;0.従 って, Fの 退 化 楕 円 性 に よ り

この こ とは πが 古 典 的劣 解,す なわ ちF{x,u(x),Du(x),D2zc(x))≦:0∀ ρゆ∈9を 満 た して いれ ば

成 り立 つ.こ の考 察 を も とに 粘 性解 を定 義 す る。

 定 義.u∈C(9)が(S)の 粘 性劣 解(viscosity subsolution,2L∈5ひB, F[司 ≦:0の 解, F[u]=0

の 劣 解)で あ る とは,つ ぎが 成 り立 つ こ とで あ る:ψ ∈C2(9)で あ り,π 一ψ がA∈9に お い て極

大 値 を と る な ら ば,F@z4⑫),Dρ ⑫),D2恢 命))≦0.同 じ くz∫∈C(9)が(S)の 粘 性 優 解

(viscosity supersolution, z4∈svP, F[%]≧0の 解, FCZL]=0の 優 解)で あ る とは,つ ぎが 成 り

立 つ ことで あ る:ψ ∈C2(9)で あ り,%一 ψ がx∈ ・9に お い て 極 小 値 を と る な ら ば, F@,π(の,

L)幹⑫),D2ψ ⑫));≧0.さ らにu∈C(9)が(S)の 粘 性 解(viscosity solution, u∈S'ｮL', F[切=0

の 解)で あ る とは 励 ミ粘 性 劣 解 で あ り,し か も粘 性 優 解 で あ る こ とで あ る.

 1。3解 の 比 較. Fは 退 化 楕 円型 か つ 単 調 とす る.こ こで は 話 を 簡 単 に す るた め

rs+)
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を 考 え る.さ らに 、9は 有 界 とす る 。

 定 理1。z`∈5ひB∩C(9),v∈5σP∩C2(9)∩C(9),u≦:vｮn∂9な ら ぽ, u≦ 〃in、9が 成 り立 つ 。

 証 明 。 背 理 法 で 示 す.ma萄@一 刀)>0と 仮 定 す る.(%一 四)A)=max(uｮv)と な る 命∈ 、9が あ

る 。ZL∈5σB, v∈C2(9)よ り,

v∈5σPで あ り,(vｮv)(x)峯0は 分 で極 小値 を とる か ら

差 を と つて,0≧ 観 の 一〃(の>0.こ れ は 矛 盾.望

 注 意. (i) この証 明 の後 半 の議 論 か ら粘 性 解 がc2関 数 で あれ ば古 典 解 で あ る こ とが 分 か る。

(ii)上 の 議 論 は(狭 義 の)最 大 値 原 理=比 較 定 理 を導 く方 法 と して は 古典 的 かつ 標 準 的 で あ る。

(iii) `退化 して い な い'と き,((S+)に お け る 第 一 項 πの な い 方 程 式)F[u]畿0 in、9に 対 して古

典 解 の 範 囲 で は 比 較 定 理 が 成 立 す る.退 化 して い る場 合 に は この こ とは期 待 で きな い.

 定 理2。F=H(ρ)一!@), H,.f∈C(」 臣)と 仮 定 す る. u∈SZJB∩C(9),"∈S'ZJP∩C(9),

24≦:von∂9な らば, uCv in`2.

 証 明 。max2(zc・ 一〃)>0と 仮 定 す る.α>0と し,φ 。@,の=z4@)一v(の 一α!oσ一訓2に よ'り,

φ、:9×9→Rを 定 義 す る.@。,yｫ)を 一 つ の φ.の 最 大 点 と す る.こ の と きxト →u(x)一(v(y。)

+αiρo一ン。12)は りo。で 最 大 値 を と り,銑 →o(,)一(z6@。)-α 紗一調o。12)はy。で 最 小 値 を と る.

π∈5ひB,v∈5ひPな の で, x。,yｫ∈ ρ な らば

(1)

と ころ で,

従 ら て,α → ・・ の と き,x。 一7。 →0.こ れ とZLC?〉ｮ11∂9と い う仮 定 よ り,α が 十 分 に 大 き け れ ぽ

妬,ya∈ ρ.α は 十 分 に 大 き い と し て,(1)よ り0<max(u-v)!(x。)一!(ン 。)・α→ ・・ と し て,

矛 盾 が で る.■

 注 意 。F=G(X)と し て 同 じ議 論 を 繰 り返 す と π@。)+G(2αL)<0≦:ρ(y。)+G(一2αL).従 つ

て,%@。)一 〃(y。)≦:G(一2al)一 ・G(2αL)。 例 え ば, G(x)=一trXと す る とG(一2αL)一G(2α1)

艦4αN→ 。。(α → 。。).こ れ で は 矛 盾 は 得 られ な い.

 1.4 Semijets.26∈C(9)と す る.2次 のsuperjet J2・+z4@)とsubjet J2・脚z6@)を つ ぎ の 様

に 定 義 す る.

定 義 。

こ こで,金 ∈9で あ り,o(拶 一 剣2)は 極 限x→ £ に お け る も の で あ る 。

 例 。9=R,π@)=ρ じ+≡…max似0}と す る.こ の と きJ2,+u(1)={1}×[0,・ ・),」2・+π(0)=の,

J2ｰ一u(0)=({0,1}×(一 〇〇,0])U((0,1)×R).

 命 題1。 (i)J2,+ nLc(x)={(D幹 ⑫),D2ψ(の)[幹 ∈C2(9),2L一(pは £ で 最 大 に な る}・(ii)

J2=一u(x)={(D(p(の,D)2ρ ④))1ψ ∈C2(9),π 一 ψ は 金 で 最:小 に な る}。
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148 論 説

 以 下,半 径r>0,中 心 劣∈Bπ の 閉 球 をH～,@)と 表 す。

 証 明 。(i)の み を考え る.右 辺 をWと 表 す。(ρ,x)∈Wと し,ψ ∈c2(9)を π一ρ が 塗 で

最 大 値 を と り,(ρ,X)・=(Dψ(^)x,D2ψ@))と な る 様 に と る.こ の と きu(x)一 ρ@)≦:π(の 一ψ⑫)

∀ 諾∈ ・9.従 つて

ゆ え に,(ρ,X)∈J2,+灰 の と な り, W⊂J2a+u(x).逆 に(ρ,X)∈ 」2・+π@)と す る 。 δ>0と,

ω(0)=0を 満 た す ω∈C([0,・ δ])と が 存 在 し

とな る8ω は 単 調 増 加 関数 と仮 定 し て よ い.ω(り=0∀r∈(一 。・,0)と お く.

ω(S)ds(r≦;δ/4)と お く。

が 成 立 す る。

が 成 り立 ち,さ ら に,幹 を 適 当 に ρ 全 体 に 拡 張 し て ψ∈C2(ρ)と 考え て よ い.す な わ ち,

(Ys )∈W.こ う し て, J2,+u(x)⊂ 「π 。 匿

 命 題2.u∈C(9)と す る. F[%]≦;0(あ る い はF[u];≧0)で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は つ ぎが

成 り立 つ こ と で あ る:F@,ucx),ρ,X)cO∀ ρ」∈9,∀(ρ,X)∈J29+π@)(F(x,u(x),ρ,X)≧0

∀ 諾∈ ρ,∀(ρ,X)∈J2=u(x).)

 定 義.ノ2・ ㌔@)={(ρ,X)iあ るxn→ ρoと(ρ π, Xn)∈ 」2・㌔@の に 対 し て(u(xn),ρ%, X%)→

(u(x),ρ,x)}.

 命 題3.u∈C(9)と す る 。 F[u]co(あ る い はF[u]>0)で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は つ ぎ が

成 り立 つ こ と で あ る:F(x,u(x),ρ,X)≦:0∀ 諾∈9,∀(ρ,X)∈ ノ2・+u(x)(F(x,u(x),ρ,X)>0

∀96∈9,∀(ρ,x)∈ ノ2・一πω.)

 §2 解の比較.

 2・1比 較定理.§1で は1階 の方程式 に有効な比較定理の証明法を紹介 した.そ の方法はその

ままでは2階 の方程式には役に立たない事 も注意 したe以 下では2階 の方程式に対する比較定理を

いかに扱 うかを説明する.方 程式(S)に ついて考える.・9は 有界な開集合とする.仮 定を述べる。

(A1)  1'∈C(r).

(A2) あ る λ>0に 対 して,プ ト→F(x,ろ ρ, X)一 λプ は非 減 少 で あ る.

(A3) ω(0)=0を 満 た す あ る 非減 少 関 数 ω∈C([0,。 ・))に 対 して α>0,X, Y∈8wが
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が 成 り立 つ。

(S+)に 対 しては,(A2)の 条 件 は λ=1に 対 して成 立 す る こ とを 注 意 してお く.

 定 理3. (A1)一(A3)を 仮 定 す る。 u∈5σB∩C(9),ρ ∈5σP∩C(9), u<von∂9で あれ

ば,%≦ 刀in 9。

 補 題1.u, o∈C(9),関 数u(x)剛(y)《 α/2)lo5一ン12は xC^,の∈9×9で 極 大 値 を と る とす

る.こ の と き,あ るX,Y∈SNに 対 してつ ぎが 成 り立 つ:

 注 意. u,v∈C2(9)の 場 合 に は,最 大 値 原 理 よ り, Dw(x,の=0, D2ω@,y)≦:0。 た だ し,

w(x,y)=zc(x)ｮv(の 《 α/2)μ 一 シi2と す る.従 つ で, Du(x)=α ⑫ 一 の,ｮDv(ρ)=α(ρ 一 の,

X=D2π ⑫), yｮｮD2v(ρ)と お く と き,∫(α ⑫ 一 の,X)∈ 」2・+π⑫),(α ⑫ 一 の,一Y)∈J28ｮv(の 。

補 題1はC2関 数 に 対 す る こ の 事 実 の 連 続 関 数 に 対 す る 一 般 化 と考 え られ る 。

 補 題1は 後 ほ ど 証 明 す る.

 定 理3の 証 明.ma萄(uｮv)>0と 仮 定 す る.φ 。:9×9→Bを φ。@, y>一u(x)ｮv(の 一一(α/2)

・移 一 雪12と 定 義 す る ・φ、の 最 大 点 を@。 ,y。)∈9×9と す る.定 理2の 証 明 に よ り,maxφ.≧max

@一 一"),x、 一 〃。→0(α → ・・).α は 十 分 大 き い と し て, oo。,y、∈9と 考 え て よ い 。 さ ら に,φ.@。, y。)

≧ φα(xa,ooα) よ り (α/2)}ρσα一 ンα12≦妙@α)一 砂(ヱん)→0(α → ○○)。

補 題1よ り,X。, Y、∈SNが 存 在 して

が 成 り立 つ 。 この と き

こ こで,λ は(A2)に お け る正 定 数 で あ る.ま た, ゆえに

α→ ・。 と し て,あnax@一 の ≦;0を 得 る 。 これ は 矛 盾 で あ る 。 璽

 2.2条 件(A3)へ の 注 意 。

 注 意1.F、,F2が(A 3)を 満 た し, a>0で あ れ ば, F、+L'2とaF、 は(A 3)を 満 た す 。

 注 意2.鑑 が 同 じ ω に 対 し て(A3)を 満 た し て い れ ば, sup。Faもinf。F.も(A 3)を 満 た す 。

 例 。F=H@,r,ρ)の 場 合 。 IH@,r,ρ)ｮH(y,r,ρ)1≦:ω(μ 一 〃i(iii十1))カ ミ満 た さ れ て い れ

ば,(A3)が 成 り立 つ 。 実 際, Ixｮyle(1/2)(αiρo一 〃12十1/α)な の で

特 に1階 線 形方 程 式H@,r,ρ)=〈b(x),ρ 〉+C(x)rを 考 え る と き,う が ρ 上 でLipschitz連 続 で

あ り,Cが ・9上で 一 様 連 続 で あ れ ば,各R>0に つ い て レト≦Rの 範 囲 で,(A3)が 成 り立 つ.
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例.F=F(Y,ρ, X)で あ り,退 化 楕 円 型 の 場 合 に は(A3)が 成 り立 つ.ま ず,条 件

は 一3α(iξ12+112)≦:〈Xξ,ξ 〉+〈Yη,η 〉≦3α1ξ 一 η12∀ ξ,η∈R亙 に 同 値 で あ る.特 に,η=ξ と

取 る と 〈(X+Y)ξ,ξ 〉≦:0∀ ξ∈RN.ゆ え に, X≦:ｮY.従 つ てF(r,α@一 ン),ｮV)≦IF(ブ,

α@一 ッ),x).

 例.F=一tr.A@)Xで あ り,8wに 値 を と る ρ 上 のLipschitz関 数.Bに 対 し てAω=.B(ρ5)2

,と 表 す こ と が で き る な らば,(A3)が 成 り立 つ ・ な ぜ な ら,

で あ れ ば,〈Xξ,ξ 〉+〈Yη,η 〉≦:3α1ξ一 η12.従 つて,適 当 な定 数L>0に 対 して

e、,…,伽 に よ りRNの 標 準 基 底 を 表 す と し て,上 の 不 等 式 で ξ=8、,…,砺 と 取 り,加}合 わ せ れ

ぽ1,tr B@)X'Bcx)十trB(y)yB(の ≦:3αL'Niρ σ一 〃12.こ う・し てF(y'一Y)一 一F(x, X)=tr B(x)2X

+try(y)2y≦:3αL'Nloじ 一 ツ12.さ らに, B=B@,ρ)と 置 き 替 え て も, B@,ρ)が ρ に つ い て 同 等 に

xの 関 数 と し てLipschitz連 続 な らば,同 じ 結 論 を 得 る.

 注 意3。(A3)が 成 り立 つ と ぎ, Fは 退 化 楕 円 型 で あ る.こ れ を 証 明 し よ う. X+Y≦0と す

る 。 ξ,η∈Rπ,ε>0と す る と,

ゆ え に ・ 従 って

すなわち

α≧13znax{"Xll+"Y"+馬 ÷"Y闘Y"}と と る・(A3)を 仮 定 い ∈-jiRT'vti∈9を 固 定 し・

ン=諾 一(1/α)ρ(す な わ ち,ρ=・ α@一 の)と 取 つ てF(xｮ(1/α)ρ,ら ρ,ｮy)一F⑰,ち ρ,X一 εL)≦;

ω((1/α)dρP十1))を 得 る.α → ○○,ε ↓0と し てF(oヴ,プ,ρ,ｮy)<F(x,プ,ρ,X)・ 團

 2。3 補 題1の 証 明.粘 性 解 に つ い て 初 め て の 方 は,こ の 部 分 を 飛 ば し て §3に 進 ま れ る こ と を

勧 め る 。u:9→ 盈 に 対 して,」2・ ±%@), J2・ 劾@)を 以 前 と 同 じ に 定 義 す る 。多 価 写 像 ρじト→ ノ2・㌔@)

は つ ぎ の 意 味 でupper semicontinuousで あ る:ρo%→nx,(拓, X%)∈ ノ2・士z6@%),(ZG(晦),《, X%)→

(π④),ρ,X)な らぽ,(ρ, X)∈ ノ2・㌔ ⑫)・ ま た, ZGの 連 続 性 を 仮 定 せ ず に 命 題1は 成 り立 つ こ と

に 注 意 す る 。 つ ぎ の 補 題 は 広 義 の 最 大 値 原 理 の 言 い 換 え で あ る.

 補 題2。 ノ:R亙 →R,あ ∈RN, maXBN!=!@),(ρ, X)∈J2・ プ@)で あ れ ば,ρ=0, X≦:0・

 証 明 。 伊∈C2(θ)を つ ぎ の 様 に と る.!一 ψ は £ で 極 小 値 を と り, Dψ ⑫)=ρ, D2ψ@)=・Xが

成 り立 つ.こ の と き,砂 は 金 で 極 大 値 を と る.従 つ て,ρ=D伊 ⑫)ｮo,X=D2ψ@)≦:0・

 補 題3(A.D. Ale:ksandrov).!:R亙 →Bがsemiconvex(す な わ ち,あ るC∈Rに 対 し て,
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注 意.以 下,」2!@)=」2・+ノ@)∩ 」2'『!@)と 表 す 。(ρ,X)∈ 」2!④)で あ る に は

が 必 要 十 分 で あ る.こ の よ うな(ρ,X)は 高 々 一 つ.

 注 意 ・D!,D2!で 超 関 数 の 意味 の微 分 を 表 す と して,補 題3の 仮 定 の下 で

 D2ノ=Z十 μ,1∈D}。 。(R丼),μ はRadon測 度,

{ μ;≧0,μ はLebesgue測 度 に 関 し てsingular。

さ らに,

が 成 り立 つ。

 上 の結 果 に つ い て は,[1],[23],[13]を 参 照 の こと。

 補 題4・!:RN→B はsemicohvex・!@)<ノ(0),(∀oσ ≠0)な らば,∀ ブ>0に 対 して,

  meas伽 ∈B,(0)iあ る ρ∈B,(0)に 対 して 鋳 →!(の 一〈ρ,〃〉 は りじで 極 大 値 を と る}>0。

こ こで,rheas AはA⊂jBNのLebesgue測 度 を 表 す.

 略 証.!∈C2(jRN)と 仮 定 す る。 r>0と す る.

   E=@∈ 島(0)iあ る ρ∈Hl,(0)に 対 して 蹉 →!(〃)一 〈ρ, y>一はxで 極 大 を とる}

とお く.!(0)=0と す る.δ>0を!@)<一 δ ∀oσ∈aB,(0)と な る よ う に と る。 ρ∈.Bδ/,(0)に

対 して,シ ー ノ(の 《 ρ,の はint・B,(0)で 最 大 値 を とる.す な わ ち,ε=δ ケ と固 定 す る と き,

∀ρ∈B、(0)に 対 してaC∈Eが 存 在 し, D!@)=Y.つ ま り, B、(0)⊂D!(E)。 従 っ て

伽 はB亙 の 単 位 球 の 体 積 で あ る.こ の 最 後 の 不 等 式 はSardの 補 題 の 一 般 化 あ る い は一geometric

measure theoryに お け るarea formulaま た はcoarea f0rmulaに よ つ て 正 当 化 され る 。(等 式

に な らな い の は ジ ー 般 に 餅 →Dノ@)が 一 対 一 で な い か ら と 考 え れ ば よ い 。)!@)十C囲2は

convexな の で, D2!@)+2CL≧0・ 一 方, D2!@)≦:0ｮn E.ゆ え に,ｮ2CI≦:D2!@)≦:00n 、E。

従 つ て,idet D2!@)1≦:(2 C)Nｮri.E・ こ れ よ り, oN〆 ≦(2 C)亙rneas E。 よ っ て,. mess E≧

(轟.搬 の!に ついては・滑 ら力礪 数による近似 とB・re1-Cantelliの 定理に基づ く搬

操 作 が 必 要 に な る.躍

 補 題5・!:BN→Bはsemiconvex,.fCa)〈!(0)(∀x≠0)で あ る とす る。 この と き,あ る 点

列xn,ρ%→0に 対 して つ ぎが 成 立 す る:」2!@の ≠¢,りじト→ ∫ω 《 拓,りo>は りσ箆で極 大 と な る。

 証 明.補 題3と 補 題4の 二 つ を組 み 合 わ せ れ ば よ い。 凹

 u'R亙 →Bは 上 に有 界 な関 数 とす る.ε>0と す る.ZGのsup-convolution uε:BN→Bを つ ぎ

の 様 に 定 義 す る。

補 題6.'L6E;≧ πin ENで あ り,ρ6卜→%ε@)+(1/2ε)lxl2はconvexで あ る。

証 明。 ま ず,
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1

e〈ρゆ,〃〉一養 の に お い て,右 辺 はxのaffine関 数 のsupで あ り,従 つてc()nvex関 数 で あ る.

 semiconvex関 数 は 局所Lipschitz連 続 で あ る こ とに 注 意 す る.

補 題7.

 証 明.関 数!@)≡ πε@)十(1/2ε)囮2はc()nvexな の で,各x∈RNに 対 して!(の 一!@)≧

〈g,〃一りゆ〉 ∀シ∈B万 と な るg∈RNが 存 在 す る.従 つ て(ρ, x)∈ 」2・+%ε@)で あれ ば,ッ →xの と き

これ よ り,q=ρ+(1/ε)り じ, X+(1/ε)L;≧0が 分 か る.従 つて,(ρ,X)∈J2s"}'・@)の と きX≧

一(1/ε)L .□                                ,

 補 題8.u∈ σ5C(RN)と す る.鋤はBN上 で 上 に 有 界 で あ る と す る.(ρ, X)∈J2a+ZG・@)で

あれ ば,(ρ,.X)∈ 」2・+π@+ερ)で あ り, ZG・@)=u(x+ε ρ)一(ε/2)IYI2が 成 り立 つ.

 注 意 ・ 以下,σ5C(2)に よ り ・9上 で上 半 連 続 な実 数 値 関 数 の全 体 を 表 す. D5C(9)に よ り9

上 で 下 半 連 続 な実 数 値 関 数 の全 体 を 表 す.

 証 明・ 命∈RN,(Ya)∈ 」2・+πε⑫)を 固 定 す る。 ψ∈C2(RN)をu・ 一ψ が £ で 極 大値 を と り,

さ らにD伊 ⑫)=ρ,D2幹 ⑫)=Xを 満 た す もの とす る.%は 上 に 有 界 で 上 半 連 続 だ か ら,?.G・@)=

?,G(2
E となる ρ∈恥 ミある.こ のとき(棚 畷 の一か 一酌 ω は(鋤

に お い て 極 大 値 を と る.特 に,劣=㌢+£ 一 ρ と し て,シ ト耀(〃)一 妖 ン+露 一 の は ρ で 極 大 値 を と る.

従 っ て,(D幹 ⑫),D2妖 の)∈J2,+π(の ・ す な わ ち,(ρ, X)∈J2,+u(の.一 方, xト →%(の 一

(1/2ε)μ 一 ρi2一 妖 の は 捻 で 極 大 値 を と る 。 従 つ て,ｮ(1/ε)@一 の 一Dψ ⑫)ｮo。 す な わ ち,

'j+εDψ ⑫)畿 斜 ερ・ こ う し て,(Ya)∈ 」2・+%@+ε ρ).ま た,%・ ㈲=z6(y)(1/2ε 聯 一 ρ12

よ りz6ε(£)慧z6({分 十 εメ))一(ε/2)1,`,f2.璽

補 題9.

と仮 定 す る.こ の と き,各 ε>0に 対 して,つ ぎ の関 係 が 成 り立 つ よ うなX,Y∈8wが あ る。

注 意 ・ 五 一 αG}L>α 〉・ とす る・ ε一去 と とれ ば,A・ 一2α 岬ii-2α と な り,最 後

の不等式は

と な る 。

証 明.z,ζ ∈12躍 と す る 。
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と な る. と し て,

とお くと

ゆえに

特 に,

を

と 定 義 す る.fはsemiconvexで あ り,!(0,0)ｮo>!@, y)(∀@,の ≠(0,0))を 満 た す.補 題5

に よ りRπ の 点 列{xn},{yn},{ρ π},{qπ}で 賜,脇,拓,9π →0@→ ∞)を 満 た し,さ ら に つ ぎ を 満

た す も の が 取 れ る:

はCan,劉 の で極 大 値 を とる。

こ こ で,前 者 はJ2%λ(xn)≠ ¢,」2が(yn)≠ の を 意 味 す る.そ こ で(ξ%, Xn)∈J2u(xn),(η%, Yn)∈

」20(〃%)と す る.補 題2よ り

前 者 よ り ξ%,騙 →0@→ ・・)が 分 か る。 補 題8よ り

補題7よ り こ う し て,

これ よ り,特 に,{x%},{Y処}は 有 界 列 で あ る.従 つ て{Xの,{y%}は 収 束 列 で あ る と し て よ い.

Xδ ・=lim X%, Ya=lire Ynと お く。 π→ ∞ と し て,

ま た, だ か ら,

そ こで,δ ↓0と す れ ぽ,適 当 なX,Y∈SNに 対 してつ ぎが 成 り立 つ ことが 分 か る・

補 題1の 証 明.u,v∈C(9)で あ り, u(x)ｮv(の 《 α/2)Ix-yl2は ⑫,の ∈9×9で 最 大 と な る

とす る。 ε>0を 十 分 に 小 さ くと る。 特 に,塗+B、(0)⊂9は 成 り立 つ とす る.N,拶 ∈tJS'C(jRN)を
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と お く. で あ り,更 に

であるので,綱 縦 餅 新 矧2≦0∀ ∞,シ∈BNと して よい哺 題9よ り・ あるX, Y∈SN

に対 して,

§3 安 定 性 と 解 の 存 在.

3。1安 定 性 。 つ ぎ の 意 味 で 粘 性 解 は 安 定 で あ る.

命 題4。Fn, F∈C(r)., Fn→F in, C`(r),π%, ZL∈C(9),隔 →%in C(9), Fn[un]≦0 in、9が 成

り立 つ と き,F[u]≦:0 in・9.

 証 明.ψ ∈C2(9),塗 ∈2と し,2Gｮcpはxで 極 大 を 取 る とす る。 必 要 が あれ ば,伊 を 取 り替 え

る こと に よ り,@一 ψ)(x)≦@一 の(⑳ 一 移一£ド ∀ρσ∈…9と 仮 定 して よい。9を 小 さい もの に取 り

替 え て,十 分 に 大 きいnの み を 考 え る と して,鰯 一 ψ は りo,、∈9で 最 大 とな り,り5π→ 金 と仮 定 し℃

よ い. 'この と き,』 ㌦[鰯]≦0よ り, 瓦@%,π%(諮 π),Dψ(賜),L)2ψ@π))≦;0. n→ ∞∞ と し て,

 注 意.特 に,一 ε∠%ε十H(D%ε)=f(x)in9 uE→z`in C(9)な らぽ,%はH(Dの=ノ@)を

粘 性 解 の 意 味 で 満 た す.こ の 事 実 に よ り,流 体 力学 に お け る近 似 解 法 で あ る粘 憐 消 滅 法 と の アナ ロ

ジー か ら`粘 性 解'と 命 名 され た.

 3。2解 の 定 義 の 一 般 化.関 数ZG:9→Bは 局 所 有 界 で あ る と し,関 数z6の 上 半 連 続 包(upper

sexnicｮntinuｮus envelope)u*と 下 半 連 続 包(10wer semicontinuous enve10pe)?.L*を つ ぎで 定 義

す る.

こ の と き, で あ り,
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は局所有界とする.

定 義.?.Lが 粘 性劣 解(粘 性優 解)で あ る と はつ ぎが 成 立 す る ことで あ る.(i)uは 局 所 有 界 。

(ii)

 再 び,安 定 性 に つ い て 考 え る.u92.ρ →R,瓦:r→ 」紀(nｮ1,2,…)と し,関 数 列{ZL2},{F!%}は

局 所 一 様 有 界 で あ る と す る.

と お く.擁 ∈ σ5C(ρ),璽 ∈L'5C(9), F∈ σ5C(r), F∈L,5C(r)と な る 。

 命 題5([2])・ 上 の 局 所J様 有 界 性 の 仮 定 に 加 え て,1㌦[z`%]≦:Oin・9@=1,2,…)と 仮 定 す

る.こ の と き,F[u]<oin52。

 証 明.ψ ∈C2(の と し,蕩 一 ρ がn∈9で 極 大 値 を と る と す る.@一 の(の=0,@一 ψ)@)≦

一 μ 一 £14∀x∈B 、(の と 仮 定 し て よ い.た だ し,ε>0で あ る.{YZ}の 部 分 列 に 置 き 替 え る こ と を

考 え れ ぽ,xn→ 露,嬬@の → 飢 ⑳ と な る 列{xn}が 取 れ る と し て よ い 。((Zln一(p)@)十lxｮx14)+→0

(B、(㊧ 上 で 一 様 収 束)が 分 か る.十 分 に 大 き な η の み 考 え て,嬬 一 ρ は 脇 で 極 大 値 を と り,

X92(〃π)→u(x),脇 → 命 と な る よ う な{yn}⊂B、 ⑫)が 存 在 す る と し て よ い.1㌦ 〔z勉]≦0よ り,

(瑞)*Can, Zen(腕),Dψ(yn),D2ψ ②%))≦0. n→ ∞∞ と し て, F(名 茄@),Dψ@),D2ψ ⑫))≦:0.量

 命 題6.sは あ る 空 で な い 粘 性 劣 解 の 族 と す る.8は 局 所 一 様 有 界 で あ る と す る. u(の=sup

{灰 の ゆ ∈8}∀x∈9と お く.こ の と き,π ∈5σBで あ る.

 証 明.ψ ∈C2(9)と し, z諮 一 ψ は 命∈9で 極 大 値 を と る と す る.ρo%→ 金,"%(賜)→ が ⑫)と な る

列vn∈s, xn∈9を 取 る こ と が で き る. v(x)=lim,↓ 。 sup{〃%(の1π ≧1ケ,紗 一 ρじ19}と お く。

拶≦ が,v(x)=Zc*(⑳ と な り,が 一 ψ はAで 極 大 値 を と る.命 題5よ り, F*⑫,駅 ⑳, Dψ(⑰,

D2tp(x))≦:0.従 つ て,%∈S'ZTB.置

 命 題7(Peerｮnの 方 法). Fは 退 化 楕 円 型 で あ り,!,9':9→Rは 局 所 有 界 で あ る と す る.

!∈5σH～,g∈5ひH㌧!≦:gin、9と し, u(x)=sup{v(x)P∈5σB,!≦v≦9in、9}∀x∈ ρ と お く.

こ の と き,u∈30D。 さ ら に, .f≦:u≦:9in、9。

 証 明 。 ま ず,!≦ 砥gin・9は 明 らか.従 っ て,%は 局 所 有 界 で あ る.命 題6よ り,π ∈SZIPが

分 か る 。 π∈S'UPを 示 した い.雄5σPと 仮 定 す る.露 ∈ ρ と ψ∈C2(の が 存 在 し,%ボ 幹 は 塗

で 極 小 値 を と り,F*⑫,晦 ⑫),Dψ ⑫),D2ψ(x))〈 σ を 満 た す 。 ま ず,娠(⑳<9*c^)を 示 す.仮 に,

娠 ⑫):≧g*Cx)な らば,娠(の=g*(の ・ す る と, g*一 ψ は 命 で 極 小 値 を と る こ と に な り, g∈5『Z7P

よ り,F*⑫,9*⑫),Dψ ⑫),D2ψ ⑫));≧0・ これ は 矛 盾 で あ る.娠(£)<9*cx)が 分 か っ た.

 (πゾ ψ)Cx)=0と し て よ い.ψ@)を ψ@)一 移 一 剣4に 置 き 替 え,(ZG*一 ψ)@)≧ μ 一 剣4∀ 諾∈

B2δ(nx)と で き る 。た だ し,δ>0.半 連 続 性 よ り,F*cx,ψ@)+r, Dψ(oσ),D物@))<0∀3じ ∈B2δ(⑳

と し て よ い 。 同 様 に,ρ@)+r<9*Cx)∀ りσ∈B2δ ⑫),0≦;∀ ブ≦:δ。 と し て よ い 。0<ε ≦:δ と し,

v(Ωo)=(p(x)十 ε と お く。
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が 成 り立 つ.ε ≦ δ4と す る 。 こ の と き,u≧ 刀 ∀ ρσ磋Bδ ⑫). e9→Rを ω@)=u(x)@巳9＼B2δ(n)),

ω@)=max{π@),"@)}@∈B2δ(⑳)に よ り定 義 す る 。 ω@)=%@)∀ 郎∈9＼Bδ(の で あ る か ら,

F@]≦0in・9＼Hlδ(£).命 題6よ り, F[w]CO in intB、 δ(x).従 っ て, F[w]≦:0 in9.

と こ ろ が, ゆ え に,ω 幽.ま た,!≦"≦gin9.こ れ

は,ZLの 定義 に 矛 盾 す る.醒

 以下 で は,再 び9は 有 界 な 開集 合 で あ る とす る。

 定 理4。 (A1)一(A 3)を 仮 定 す る. u∈5σHl, v∈5σP, u*Cv*on∂ ρ と す る.こ の と き,

注 意 。 諾∈∂9の と きに は,が,娠 の 値 を つ ぎの よ うに定 義す る.

 つ ぎの事 に注 意 す れ ば,定 理3と 同.じ 方 針 で 証 明 さ れ る.maxi(u*ｮv*)>0と 仮 定 す る.

軌@・y)=u*ω 一"*ω 弓i矧2と お く・難 σ5α 卿)な ので,鱒 上に 軌 の鰍 点

が 存 在 す る.一 つ の 最 大 点 を@。,y。)と 表 す.φ 。Cx。, y。)≧ π*@)一 刀*@)∀x∈9で あ り,従 つ

て,φ 。@。,y。)>max(u*ｮv*)>0.ゆ え に,α1%一 ン。12≦:2M.た だ し, M=supslu十sup瘡 回 と

す る.こ れ よ り,α → ・・ の と きx。 一%→0.さ ら に,α1りo。 一 ン。f2→0(α → ・・)が 成 り立 つ.こ れ を

確 か め る た め に,lim。 →∞.alx。一 ン。12=・2ε,ε>0と 仮 定 す る.適 当 な 列{an}に 対 し て,α%→ ∞・ と

α侃μ 。。一 ン。12n≧ε が 成 り立 つ 。9の 有 界 性 よ り,さ ら にx。n→ 命,㌢ 。n→捻 と し て よ い 。 π→ ・・ と し て

これ は 矛 盾 で あ る.ゆ え に1im。 →..αloo。一 ツ。12=.

 定 理5. (A1)一(A3)を 仮 定 す る.!,9∈C(9),.f≦g in 9,!=gon∂9,!∈SUB, g∈5σL)

と仮 定 す る.こ の と き,%∈SｮL∩C(9)が 存 在 す る.さ ら に,!≦:π ≦gin・9を 満 た す.

 証 明 。u(x)=sup{v(x)i"∈5ひB,!9≦gin・9}・ と お く.命 題7よ り,π ∈50Dで あ り,ま た

!≦%≦gで あ る.!,9∈C(9)な の で,f<is*:≦%*≦gin 9..f=gｮn∂9よ り, u*・=u*on∂ ・9・

従 つ て,定 理4よ り,u*Cu*lri .ゆ え に,'u*ｮu*∈US"C∩LS'C(9)=C(9)・ こ のuが 求 め る

も の で あ る.■

 お わ りに 以 上 の こ とを 理 解 す れ ば,粘 性 解 を一 通 り勉 強 した こ とに な る.User's Guideを さ

らに 進 ん で 学 べ ば,こ れ ま で の 研 究 の発 展 や 今 後 の方 向 な どを 知 る こ とが で きる だ ろ う.粘 性 解 の

研 究 に 興 味 を 持 た れ た方 は,最 適 制 御,大 偏 差 原 理(1arge deviation),均 質 化 理 論(h0m0geni-

zati0n),曲 面 の運 動 へ の応 用 な ど の 具 体 的 な 問題 を頭 に お い て,研 究 の方 向 を 見 極 め て い くのが

よい だ ろ う.こ の よ うな 具 体 的 な 問 題 と して,最 近 のJensenの 研 究[24]も 興 味 深 い.参 考 文 献

はUser's Guideに 詳 しい の で,こ こで は 極 く一 部 の文 献 の みを 挙 げ て お いた.こ の 拙文 を 書 くに

あ た り小 池 茂 昭 氏 と佐 藤 元 彦 氏 に 貴 重 な 意 見 を頂 いた 。 レ フ リー の方 に は,た くさん の ミス プ リの

指 摘 と有 用 な 意 見 を 頂 いた.こ こに,こ れ ら3氏 に 感 謝 す る.
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