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一般化された spin-Feynman-Kac公式

解析ができる模型の例.
(1)スピン・ボゾン Hamiltonian

HSB = εσz ⊗1l+1l⊗Hf +ασx ⊗ϕ(ĥ)

(2) Nelson模型で hpを
√
−∆+m2 −m+V に置換えて

HSRN = (
√

−∆+m2 −m+V )⊗1l+1l⊗Hf +HI

(3) Pauli-Fierz模型

HPF =
1

2m
(p⊗1l−A)2 +V ⊗1l+1l⊗Hf.

(4)スピンを含む PF模型は

Hσ
PF =

1
2m

(σ · (p⊗1l−A))2 +V ⊗1l+1l⊗Hf

(5)準相対論的 PF模型

HSRPF =

√
(σ · (p⊗1l−A))2 +m2 −m+V ⊗1l+1l⊗Hf
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

References

Self-adjointness Arai (81,83), FH (00,02),
Loss-Miyao-Spohn (07), Haslar-Herbst (08)

Existence of GS Bach-Fröhlich-Sigal (97,99),
Arai-Hirokawa (97), Spohn (99), Gérard (00),
Griesemer-Lieb-Loss (01), Lieb-Loss (02), Arai(01),
Bruneau-Dereziński (04), Hirokawa-FH-Spohn (05),
Miyao-Spohn (08), Gérard-FH-Suzuki-Panatti (09),
Könenberg-Matte-Stockmeyer (11)+many papers,
Hidaka-FH (14)

Enhanced binding FH-Spohn (02), Catto-Hainzl
(02), Arai-Kawano (02), Chen-Vogalter-Vugalter (03),
H-Sasaki (08,14)
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

References

Absence of GS Arai-Hirokawa-FH (99), Chen(01),
Derezinski-Gérard(04), Lorinczi-Minlos-Spohn(02),
Hirokawa (06), Haslar-Herbst (06)
Gérard-FH-Suzuki-Panatti (10)

Multiplicity of GS Bach-Fröhlich-Sigal (97),
Arai-Hirokawa (97), FH (00,02), FH-Spohn (01),
Bach-Fröhlich-Pizzo (05)

Asymptotic field Spohn(97),
Derezinski-Gérard(99,04), Gérard (02),
Fröhlich-Griesemer-Schlein (01, 02)
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

Schrödinger作用素と FKF

dD-Schrödinger作用素

hp =−1
2

∆+V

( f ,e−thpg) =
∫

dxEx
[

f (B0)g(Bt)e−
∫ t

0 V (Bs)ds
]
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

ベクトル場 a = (a1, · · · ,ad)を含むスピン 1/2
相対論的Schrödinger作用素√

(σ · (p−a))2 +m2 −m+V

Pauli行列

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ1 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

Bernstein関数

h2(a) =
1
2
(σ · (p−a))2 =

1
2
(p−a)2 − 1

2

[
b3 b1 − ib2

b1 + ib2 −b3

]

(b1,b2,b3) = ∇×a
Ψ(h2(a))+V

Ψ(u) =
√

2u+m2 −mは Bernstein関数

B =

{
f ∈C∞

∣∣∣∣ f (x)≥ 0,(−1)n
(

dn f
dxn

)
(x)≤ 0,∀n ∈ N

}
B0 = { f ∈ B |limu→0+ f (u) = 0} .
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

スカラー化

Z2 = Z/2Z= {±1}
h2(a)を L2(R3 ×Z2)上の作用素 hZ2 へユニタリー変換

(hZ2 f )(x,θ) =
(

1
2
(p−a)2 − 1

2
θb3(x)

)
f (x,θ)

−1
2

(
b1(x)− iθb2(x)

)
f (x,−θ)

.

ユニタリー同値性

.

.

.

h2(a)∼= hZ2
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

スピンの一般化

Z2 = {−1,1}→ Zp = {θ (p)
1 , ...,θ (p)

p }

θ (p)
α = exp

(
2πiα

p

)
α ∈ N.

スピンZpをもったSchrödinger作用素
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

スピンZp

(対角部分) U : Rd ×Zp → Rは maxθ∈Zp |U(x,θ)|が−∆/2に
相対有界な掛け算作用素.

(非対角部分) Wβ : Rd ×Zp → C, 1 ≤ β ≤ p−1,は
maxθ∈Zp |Wβ (x,θ)|が−∆/2に相対有界となる掛け算作用素.

Uβ (x,θα) =
1
2

(
Wβ (x,θα+β )+Wp−β (x,θα)

)
一般化されたスピン作用素

M : f (x,θα) 7→U(x,θα) f (x,θα)+
p−1

∑
β=1

Uβ (x,θα) f (x,θα+β )
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

一般化されたSchrödinger作用素

hp =
1
2(p−a)2 +M

hp = hp − infSp(hp)

一般化されたSchrödinger作用素

Ψ ∈ B0 =⇒ hΨ
p = Ψ

(
hp
)
+V
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

p−1個の独立なポアソン過程 (Nβ
t )t≥0, β = 1, ..., p−1,

Nt = ∑p−1
β=1 βNβ

t

.

H.+Ichinose+Lorinczi (RMP12)

.

.

.

( f ,e−thΨ
p g) =

p

∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0
W×µ×ν

[
e(p−1)T Ψ

t f (B0,θN0)g(BT Ψ
t
,θNT Ψ

t
)eS Ψ

]
.

S Ψ = S Ψ
V +S Ψ

a +S Ψ
S

S Ψ
V =−

∫ t
0 V (BT Ψ

s
)ds

S Ψ
a =−i

∫ T Ψ
t

0 a(Bs)◦dBs

S Ψ
S =−

∫ T Ψ
t

0

(
U(Bs,θNs)−ξ

)
ds+

p−1

∑
β=1

∫ T Ψ
t +

0
log(−Uβ (Bs,θNs−))dNβ

s
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

スピン 1/2相対論的 Schrödinger作用素

例

L2(R3;C2)上に

h =
√

(σ · (p−a))2 +m2 −m+V, m ≥ 0,

スカラー化
=⇒ h = hΨ

2 (a,−
1
2θb3,−1

2(b1 − iθb2),V )

Ψ(u) =
√

2u+m2 −m.
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

.

.

P(ϕ)1過程

P(ϕ)1過程は, OU過程の一般化

自己共役作用素K =⇒ infSp(K) = E.

m = dimKer(K −E)

(基底状態)m ≥ 1となるときKの基底状態は存
在するといい, m = 1のときKの基底状態は一
意的に存在するという. また m = 0のとき K
の基底状態は存在しないという.
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

hp =−1
2∆+V =⇒∃基底状態φp > 0とする.

hpφp = Epφpとして, hp = hp −Ep

dN0 = φ2
p (x)dxはRd上の確率測度

基底状態変換
U : L2(Rd,dN0)→ L2(Rd,dx), f 7→ φp f

Lp = U −1hpU = 1
φp

hpφp
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一般化された spin-Feynman-Kac公式

Lpに付随した拡散過程 (Xt)t≥0が存在
形式的に Lp f =−1

2 ∆ f −∇ logφp ·∇ f なので

dXt = ∇ logφp(Xt)dt +dBt , X0 = x

の解 (Xx
t )t≥0 は E[ f (Xx

t )] =
(
e−tLp f

)
(x)

.

P(ϕ)1による FKF

.

.

.

V は Kato分解可能で, hp は基底状態 φp > 0をもち,
Lp = U −1hpU をその基底状態変換とする. Xt は (X ,B)上の座
標過程 Xt(w) = w(t)とする. このとき (X ,B)上に確率測度 N x

0
で以下を満たすものが存在する.

( f ,e−tLpg)L2(Rd ,dN0) = ( f φp,e−t(hp−E)gφp)L2(Rd) = EN0 [ f̄ (X0)g(Xt)].

確率空間 (X ,B,N x
0 )上の座標過程 Xt を P(ϕ)1過程という.

X ×Rd 上の確率測度 dN0 = dN0 ⊗dN x
0 .
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場の量子論への応用～Nelson模型

.

.

Gauss超過程

(ϕ( f ), f ∈ E )が確率空間 (Q,Σ,µ)上の L2(Rd)を

指数に持つGauss超過程である
de f⇐⇒

(1) ϕ( f ) : Q → Rは (Q,Σ,µ)上のGauss過程で
平均ゼロ,共分散が
Eµ [ϕ( f )ϕ(g)] = 1

2( f ,g)L2(Rd)

(2) ϕ(α f +βg) = αϕ( f )+βϕ(g), α,β ∈ R

(3) Σ = σ({ϕ( f ) | f ∈ L2(Rd)}
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場の量子論への応用～Nelson模型

フォック空間 L2(Q)

ω̂ =
√
−∆+m2

Hf1l = 0,

Hf :
n

∏
j=1

ϕ( f j) :=
n

∑
j=1

:ϕ( f1) · · ·ϕ(ω̂ f j) · · ·ϕ( fn) :

相互作用項: UV切断関数 φ̂ =⇒ φ̃ = (φ̂/
√

ω)∨

HI : F(x,ϕ) 7→ ϕ(φ̃(·− x))F(x,ϕ)
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場の量子論への応用～Nelson模型

.

.

Nelson模型

L2(Rd)⊗L2(Q)上のNelson Hamiltonian

H = hp ⊗1l+1l⊗Hf +HI

同値な定義.
Lpを hpを基底状態変換
P0 = N0 ×µ はRd ⊗Q上の確率測度

L2(P0)上のNelson Hamiltonian

L = Lp ⊗1l+1l⊗Hf +HI

H ∼= L
廣島文生 Feynman-Kac型公式の場の量子論への応用 19



場の量子論への応用～Nelson模型

.

.

e−tH の FKF

.

BMによる FKF

.

.

.

(F,e−tHG) =∫
Rd

dxEx
[
e−

∫ t
0 V (Bs)ds

(
J0F(B0),e−ϕE(

∫ t
0 jsφ̃(·−Bs)ds)JtG(Bt)

)]

.

P(ϕ)1による FKF

.

.

.

(F,e−tLG) = EN0

[(
J0F(X0),e−ϕE(

∫ t
0 jsφ̃(·−Xs)ds)JtG(Xt)

)]

廣島文生 Feynman-Kac型公式の場の量子論への応用 20



場の量子論への応用～Nelson模型

.

.

基底状態の解析

H または Lの∃1基底状態φg > 0を仮定する.

e−T L1l/∥e−T L1l∥→ φg (T → ∞).

φg の性質を調べる処方箋の一つが

φT
g = e−T L1l/∥e−T L1l∥

の極限の解析.
φT

g → φg

γ(T ) = (1l,φT
g )

2 =
(1l,e−T L1l)2

(1l,e−2T L1l)
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場の量子論への応用～Nelson模型

.

.

真空期待値

.

BMによる真空期待値

.

.

.

( f ⊗1l,e−T Hg⊗1l) =∫
Rd

dxEx
[
e−

∫ T
0 V (Bs)ds f (B0)g(BT )e

1
2
∫ T

0 ds
∫ T

0 dtW (Bs−Bt ,s−t)
]

.

P(ϕ)1による真空期待値

.

.

.

(
1l,e−T L1l

)
L2(P0)

= EN0

[
e

1
2
∫ T

0 ds
∫ T

0 dtW (Xs−Xt ,s−t)
]

ここでペアポテンシャルW は

W (x, t) =
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|dk.
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場の量子論への応用～Nelson模型

.

Criteria

.

.

.

lim
T→∞

γ(T ) = aとする. a > 0ならば H の基底状態は存在し, a = 0

なら基底状態は存在しない.

γ(T ) =
EN0

[
e

1
2
∫ T

0 ds
∫ T

0 dtW
]
EN0

[
e

1
2
∫ 0
−T ds

∫ 0
−T dtW

]
EN0

[
e

1
2
∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW

]
=

EN0

[
e

1
2
∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 dtW

]
EN0

[
e

1
2
∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW

]
= ENT [e

−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 dtW ]

NT は有限体積Gibbs測度と言われる.
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場の量子論への応用～Nelson模型

.

Spohn (LMP 98)

.

.

.

∫ |φ̂(k)|2

ω(k)3 dk < ∞かつ Σp −Ep >

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
|k|2

2ω(k)+ |k|2
dk =⇒

∃基底状態 φg.

.

Lorinczi+Minlos+Spohn (AHP 02)

.

.

.

d = 3, φ ≥ 0 (φ ̸≡ 0)とし V (x)≥C|x|2β , β > 0, =⇏ ∃基底状態 φg.
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多様体上の場の量子論

.

.

時間的に不変な Lorentz多様体上のNelson模型

Lorentz多様体上の Nelson Hamiltonian
dispersion relation ω =

√
−∆+m2 は KG方程式

(□+m2)ϕ(t,x) = 0から導かれる.
M = (R4,g)を計量テンソル gの時間的に不変な Lorentz多
様体

Lorentz多様体M 上の KG方程式は□gϕ +(m2 +ηR)ϕ = 0

∂ 2ϕ/∂ t2 = Kϕ

K = g00

(
1√
|detg|

3

∑
i, j=1

∂ j
√

|detg|γ ji∂i −m2 −ηR

)

K は L2(R3,ρ(x)dx)上対称 ρ =

√
|detg|
g00

= g−1/2
00

√
|detγ|.
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多様体上の場の量子論

Kを L2(R3;ρ(x)dx)上の作用素から L2(R3;dx)上の作用素へ
ユニタリー変換

時間的に安定な Lorentz多様体上の dispersion relationは

ω̂ =
(
−∑3

i, j=1 ∂ig00γ i j∂ j + v
)1/2

時間的に安定な Lorentz多様体 (R4,g)上の Nelson模型

Hg = K ⊗1l+1l⊗Hf +HI.

K =−∑3
i, j=1 ∂iAi j∂ j +V .

ω̂ =
(
−∑3

i, j=1 c(x)−1∂iai j(x)∂ jc(x)−1 +m2(x)
)1/2

ϕ(x) = ϕ((ω̂−1/2φ)(·−X))

変数質量 m(x) ↓ 0(|x| → ∞)
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多様体上の場の量子論

.

Gerard+H.+Panati+Suzuki (CMP 11)

.

.

.

m(x)≥ a⟨x⟩−1 (a > 0)ならば H は基底状態をもつ.

証明に確率論でてこない.

.

Gerard+H.+Panati+Suzuki (JFA 12)

.

.

.

m(x)≤ a⟨x⟩−1−ε ならば Hg の基底状態は存在しない.

Proof limT→∞ γ(T ) = limT→∞EµT

[
e−

∫ 0
−T
∫ T

0 Wg

]
= 0を示す. ω が擬

微分作用素なので, Wgを具体的に書き表すことができない. 定数
C1,C2,C3,C4 > 0で次を満たすものが存在する.

C1e−C2tω̂2
∞(x,y)≤ e−tω̂2

(x,y)≤C3e−C4tω̂2
∞(x,y).

ここで ω̂2
∞ =−∆. Nelson模型に付随したペアポテンシャルW で

C1W (x− y,C2|t|)≤Wg(x,y, |t|)≤C3W (x− y,C4|t|)

となるから, Wgの評価をW の評価へ帰着できることになる.
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空間的減衰性

平坦な空間

ω =
√
−∆+m2 =⇒

 ∃φg (m > 0)

̸ ∃φg (m = 0)

曲がった空間

ω =
√
−∆+m2(x) =⇒

 ∃φg (m(x)> a⟨x⟩−1)

̸ ∃φg (m(x)≤ a⟨x⟩−1)
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空間的減衰性

.

.

マルチンゲール性と固有ベクトルの空間的減衰性

HΦ = EΦ
Xt(x) = etEe−

∫ t
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
0 jsφ̃(·−x−Br)dr)JtΦ(Bt + x)

.

H.(Adv Math 14)

.

.

.

(Xt(x))t≥0 はマルチンゲール.

Φ(x) = E[J∗0Xt(x)] = E[J∗0Xt∧τ(x)].
τ :停止時刻
適当な停止時刻 τ を選ぶことにより次が示せる.

.

H.(Adv Math 14)

.

.

.

HΦ = EΦとする. 次の (1)または (2)を仮定する.
(1) lim

|x|→∞
V (x) = ∞,

(2) lim
|x|→∞

V−(x)+E +
1
2
∥φ̂/ω∥2 = a < 0.

このとき ∥Φ(x)∥L2(Q) ≤Ce−c|x|.
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Gibbs測度

.

.

Gibbs測度による基底状態に関する期待値

可測空間 (X̃ ,B̃)上の測度

µT : A 7→ µT (A) =
1

ZT

∫
Rd

Ex
[
1Ae

1
2
∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW e−

∫ T
−T V (Bs)ds

]
B[−t,t] = σ(Bs;s ∈ [−t, t]). G = G ∞ =

∪
0≤t

B[−t,t]

可測空間 (X̃ ,σ(G ))上の測度 µT

任意の tを固定する. このとき,任意の A ∈ B[−t,t] に対
して lim

T→∞
µT (A) = µ∞(A)となるとき,確率測度 µT は確

率測度 µ∞に局所弱収束するという.
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Gibbs測度

H の基底状態 φgが存在すると仮定する. 加法的集合関数
µ : G → Rを

µ(A) = e2Et
∫
Rd

dxEx [1lA · (Ψg(B−t),Q[−t,t]Ψg(Bt))
]
, A ∈ B[−t,t]

で定義する. (X̃ ,σ(G ))上への拡大を µ∞ とする.

.

H.(Adv Math 14)

.

.

.

基底状態 φgが存在すると仮定する. このとき µT は (X̃ ,σ(G ))上
の測度 µ∞ へ局所弱収束する.

µ∞をGibbs測度という.

.

有限次元分布

.

.

.

f j : Rd → C, j = 0, ...,n,は有界関数とする. このとき

Eµ∞

[
n

∏
j=0

f j(Bt j)

]
= (φg, f0e−(t1−t0)(H−E) f1 · · ·e−(tn−tn−1)(H−E) fnφg).
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Gibbs測度

オブザーバブル Oの期待値 (φg,Oφg)をGibbs測度 µ∞ をもちい
て表すことができる.

.

.

f ∈ L2
R(Rd), β ∈ Rとする. このとき

(φg,eiβϕ( f )φg) = e−
β2
4 ∥ f∥2

Eµ∞

[
eiβK( f )

]
.

ここで

K( f ) =
1
2

∫ ∞

−∞
(e−|r|ωe−ikBr φ̂/

√
ω, f̂ )dr

は (X̃ ,σ(B))上の確率変数である.
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Gibbs測度

調和振動子の固有ベクトル f は e−|x|2/2で減衰する. さらに,
limβ↑1 ∥e(β/2)|x|2 f∥= ∞になる.
Nelson Hamiltonianの固有ベクトルも同様にGauss型に減
衰することが予想される.

.

Hirokawa+H.+Lorinczi, Math Z (14)

.

.

.

f ∈ L2
R(Rd)とし, |β |< 1/∥ f∥2のとき φg ∈ D(e(β/2)ϕ( f )2

)かつ

∥e(β/2)ϕ( f )2
φg∥2 =

1√
1−β∥ f∥2

Eµ∞

[
e

βK2( f )
1−β∥ f∥2

]
.

特に
lim

β↑1/∥ f∥2
∥e(β/2)ϕ( f )2

φg∥= ∞.
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Gibbs測度

.

Betz+H.+Lorinczi+Minlos+Spohn (RMP 01)

.

.

.

ρ ≥ 0を可測関数とする. ρ̂ = ρ(−i∇)とする. 任意の β > 0に対
して

(φg,e−βdΓ(ρ̂)φg) = Eµ∞

[
e−W ρ,β

∞
]

ここで

W ρ,β
∞ =

∫ 0

−∞
dt
∫ ∞

0
W ρ,β (Bt −Bs, t − s)ds

W ρ ,β (X ,T ) =
1
2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|T |ω(k)e−ikX(1− e−βρ(k))dk

※ (赤外発散) d = 3, φ̂(k) = 1l[λ ,Λ] のとき lim
λ→0

(φg,Nφg) = ∞.
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紫外切断のくりこみ理論

.

.

紫外切断のくりこみ理論

D = 3として, N-粒子 Nelson模型を考える.
HI(x) = ∑N

j=1
∫ ⊕
RdN ϕ(φ̃(·− x j)dx

φ̂ → 1lの極限を考える. φ(x)→ (2π)3/2δ (x). 簡単のために
V = 0と仮定をする. 切断関数 φ̂ε(k) = e−ε|k|2/21l|k|>λ , ε ≥ 0,
正則化された Hamiltonian

Hε = hp ⊗1l+1l⊗Hf +gHε
I , ε > 0,

くりこみ項

Eε =−g2

2
N
∫
R3

e−ε|k|2

ω(k)
β (k)1l|k|>λ dk

β (k) = 1
ω(k)+|k|2/2 . Eε →−∞ (ε ↓ 0)に注意.
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紫外切断のくりこみ理論

.

Nelson (JMP 1964)

.

.

.

次を満たす下から有界な自己共役作用素 Hren が存在する.

s−lim
ε↓0

e−t(Hε−Eε ) = e−tHren , t ≥ 0.

この定理を汎関数積分をつかって証明する.

廣島文生 Feynman-Kac型公式の場の量子論への応用 35



紫外切断のくりこみ理論

( f ⊗1l,e−2T Hε h⊗1l) =
∫
R3NdxEx

[
f (B−T )h(BT )e

g2
2 Sε

]
.

Sε =
N

∑
i, j=1

∫ T

−T
ds
∫ T

−T
dtWε(Bi

t −B j
s , t − s)

Wε(x, t) =
∫
R3

1
2ω(k)e

−ε|k|2e−ik·xe−ω(k)|t|1l|k|>λ dk, ε ≥ 0.

(x, t) ̸= (0,0)でWε(x, t)は滑らかで, Wε(x, t)→W0(x, t) (ε ↓ 0)
が成り立つ. Sε は ε = 0のとき対角成分に特異性が現れる.

これを取り除きたい. アイデアは Itôの公式をつかって,対角
成分を引き出すことである.
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紫外切断のくりこみ理論

T > 0を固定する. [t]T =−T ∨ t ∧T . 正則化された相互作用を対角
成分と非対角成分にわける: Sε = SD

ε +SOD
ε . ここで

SD
ε = 2

N

∑
i, j=1

∫ T

−T
ds
∫ [s+τ]T

s
dt Wε(Bi

t −B j
s , t − s)

SOD
ε = 2

N

∑
i, j=1

∫ T

−T
ds
∫ T

[s+τ]T
dtWε(Bi

t −B j
s , t − s).

SD
ε は Sε を対角成分の近傍 {(t, t) ∈R2||t| ≤ T}で積分したもの,そ
して SOD

ε はそれ以外の部分を表す.
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紫外切断のくりこみ理論

SD
ε = 2

N

∑
i, j=1

∫ T

−T
Φ(Bi

s −B j
s ,0)ds

−2
N

∑
i, j=1

∫ T

−T
Φ(Bi

[s+τ]T −B j
s , [s+ τ ]T − s)ds

+2
N

∑
i, j=1

∫ T

−T
ds
∫ [s+τ]T

s
∇Φ(Bi

t −B j
s , t − s) ·dBi

t .

Φ(x, t) =
∫
R3

e−ε|k|2 e−ik·x−ω(k)|t|

2ω(k) β (k)1l|k|>λ dk, ε ≥ 0.

Φ(0,0)→−∞ (ε ↓ 0)
右辺第一項の i = jの部分= 4NT Φ(0,0)がまさに発散項に
なっているので,くりこまれた作用を Sren

ε = Sε −4NT Φ(0,0)
で定義する.
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紫外切断のくりこみ理論

.

Gubinelli+H.+Lorinczi (JFA14)

.

.

.

lim
ε↓0

( f ⊗1l,e−2T (Hε+g2NΦ(0,0))h⊗1l)=
∫
R3N

dx
∫
R3
Ex
[
f (B−T )h(BT )e

g2
2 Sren

0

]
紫外切断のくりこみで最も本質的な部分が Hε −g2NΦ(0,0)の下
からの一様有界性を示すことにある.

.

Gubinelli+H.+Lorinczi (JFA 14)

.

.

.

定数 C があって Hε +g2NΦ(0,0)>C が ε > 0に一様に成り立つ.

くりこみ項の正体

infSp(Hε) = E(g) = ∑∞
n=0 ang2n

a0 = 0, a1 = NΦ(0,0)
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紫外切断のくりこみ理論

弱結合極限 (WCL)
κ をスケーリングパラメター.
Hε(κ) = hp ⊗1l+κ21l⊗Hf +κHI

∃ limε↓0( f ⊗1l,e−t(Hε (κ)−Eε (κ))h⊗1l) = ( f ⊗1l,e−tHren(κ)h⊗1l)

.

Gubinelli+H.+Lorinczi (JFA14)

.

.

.

lim
κ→∞

(F,e−tHren(κ)G) = (F,e−theff ⊗P0G)

ここで

heff =−1
2

N

∑
j=1

∆ j +V (x1, ...,xN)− g2

4π ∑
i< j

e−ν |xi−x j|

|xi − x j|
.
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その他の模型

解析ができる模型の例.
(1)スピン・ボゾン Hamiltonian

HSB = εσz ⊗1l+1l⊗Hf +ασx ⊗ϕ(ĥ)

(2) Nelson模型で hpを
√
−∆+m2 −m+V に置換えて

HSRN = (
√

−∆+m2 −m+V )⊗1l+1l⊗Hf +HI

(3) Pauli-Fierz模型

HPF =
1

2m
(p⊗1l−A)2 +V ⊗1l+1l⊗Hf.

(4)スピンを含む PF模型は

Hσ
PF =

1
2m

(σ · (p⊗1l−A))2 +V ⊗1l+1l⊗Hf

(5)準相対論的 PF模型

HSRPF =

√
(p⊗1l−A)2 +m2 −m+V ⊗1l+1l⊗Hf
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