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概 要

トロピカル幾何学の初歩を解説します. トロピカル幾何とは, 代数幾何と凸体の幾
何を付値論でつないだ幾何学です. 講義の後半では射影平面曲線の古典的な定理
のトロピカル幾何学的な類似を紹介します.



Introduction

トロピカル幾何という名前は印象的である. [6] によると, トロピカル幾何のア
イデアを出したのが I. Simon (ブラジル人)で, トロピカルと呼んだのは J.-E. Pin

を含む同僚のフランス人たちらしい.

トロピカル幾何には

• min-plus 代数の幾何・・・計算しやすい見方 (計算代数に近い見方)

• 付値代数の幾何・・・代数幾何に関係が深い

の２通り見方がある. このような２つの側面があるので, トロピカル幾何は, 計算
はしやすいが代数幾何においてもうまいところは調べることができる, というもの
である.

1 min-plus 代数の幾何
例 1.1 (min-plus 代数の例). a, b ∈ R に対して, トロピカル和 ⊕, トロピカル
積 � を {

a⊕ b := min(a, b),

a� b := a+ b.

と定める. このとき (R,⊕,�) は半環 (環の公理のうち, 和に関する単位元の存在
の公理以外を公理とする代数系)になっている. (これは min-plus 代数だから min

を使ったが, max で考える場合もある).

このような代数上の幾何とはどういうものかについて, 説明する.

以下, NR := Rr, MR := HomR(NR,R) とする.

定義 1.2. NR 上区分的線型凸関数とは, ϕ : NR → R で

ϕ = min(m1 + c1, . . . ,ms + cs)

なる m1, . . . ,ms ∈MR と定数関数 c1, . . . , cs ∈ R が存在するものをいう.

定義 1.3. トロピカル前多様体 V (⊂ NR) とは, ある区分的線型凸関数

ϕ1, . . . , ϕs : NR −→ R

があって

V = {p ∈ NR :各 ϕi は p のどんな近傍でも１つの affine 関数で書けない }

となるものをいう.
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図 1.1: ϕ のグラフ (例 1.4)

トロピカル前多様体を理解するために, いくつか例を見よう.

例 1.4. r = 1 すなわち NR = R とする. ξ : NR = R → R を, p ∈ R に対し
ξ(p) = p (恒等写像)と定める. ϕ := min(−ξ,−1, ξ) を考えよう.

min を見たいのでグラフを書いて調べると, 図 1.1 のようになる. 図から, ϕ が
定義するトロピカル (前)多様体は, グラフの折れた部分の {−1, 1} ⊂ R であるこ
とが分かる.

また極端な例として ϕ := ξ を考える. このとき ϕ の定義するトロピカル多様体
は ∅ である.

例 1.5. r = 2 とする. ξ, η : NR = R2 → R を

ξ : R2 3 (a, b) 7−→ a ∈ R
η : R2 3 (a, b) 7−→ b ∈ R

と定め, ϕ := min(ξ, η, 0) を考える.

この場合, 例 1.4 のようにグラフを書くのは難しい. そこで, ξ, η, 0 のそれぞれ
が最小となる領域を見る. それは図 1.2 のようになる.
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図 1.2: 各関数の最小となる領域 (例 1.5 の前半)

このように, ϕ の定義するトロピカル多様体を知るには, 図 1.2 のような領域の
境界部分を見ればよい.
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もう少し複雑な例を考えよう. 上の ξ, η に対し,

ϕ = min(2ξ + 1, ξ + η, 2η + 1, ξ, η, 1)

とする. すると, 最小になる領域は図 1.3 のように分けられる. これにより, ϕ の
定義するトロピカル多様体が分かる.
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図 1.3: 各関数の最小となる領域 (例 1.5 の後半)

例 1.6. より一般に, ξ, η が例 1.5 で与えられるもののとき, ϕ := min(aξ, bη)

(a, b ≥ 0) を考える. このとき, 各関数の最小となる領域及び ϕ の定義するトロピ
カル多様体は, 図 1.4 のようになる.
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図 1.4: ϕ の定義するトロピカル多様体 (例 1.6)

2 トロピカル幾何の応用
トロピカル幾何の応用には次のようなものがある. 詳細は文献を参照せよ ((1)

は [1], その他は [3] など).

(1) (上のような折れ線の見方として)扇 (fan) の退化

(2) 曲線の数え上げ
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(3) 複素構造の極限

(4) 実代数曲線, アメーバの研究

例 2.1 (アメーバの例).

(C×)2 ⊃ (x+ y + 1 = 0) −→ R2

(x, y) 7−→ (− log |x|,− log |y|)

により, 図 2.1 のような対応が得られる (アメーバは穴があくこともある). このア

C \ {0, 1}
||

P1C \ {0, 1,∞}
−→
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1

0
アメーバ

図 2.1: アメーバの例

メーバを細めていくと, 図 1.2 のようになる.

3 トロピカル幾何 (付値論的)

K を C((t)) の代数閉包C((t)) =
⋃
nC((t1/n)) とする. (C の代わりに代数閉体

でも良い). これは, 形式的 Puiseux 級数と呼ばれる.

加法付値 vK : K× → R を

vK : K× 3
∑

i∈Q
ait

i 7−→ min{i : ai 6= 0} ∈ R

で定める. あとの都合上 vK(0) :=∞ と定め, vK を K からR := R ∪ {∞} への写
像とみなす.

写像
R≥0 −→ R
x 7−→ − log x

は全単射であるが, これが同相になるように, R に位相を入れる.

T := (K×)r (r 次元代数的トーラス) とし, vT : T → Rr を

vT : T =
(
K×
)r vrK−→ Rr

(x1, . . . , xr) 7−→ (vK(x1), . . . , vK(xr))

と定める.
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定義 3.1. V ⊂ T を閉部分多様体とする.

すなわち, ある f1, . . . , fs ∈ K[X±1 , . . . , X
±
r ] があって

V = {(x1, . . . , xr) : fi(x1, . . . , xr) = 0, ∀i}
とする. このとき, V に付随したトロピカル多様体 V trop を

V trop := vT (V ) の Rr における閉包

と定める.

V trop は何か, 得体の知れないようなものに思えるかも知れないが, 次の例を見
てみよう.

例 3.2. V := {(x, y) ∈ (K×)2 : x+ y + 1 = 0} ⊂ (K×)2 のとき, V trop は何か?

x + y + 1 = 0 というように, ３つのものをたして 0 なので, (x, y) ∈ V のとき
付値を見ると, vK(x)(=: ξ), vK(y)(=: η), vK(1) = 0 のうち２つ以上が最小となる.

よって
V trop ⊂ min(ξ, η, 0) のきめるトロピカル多様体

がいえる. V trop は閉包を取っているので, 実は “ = ”が成り立つ (次の命題). 従っ
て, 答えは図 1.2 と同じであり, 図 3.1 のようになる.
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図 3.1: 例 3.2 の答え

命題 3.3. I ⊂ K[X±1 , . . . , X
±
r ] をイデアルとする. このとき V(I) は閉部分多様体

であるが, 次が成り立つ:

V(I)trop =





(ξ1, . . . , ξr) ∈ Rr :

任意の
∑
m∈M

amx
m ∈ I \ {0} に対して

∃m(1), m(2) ∈M (m(1) 6= m(2)) s.t.

vK(am(i)) + (ξ,m(i)) ≤ vK(am) + (ξ,m)

(∀m ∈M, ∀i = 1, 2)





(
=: Vtrop(I)

)
.

ただし M = Zr であり, ξ = (ξ1, . . . , ξr) ∈ Rr, m = (m1, . . . ,mr) ∈ M に対して
(ξ,m) :=

∑
i ξimi である.
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例 3.2で説明したことは,各monomialの大きさを比較すると, 0でないmonomial

があって,その中の２つ以上が最小値を取る,ということである. ここで, monomial

amx
m に対してその大きさというのは vK(am) + (ξ,m) になる.

例 3.2 で見たように, V の定義式が１つのとき, V trop は min(· · ·) のきめるトロ
ピカル多様体となる. 一般に, V (I) を計算するのは大変だが, トロピカルまでいく
と線型不等式になって, 計算できる対象となる.

例 3.4. V := V(tX2 +XY + tY 2 +X + Y + t) ⊂ (K×)r を考えると

�
�

�
�� �

��

V trop =

となる. (雑にいうと, ６個の monomial があるので６個の領域に分かれる). また,

V = V(X2 + Y 2 + 1) のときは

�
�
�

1
X2

Y 2

V trop =

となる. この場合, 例 3.2 と同じであるので, V trop は情報をおとしすぎていること
が分かる.

注意 3.5. [5]では Rr をトロピカル affine空間と呼んでいる. (Rがトロピカルな実
数環だったので, Rr が affine だとナイーブには思える). 例えば Rr+1/R(1, . . . , 1)

が r 次元トロピカル射影空間と書いてある. 実は以下で説明するように, Rr はト
ロピカルトーラス (T

vK� Rr) であってRr がトロピカル affine 空間と考える方が自
然であるように思われる. (トロピカルトーリック多様体もある).

以後, P2,trop を考えてみよう.

まず, このような枠組みの中で, どのようにして P2,trop を定義するかについて説
明する.

T trop について見ておく. M = Zr とする.

T =
(
K×
)r

= HomK alg(K[M ], K)

= HomZ(M,K×)
vT−→ HomZ(M,R) = NR.

この NR をトロピカルトーラスと呼びたい.
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例えば,

ArK := Kr = Hom半群(Nr, K)
vK−→ Hom(Nr,R).

ただし, N = {0, 1, . . .} であり, K は積の半群とみる. このような解釈のもとで,

Ar,trop := Hom半群(Nr,R) ∼= Rr.

これは昔からあったもので ([4, Proposition 1.8]), これをトロピカルトーリック多
様体とする見方ができる.

例 3.6. A1,trop, A2,trop はそれぞれ次のようになる.

A1,trop = R (∼= R≥0) r 半直線
A2,trop = R2

�
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��

さて, P1,trop = A1,trop ∪ A1,trop なので

P1,trop = - �r r∪ = r r
となり, これはコンパクトである. また P2,trop =

⋃
A2,trop は

P2,trop = 66
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となる. これが P2,trop の定義である. (貼り合わせの条件は座標変換である). 同様
にして, P3,trop は四面体である.

注意 3.7. 一般に, トロピカルトーリック多様体は, 半群 Nr をトーリックで使う半
群に変えたものである.

Pr,trop の定義から, トーラスの中に入っていたトロピカル多様体の定義がそのま
ま一般化されて

Pr vPr−→Pr,trop

∪ ∪
V −→V trop

というように, V trop が自然に定義される.
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例 3.8. P2,trop ⊃ NR なので, x + y + 1 = 0 のとき, 図 3.2 のようになる. また
Xa + Y b のときは, 図 3.3 のようになる.

NRにおいて図 3.2の各半直線に平行なものはP2,tropにおいてもそのまま, bound-

ary に直角に交わるが, 図 3.3 のように領域の内部にはいると, P2,trop においては
boundary の角にいってしまう.

4 Tropical Bezout Theorem on P2,trop

２つの射影平面曲線の交点には

(d 次曲線).(e 次曲線) =
∑
各交点の重複度 = de

という関係がある (Bezout Theorem). 同じようなことを tropical でもやりたい.

図 4.1 のように NR に含まれる１次元の線を 辺, ２本以上の辺の交点を node

と定義する.

定理 4.1 (Tropical Bezout Theorem [2, Corollary 4.4]). f を d 次斉次式, g

を e次斉次式とする. Vtrop(f)と Vtrop(g)が nodeでない有限個の点で交わるとき,

Vtrop(f).Vtrop(g) = de

が成り立つ.
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図 4.1: 辺, node

注意 4.2. [5] にもこの定理はあるが, ここでは generic な tropical curves につい
て述べている. generic というのは, 例えば f に次数 d の全ての単項式がでてく
るようなもので, この場合 boundary 上に交点は現れない. [5] では tropical P2 を
boundary なしでそう呼んでいたので, 交点が boundary に現れるものは除外され
ていた. しかし, 例えば２つの binomial curve Xa + Xb, Xc + Xd を考えると, 図
4.2 のようになり, 交点が boundary 上にも現れる. このような boundary 上の交

@
@
@
@
@

c c

図 4.2: boundary 上の交点

点も加えて定式化したい.

なお, 茂野氏 (修士論文)は, 一般にトロピカル d 次曲線と e 次曲線との交点数
が高々 de であることを示した. さらに等号成立の必要十分条件は, f や g につい
て (変数を x, y, z として), x のみのべき, y のみのべき, z のみのべきが f , g の少
なくとも一方に現れるときであることも示した. この条件は boundary に交点が現
れない条件となっている.

なにはともあれ, ここでは全部できる.

定理 4.1 の証明は代数幾何に帰着させる. トロピカルな交点数と代数幾何の方の
交点数とを比べて, 代数幾何の方の公式があるのでトロピカルの方も等しくなる,

という流れである ([2, Section 5]). ここではこれ以上証明にはふみこまず, 定理に
現れた 交点数 を定義して終わりにする.

まず, 辺に重みをつける. これは, 例 3.2 の V = V(X + Y + 1) と例 3.4 の
V = V(X2 +Y 2 + 1) のトロピカルカーブが一致していたのを, Bezout の定理では
区別したいからである.
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定義 4.3. 辺のとなりの領域に対応する単項式 xm, xm
′
をとり,

m−m′ = w × (primitive vector)

とかいた w をその辺の 重み とする.

例 4.4. X2 + Y 2 + 1, X + Y + 1 に対して, 辺の重みは図 4.3 のようになる. 例え

�

��

2

2
2

X2

Y 2

1

X2 + Y 2 + 1

�

��

1

1
1

X

Y

1

X + Y + 1

図 4.3: 辺の重み

ば, X2 + Y 2 + 1 の方の X2 と 1 がとなりあった辺については
(

2

0

)
−
(

0

0

)
=

(
2

0

)
= 2

(
1

0

)

なので, その重みは 2 である.

次に, 交点での重複度を定義する. まず, 図 4.4のような内部での交点を考える.

�
�
�
�
��

��

��36t

C

D
e

e′
we

we′

P
XXXprim(e′)

Q
Q
Q

prim(e)

図 4.4: 交点での重複度

図 4.4 のように記号を決めたとき, C と D の交点 P での重複度 i(C.D;P ) を

i(C.D;P ) := wewe′ |M/(Z prim(e) + Z prim(e′))|
= wewe′ |det(prim(e), prim(e′))|

と定める. ここで, M は monomial の空間である. prim(e) =
(
a
b

)
, prim(e′) =

(
c
d

)

とおけば, i(C.D;P ) = wewe′|ad− bc| である.
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tPC

D

e

e′

図 4.5: 辺上の交点

次に, boundary 上の交点の重複度を定義する. boundary 上の交点は２種類あ
る. P2,trop の辺上の交点 (ただし頂点を除く)では, 図 4.5 のように直交するときの
みである. このときは i(C.D;P ) = wewe′ と定める. また P2,trop の頂点で交わる
場合 (図 4.6) は, その交点の場所によって, 図 4.6 の左下の base をとりかえて (こ
の場合は, 矢印のついた２つ)

prim(e) =

(
a

b

)
, prim(e′) =

(
c

d

)

と表示したとき, i(C.D;P ) = wewe′ min(ad, bc) と定める.

tP

��
-6

��:

���C

D

@@
prim(e) =

(
a
b

)

XXX prim(e′) =
(
c
d

)

図 4.6: P2,trop の頂点で交わる場合

定義 4.5. C と D の交点数 C.D を

C.D =
∑

P : 交点

i(C.D;P )

と定める.

あとは, いくつか例を計算して定理が成り立っていることを見よう.

例 4.6. 直線と直線が交わる例を見よう. 図 4.7 の左の図では, 交点は P のみであ
り, そこでの重複度は ∣∣∣∣∣det

((
1

0

)
,

(
0

1

))∣∣∣∣∣ = 1.
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よって, 交点数は 1 = 1 · 1 である. また図 4.7 の右の図では, 交点は boundary 上
の点 Q のみである. 辺の primitive vector はともに

(
1
1

)
であるから, Q での重複

度は 1 である. よって, 交点数は 1 である.

6
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図 4.7: 直線と直線の交点

例 4.7. 次に, 直線と 2 次曲線が交わる例 (図 4.8) を見てみよう. この場合交点数
はともに 2 = 1 · 2 になっている.
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図 4.8: 直線と 2 次曲線の交点

例 4.8. もっと複雑な例を見てみよう. X8 +X4 +X2Y +XY 2 +Y 5 +Y 8 と tX2 +Y

との交点を考えると, 図 4.9 のようになり, これらは３点で交わる. この場合の交
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HHY
X8 +X4 +X2Y +XY 2 + Y 5 + Y 8

図 4.9: 複雑な例

点数を自分で計算してみよう.
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例 4.9. 今度は, 図 4.10 のようなXa + Y b と Xc + Y d (a, b, c, d ≥ 0, a ≥ b, c ≥ b)

の交点を考えてみよう. 交点は図 4.10 の３点 P , Q, R であり, P での重複度は
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����Q

����R
図 4.10: Xa + Y b と Xc + Y d の交点

∣∣∣∣∣det

(
d b

c a

)∣∣∣∣∣ ,

Qでの重複度は min(bc, ad)である. 最後に Rでの重複度であるが,この場合, base

の取り方が (
1

0

)
,

(
−1

1

)

に変わることに注意しなければならない. この base で書き直すと,
(
−b
−a

)
= (a− b)

(
1

0

)
+ a

(
−1

−1

)

等となるので, R での重複度が min((a− b)c, a(c− d)) であることが分かる. よっ
て, 交点数は

∣∣∣∣∣det

(
d b

c a

)∣∣∣∣∣+ min(bc, ad) + min((a− b)c, a(c− d)) = ac

であり, 確かに Tropical Bezout Theorem が成立している.
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