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場の量子論に現れるHamiltonianは, とりあえず紫外切断 (UV cutoff)

を導入して自己共役作用素として定義される. 次に, このHamiltonianを
適当にくりこんで紫外切断のないHamiltonianを定義する. 本講演では,

このくりこんだ Hamiltonianの基底状態の存在とその性質 (特に局所性)

を経路積分によって非摂動的に解析する方法を紹介する.

主に研究されている模型には, パウリフィールツ模型, Nelson模型, ス
ピンボゾン模型などやその相対論的な模型がある. 今回はNelson模型と
いわれるスカラー場とシュレディンガー作用素の相互作用系の (1) くり
こみ理論と (2)基底状態の解析を紹介する. これらの研究は [14]にまとめ
られている.

Nelson 模型のHamiltonian Hεはカットオフのパラメター ε > 0ごとに
ヒルベルト空間

L2(R3N)⊗F ∼= ⊕∞
n=0Hn

上に自己共役作用素として定義される. 簡単のためN = 1とする.

基底状態の話:

Hεφg = e0φg, e0 = inf Spec(Hε),

となる φg を基底状態という. 1996-7年頃には Arai-Hirokawa[1], Bach-

Fröhlich-Sigal [2, 3, 4]で結合定数が小さいときに基底状態の存在が示さ
れた. 1998年には汎関数積分をつかってSpohn[22]が任意結合定数でその
存在を示し, 2000年にはGérardが関数解析的な別証明を与えた [5]. 最終的
にはGriesemer-Lieb-Loss [6]が一般的な場合に示して決着した. Enhanced

binding が FH-Spohn [16]で示され, くりこまれた場合の基底状態の存在
は結合定数が十分小さいときHirokawa-FH-Spohn [9]で示された. また基
底状態の縮退 (基底状態のはる線形空間の次元)は [10, 17, 11]の結果があ
る. 一連の結果は [13]にまとめられている.
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くりこみの話: Nelsonは 1963年 [20], あるEε (Eε → −∞)が存在して

Hε − Eε → ∃H∞ (ε → 0)

となることを示したと研究会で宣言したがその証明は不完全だった. し
かし, [19]で見事に関数解析的な別証明を与えた. 50年後, Gubinelli-FH-

Lőrinczi [7]はNelsonが不完全に終わらせた証明を完成させた. それは汎
関数積分と確率解析的手法を用いるもので [19]とは本質的に異なる. 今
回はその証明の概略を超簡単に紹介する.

さらにMatte-Møller[18]は 2017年に長大な論文で e−TH∞ の汎関数積
分表示を構成した. この表示を使ってH∞の基底状態φg(くりこまれた基
底状態という)が任意の結合定数で存在することがFH-Matte [15]で証明
された. つまり

H∞φg = eφg, inf Spec(H∞).

一意性は [18]で証明されている. 次の目標は φgの性質を調べることにあ
る. [12]で基底状態の存在だけから無限体積ギブス測度 µGibbsの存在が証
明された1. この事実を使うと φgの様々な局所性を示すことができる2大
雑把位に言えば (e−TH∞f ⊗ 1l, Ae−TH∞f ⊗ 1l)/∥e−TH∞f ⊗ 1l∥2 = EµT

[AT ]

と表せて, T → ∞の極限で

(φg, Aφg) = EµGibbs
[A∞].

個数作用素N はボソンの個数を数える作用素である. φg = ⊕∞
n=0φ

(n)
g と

表せば Nφ
(n)
g = nφ

(n)
g だから, N の期待値は (φg, Nφg) =

∑
n∥φ(n)

g ∥2に
なるが, 一般に

∑
n∥φ(n)

g ∥2 < ∞とは限らない3. ところが∑
eβn∥φ(n)

g ∥2 < ∞, ∀β > 0

なるときボソン数は超指数減衰するという. N をエネルギのー低いとこ
ろと高いところに分ける: N = N0 + N∞. [18]の汎関数積分表示を使え
ば ∥eβN∞φg∥2 < ∞が示せる. また µGibbsによって

∥eβN0φg∥2 = EµGibbs
[e−(1−eβ)

∫ 0
−∞ ds

∫∞
0 dtW (Bs−Bt,s−t)]

と表現できることから ∥eβNφg∥2 < ∞が任意の β ∈ Rで示せる [15].

1基底状態の存在を仮定しない場合にも特別な模型で無限体積ギブス測度の存在が
Osada-Spohn [21]で知られている.

2例えばそれは SB模型に応用された [8].
3
∑

∥φ(n)
g ∥2 = 1と正規化されている.
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[14] F. Hiroshima and J. Lőrinczi. Feynman-Kac type theorems and its

applications. volume 2 (2nd ed). De Gruyter, to appear in 2019 536

pages.

[15] F. Hiroshima and O. Matte. Ground states and their as-

sociated Gibbs measures in the renormalized Nelson model.

arXiv:1903.12024, preprint, 2019.

[16] F. Hiroshima and H. Spohn. Enhanced binding through coupling to

a quantum field. Ann. Henri Poincaré, 2:1159–1187, 2001.
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