
汎関数積分によるくりこみ理論と基底状態の
非摂動的解析について

廣島文生 九大数理

1 お話
数学的場の量子論は, 1956年に Segal [45, 46]によって測度論的手法が導入され,50年代から 60年

代にかけて,公理論的な場の量子論 (例えば [1])及び構成的場の量子論 (例えば [14, 47])として発展し
た. 数学的場の量子論では量子系のエネルギーHamiltonianは適当なHilbert 空間の自己共役作用素
として実現される. 自己共役作用素H のスペクトルの下限 inf σ(H) = Eを固有値にもつ固有ベクト
ル φが存在すればこれを基底状態という:

Hφ = Eφ.

数学的な場の量子論において基底状態の存在と縮退度を確定することは最重要な課題である.その存
在は紫外切断・赤外切断の有無,ボゾンの質量,ポテンシャルの挙動,結合定数の大きさなど様々なファ
クターと複雑に絡み合っている. 1995年頃に数学的場の量子論のスペクトル解析に関する研究でブレ
イクスルーがあった [2, 5, 4, 6, 11, 16, 48]. それは非摂動的なスペクトル解析といわれ,基底状態,共
鳴,Lambのずれの存在などを非摂動的に証明するものである.このブレイクスルーでは格子近似の理
論,コンパクト作用素の理論,コンパクト集合の理論,汎関数積分の方法など様々な方法が開発された.

これらの結果は例えば拙著 [28]に詳しくまとめられている. その後 21世紀に入り,場の量子論に現れ
るHamiltonianのスペクトルに関する大量の論文が出版され現在に至っている.

今回の報告の概略を説明する.ここで紹介する結果は [25, 17, 30]による.これらの結果の一部は [29,

Chapter 3]にまとめられている.

Nelsonは [41]で場の量子論の線形相互作用の模型のHamiltonianを作用素論的手法でくりこむこ
とに成功した.実は 1963年に測度論的手法によって証明を試みているが未完に終わっている.この
ことは [42]のイントロに記されている. Nelsonが未完成だった測度論的なくりこみ理論は 2014年
Gubinelli-FH-Lőrinczi [17]で 50年ぶりに完成した. くりこまれたNelson HamiltonianHrenの基底状
態の存在に関して,これまでは結合定数 gが十分小さい特別な場合に Hirokawa-FH-Spohn [22]の結
果があるだけだった. しかし FH-Matte [30]は Feynman-Kac公式を用いてHren の基底状態の存在
と非存在 (ある条件下で)を示した. またMatte-Møller [38]の Feynman-Kac公式よりHrenの基底状
態が存在 す̇れ̇ば̇ 一意的であることが瞬時に示せる. さらに FH [25],Hirokawa-FH-Lőrinczi [21]の結
果を応用して,パス空間上にHrenに付随したギブス測度を構成することができ, その結果,基底状態
の局所性 (空間的減衰性の上下からの評価,ボゾン数の超指数減衰性,場の作用素に関する Gaussian

dominationの上下からの評価) を示すことができる [30].

1



2 Nelson模型の確率論的くりこみ理論

2.1 確率論的くりこみ理論
ボゾンとN個の粒子の線形相互作用模型であるNelson模型を定義する.1運動量 k ∈ R3で質量µ ≥ 0

のボゾンの相対論的なエネルギーは ω(k) =
√
|k|2 + µ2で与えられる.Hilbert空間 L2(R3)2 上のボゾ

ン Fock空間F を考える. F 上の量子場の自由Hamiltonianは ω : L2(R3) → L2(R3)を掛け算作用素
とみなして,その第 2量子化Hf = dΓ(ω)で与えられる. 一方,粒子のHamiltonianはポテンシャルを
V : R3N → Rとして L2(R3N )上の Schrödinger作用素

Hp = −1

2

N∑
j=1

∆j + V

で与えられる. これから非結合Hamiltonianはテンソル積Hilbert空間H = L2(R3N )⊗F 上の作用素

Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf

で与えられる. さて,相互作用を導入する. それは場の作用素で与えられる. x ∈ R3に対して

ϕ(x) =
1√
2

(
a†(eik·xφ̂/

√
ω) + a(e−ik·xφ̂/

√
ω)
)

とする. ここで ˜̂φ(k) = φ̂(−k)である. L2(R3N )⊗F ∼=
∫ ⊕
R3N Fdxの同一視の下でϕ =

∑N
j=1

∫ ⊕
R3N ϕ(xj)dx

と定義する.つまり (ϕΨ)(x1, . . . , xN ) =
∑N

j=1 ϕ(xj)Ψ(x1, . . . , xN )がほとんど至る所の (x1, . . . , xN ) ∈
R3N で成り立つ.

定義 2.1 (Nelson Hamiltonian) Nelson HamiltonianはH = Hp ⊗ 1l + 1l ⊗Hf + gϕ と定義され
る.ここで g ∈ Rは結合定数を表す.

Nelson模型の特徴は相互作用項ϕが線形であることである. 以降 φ̂/
√
ω, φ̂/ω ∈ L2(R3), φ̂(−k) = φ̂(k)

を仮定する.この仮定の下でH はD(Hp ⊗ 1l) ∩D(1l⊗Hf) 上で自己共役作用素になる.さらに下から
有界である. さて φ̂ → 1lの極限を考える. ただし,このとき 1/

√
ω /∈ L2(R3)なので ϕ(x)は定義され

ない. そのために”くりこみ”が必要になる. いま,特別な紫外切断関数を考える:

φ̂ε(k) = e−ε|k|2/21l|k|≥λ, ε > 0. (2.1)

ここで λ ≥ 0は赤外切断であり,以下で λを固定する.λ = 0も含まれることに注意. 結局われわれの
考察するHamiltonianは ε > 0, λ ≥ 0をパラメターにもった

Hε = Hλ,ε = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + gϕε (2.2)

になる. ここで ϕεは ϕで φ̂ → φ̂εとおき換えたものである. さて,

Eε = −N

∫
|k|≥λ

e−ε|k|2

2ω(k)
β(k)dk (2.3)

とする.ここで β(k) = 1
ω(k)+|k|2/2 . Eε → −∞(ε ↓ 0)に注意する. Nelsonは次を証明した.

1物理的には核子 (N 粒子)とパイ中間子 (ボゾン)の強い相互作用を表す.
2Fock空間に関わる基本的な事柄, 生成・消滅作用素,第 2量子化,自由 Hamiltonianは Appendixを参照せよ.
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命題 2.2 (Nelson [42]) H上の自己共役作用素Hrenで以下を満たすものが存在する:

s− lim
ε↓0

e−T (Hε−g2Eε) = e−THren .

Nelsonは [41]でHΛをユニタリー変換し作用素論的手法で命題 2.2を示した.

この章では確率論的な別証明を与える. (Bt)t∈R = (B1
t , . . . , B

N
t )t∈R は確率空間 (X ,B,Wx)上の

x ∈ R3N から出発する 3N 次元の two-sidedブラウン運動を表す. また Ex
W = EWx は期待値を表す.

次の命題はよく知られている [29, Chapter 2].

命題 2.3 f, h ∈ L2(R3N ), 1l ∈ F は真空とする. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THεh⊗ 1l) =

∫
R3N

Ex
W
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sε
]
dx. (2.4)

ここで Sε =
∑N

i,j=1

∫ T
−T ds

∫ T
−T Wε(B

i
s −Bj

t , s− t)dt はペア相互作用とよばれ, ペアポテンシャルWε

は次で与えられる:

Wε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|2e−ik·xe−ω(k)|t|1l|k|≥λ

2ω(k)
dk.

図 1: Sεの積分領域

t ̸= 0のときWε(x, t)はWε(x, t) → W0(x, t) (ε ↓ 0). しか
し t = 0でWε(0, 0) → ∞(ε ↓ 0). W0(x, t)は t = 0で特異性を
もつ. ε ↓ 0のとき Sεの対角成分だけが特異な部分である.し
かし対角成分は 2次元のルベーグ測度で測ればゼロである.測
度ゼロの集合上の無限大を取り除くために確率積分を利用す
る. また 0 < τ ≤ T を固定し, [t]T = −T ∨ t∧ T とする. Sεを
対角成分と非対角成分にわける. Sε = Sd

ε + Sod
ε :

Sd
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s
Wε(B

i
s −Bj

t , s− t)dt,

Sod
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ T

[s+τ ]T

Wε(B
i
s −Bj

t , s− t)dt.

Sd
ε はを長方形 [−T, T ]× [−T, T ]の対角成分の近傍 {(t, t) ∈ R2||t| ≤ T}での積分. Sod

ε はそれ以外の
部分を表す. τ = T のときは Sod

ε = 0となる. パスごとに limε↓0 S
od
ε = Sod

0 はすぐにわかる. 確率積
分をつかって Sd

ε を評価できる. 本質的にくりこみの理論で V は大きな役割を果たさないので,簡単
のために V = 0とおく. (2.4)の ε → 0の極限命題を求める. T > 0を固定する. 次の関数を考える.

ϱε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|2e−ik·x−ω(k)|t|1l|k|≥λ

2ω(k)
β(k)dk, ε ≥ 0.

この関数は (∂t +∆x)ϱε(x, t) = −Wε(x, t)を満たす. くりこまれた作用を次のように定義する:

Sren
ε = Sε − 4NTϱε(0, 0), ε > 0.
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これは Sren
ε = Sod

ε +Xε + Yε + Zε のように表せる:

Xε = 2

N∑
i ̸=j

∫ T

−T
ϱε(B

i
s −Bj

s , 0)ds, Yε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s
∇ϱε(B

i
s −Bj

t , s− t) · dBt,

Zε = −2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ϱε(B

j
s −Bi

[s+τ ]T
, s− [s+ τ ]T )ds.

Xε,S
od
ε と Zεは簡単に評価できる.

補題 2.4 (Xε, Zεの評価)

(1) 定数 cz, csが存在して |Zε| ≤ czT と |Sod
ε | ≤ cs(T + 1) がパスと ε ≥ 0に一様に成立する.

(2) 任意の α > 0,ε ≥ 0,T > 0 に対して sup
x∈R3N

Ex
W [eα|Xε|] ≤ ecXαT を満たす定数 cX が存在する.

Yεについて考える. ε > 0のときはFubiniの定理より確率積分とルベーグ積分を交換してもいい. よっ
て Yε =

∑N
i=1

∫ T
−T Φi

ε,tdB
i
t. ここで Φε,t = (Φ1

ε,t, . . . ,Φ
N
ε,t)は R3N に値をとる確率過程:

Φi
ε,t = 2

N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T

∇ϱε(B
i
s −Bj

t , s− t)ds.

Y0を Y0 =
∑N

i=1

∫ T
−T Φi

0,tdB
i
t で定義する.

補題 2.5 (Yεの評価) 1/2 < θ < 1とする. このとき定数 cY = cY (θ)が存在して, 任意の α > 0に対
して supx∈R3N Ex

W [eαYε ] ≤ ecY (α2+α
2

1−θ )(T+1) (ε ≥ 0). また limε↓0 Ex
W [|Yε − Y0|2] = 0.

証明
∫ T
−T |Φε,t|2dt ≤ 4c2N

∑N
i,j=1

∫ T
−T

(∫ t
[t−τ ]T

|Bi
s −Bj

t |−θ|s− t|−(1−θ)ds
)2

dtとなる. ここでJensen

の不等式と |∇ϱε(x, t)| ≤ c|x|−θ|t|−(1−θ) を使った. この評価は ε ∈ [0, 1]に一様である. シュワルツの
不等式を使えば∫ T

−T
|Φε,t|2dt ≤ 4c2N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

[t−τ ]T

|Bi
s −Bj

t |−2θds

)(∫ t

[t−τ ]T

|s− t|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2τ2θ−1N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

[t−τ ]T

|Bi
s −Bj

t |−2θds

)
dt ≤ 4c2τ2θ−1NQ.

ここで cは定数で εに依らない. Q =
∑N

i,j=1

∫ T
−T ds

∫ [s+τ ]T
s |Bi

s −Bj
t |−2θdt. Girsanovの定理から(

Ex
W
[
eαYε

])2 ≤ Ex
W
[
e2α

∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt]Ex

W
[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt] ≤ Ex

W
[
eγQ
]
.

ここで γ = 8c
√
Nα2τ2θ−1. Jensenの不等式をもう一度つかって

Ex
W
[
eγQ
]
≤
∫ T

−T
Ex
W
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ s+τ
s |Bi

s−Bj
t |−2θdt

] ds
2T

.

ここで [s+ τ ]T ≤ s+ τ を使った. 右辺を次の補題 2.6で評価すれば補題が従う.

Malliavin解析の Clark-Ocone公式 [31]を使うと次の命題が従う.
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命題 2.6 (Bley-Thomas [8]) fは非負関数で f∗(t) = ess supt≤s≤T f(s) (t ≤ T )とおく. 1 ≤ α < 2

とする. 次が従う.

(1) 各 jに対して非負定数 aα,bαが存在して

EW

[
exp

(∫ T

0

ds

∫ s

0

f(s− t)

|Bj
s −Bj

t |α
dt

)]
≤ exp

(
aα

∫ T

0

(∫ s

0

f∗(t)dt

) 2
2−α

ds+ bα

∫ T

0

ds

∫ s

0

f∗(t)t
−α/2dt

)
.

(2) i ̸= jとするとき非負定数 a′α,b
′
αが存在して

sup
(x,y)∈R2d

EW

[
exp

(∫ T

0

ds

∫ s

0

f(s− t)

|Bi
s + x−Bj

t − y|α
dt

)]
≤ exp

a′αT

(∫ T

0

f(t)dt

) 2
2−α

+ b′αT
1−α/2

∫ T

0

f(t)dt

 .

(3) 各 jに対して非負定数 a′′α,b
′′
αが存在して

sup
x∈Rd

Ex
W

[
exp

(∫ T

0

f(s)

|Bj
s |α

ds

)]
≤ exp

(
a′′α

∫ T

0
f∗(t)

2
2−αdt+ b′′α

∫ T

0
f∗(t)t

−α/2dt

)
.

補題 2.7 定数 crenが存在して,全ての α ∈ R,ε > 0,f, h ∈ L2(R3N )に対して次が成り立つ:∫
R3N

Ex
W [f(B−T )h(BT )e

αSren
ε ]dx ≤ ∥f∥∥h∥ecren(α

1
1−θ +α2+α)(T+1).

証明 補題 2.4と 2.5から従う.

補題 2.8 α ∈ Rならば limε↓0 EW
[
|eαUε(x) − eαU0(x)|

]
= 0, x ∈ R3N , U = od, X, Y, Z.

証明 U = Z のときは簡単に示せる. U = X とする. VC(x) = C
∑N

i ̸=j
1

|xi−xj | とする.このとき

E0
W
[
|eαXε(x) − eαX0(x)|

]
≤ 2E0

W
[
|eα

∫ T
−T VC(B1

s+x1,....,BN
s +xN )ds] < ∞

がわかる. Xε(x) → X0(x)a.s.なので補題 2.8がわかる. U = Y とする. Ex
W
[
|eα(Yε−Y0) − 1|2

]
→ 0を

示せば十分.

Ex
W
[ (

eα(Yε−Y0) − 1
)2 ]

= Ex
W
[
e2α(Yε−Y0)

]
+ 1− 2Ex

W
[
eα(Yε−Y0)

]
だから limε↓0 Ex

W [eα(Yε−Y0)] = 1を示す. 確率変数 δΦt = Φε,t − Φ0,tを Yε − Y0 =
∫ T
−T δΦt · dBtとな

るように定義する. Girsanovの定理から 1 = Ex
W [eα

∫ T
−T δΦt·dBt−α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt]. 故に(

Ex
W
[
eα(Yε−Y0)

]
− 1
)2

≤ Ex
W
[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
Ex
W
[(

1− e−
α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2 ]
. (2.5)

また

sup
x∈R3N

Ex
W
[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
≤ sup

x∈R3N

(
Ex
W
[
e4α

2
∫ T
−T |δΦt|2dt])1/2 , (2.6)

Ex
W
[(

1− e−
α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2 ]
≤ Ex

W
[ ∣∣∣∣α2

2

∫ T

−T
|δΦt|2dt

∣∣∣∣2 ]→ 0 (ε ↓ 0). (2.7)

(2.7) は補題 2.5で示されている. (2.6)の右辺は εに一様に有界. 故に (2.5)の右辺はゼロに収束する
ことがわかる. U = Sodのときも同様にわかる.
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補題 2.9 limε↓0(f⊗1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗1l) =
∫
R3N Ex

W
[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
0
]
dxが成り立つ. こ

こで

Sren
0 = 2

N∑
i ̸=j

∫ T

−T
ϱ0(B

i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

−T
∇ϱ0(B

i
s −Bj

t , s− t)ds

)
· dBt

− 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ϱ0(B

i
T −Bj

s , T − s)ds. (2.8)

証明 Feynman-Kac型積分公式より

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3N

Ex
W
[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
ε
]
dx (2.9)

である. Sren
ε = Sod

ε +Xε + Yε + Zεと telescoping によって∣∣∣∣∫
R3N

Ex
W
[
f(B−T )h(BT )

(
eαS

ren
ε − eαS

ren
0
) ]

dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R3N

|f(x)|
(
Ex
W
[
|h(BT )|2

])1/2
Eε(x)dx.

ここで Eε(x) =
(
Ex
W
[ (

eαSε − eαS0
)2 ])1/2

. また supx∈R3N Eε(x) < ∞かつ limε↓0Eε(x) = 0なので

ルベーグの収束定理より (2.9)の右辺は
∫
R3 Ex

W [f(B−T )h(BT )e
g2

2
Sren
0 ]dx(ε ↓ 0) に収束する. よって

補題 2.9 がわかる. また τ = T とすれば (2.8)がわかる.

紫外切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHε + g2Nϱε(0, 0)の下からの一様有界性を示すこ
とにある. Nelson [42]ではほとんどがこの下からの一様評価に費やされている.

補題 2.10 定数 C ∈ RがあってHε + g2Nϱε(0, 0) > C が ε > 0に一様に成り立つ.

証明 補題 2.4と 2.5から, 定数 aと bが存在して
(
Ex
W
[
eg

2(Sod
ε +Xε+Yε+Zε)

])1/2
≤ aeb(g

4
1−θ +g4+g2)(T+1)

が全ての T > 0で成立することがわかる. 関数 w(x1, ..., xN ) =
∑N

j=1 |xj |2 を考える. Hεに δwを加
えたものをHε(δ)と表す. もちろん δ ≥ 0. Hε(δ)は至るところ正の基底状態 φg(δ)をもつことが示せ
る [48]. 特に (f ⊗ 1l, φg(δ)) ̸= 0 が任意の 0 ≤ f ∈ L2(R3N )で成り立つ. その結果

inf σ
(
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

)
= − lim

T→∞

1

T
log(f ⊗ 1l, e−T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l) (2.10)

が成り立つ.また w ≥ 0だから

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l) ≤ ∥f∥2aeb(g
4

1−θ +g4+g2)(T+1).

これは (2.10)から inf σ
(
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

)
+ b(g

4
1−θ +g4+g2)

2 ≥ 0 を意味する. 大事なことは bが δ

に依っていないことである. よって |(F, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb(g
4

1−θ +g4+g2)T が従う.

F,G ∈ Hとする. limδ↓0(F, e
−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G) = (F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G) なので

|(F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb(g
4

1−θ +g4+g2)T .
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Hε = Hε(0)なので inf σ(Hε + g2Nϱε(0, 0)) +
b(g

4
1−θ +g4+g2)

2 ≥ 0. C = − b(g
4

1−θ +g4+g2)
2 とおけば系が

従う.

命題 2.2の測度論的証明 [Nelson[41],Gubinelli-FH-Lőrinczi [17]]を以下で与える:

証明 稠密な部分空間 D ⊂ Hを次で定義する.

D =
{
f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l |F ∈ S (Rn), fj ∈ C∞

0 (R3), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N, f ∈ L2(R3N )
}
.

F,G ∈ H,Cε(F,G) = (F, e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))G) とする. F,G ∈ D に対して Cε(F,G) が ε ↓ 0 で
収束することがわかる. 一様な不等式 ∥e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))∥ < e−tC と D が Hで稠密ということか
ら {Cε(F,G)}ε がコーシー列となる. C0(F,G) = limε↓0Cε(F,G)とする. そうすれば |C0(F,G)| ≤
e−tC∥F∥∥G∥. Rieszの定理より有界作用素 Ttで C0(F,G) = (F, TtG), F,G ∈ H, となるものが存在
する. よって s− limε↓0 e

−t(Hε+g2Nϱε(0,0)) = Tt. さらに TtTs = Tt+sもすぐに従う. e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))

は対称なので, Ttも対称. また (F, TtG)は t = 0で F,G ∈ D に対して連続になることもわかる. D
はHで稠密,∥Tt∥は t = 0の近傍で一様に有界なので, Ttは t = 0で強連続になる. 故に下から有界な
自己共役作用素Hrenで Tt = e−tHren ,t ≥ 0,となるものが存在することが半群に関する Stoneの定理
[36, Prop.4.81]わかる. Eε = −g2Nϱε(0, 0)とおけば証明完了.

2.2 くりこみ項
Eεの正体を考える. N = 1,V = 0とする.全運動量作用素 (total momentum)を Ptot = −i∇⊗ 1l +

1l⊗
∫
ka†(k)a(k)dk と定義すれば [Hε, Ptot] = 0がわかるからHεを Ptotのスペクトルで分解するこ

とができる: Hε =
∫ ⊕
R3 Hε(P )dP . ここで R3は Ptotの結合スペクトルである.実は

Hε(P ) =
1

2
(P − Pf)

2 +Hf + gϕε(0)

となることがわかる.ここで Pf =
∫
ka†(k)a(k)dk. P = 0のときの Hε(P = 0) の基底状態エネル

ギーを Eε(g
2)とおく. i.e., inf σ(Hε(0)) = Eε(g

2).そして Eε(g
2) =

∞∑
n=0

ang
2n と展開し, 基底状態

φgを φg = 1l + gϕ1 + g2ϕ2 + · · · と展開すれば ϕ1 = −(12P
2
f +Hf)

−1ϕε(0)1l なので

a2 = −(1l, ϕε(0)ϕ1) = −(ϕε(0)1l, (
1

2
P 2
f +Hf)

−1ϕε(0)1l) = Eε

となり a2 = Eεがわかる.この事実を汎関数積分から導きたい. 命題 2.3と同様に次を示すことができ
る. [24]も参照.

(1l, e−2THε(0)1l)F = E0
W
[
e

g2

2
Sε
]
.

inf σ(Hε(0)) = Eε(g
2)だから

Eε(g
2) = − lim

T→∞

1

2T
log(1l, e−2THε(0)1l) = − lim

T→∞

1

2T
logE0

W
[
e

g2

2
Sε
]

(2.11)

となる. Sε = Sren
ε + 4Tϱε(0, 0)である. 次の補題がキーになる補題である.

補題 2.11 結合定数 gに依らない定数 b, c > 0が存在して,全ての ε > 0で

E0
W
[
e

g2

2
Sren
ε
]
≤ exp

(
b(c+ (g4 + g

4
1−θ )(T + 1) + g2 log T ) + c(τ)

g2

2
T

)
.

ここで c(τ) = 8π
∫∞
λ e−εr2e−τrdr.
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証明 Sren
ε = Sod

ε + Yε +Zεとおく. E0
W
[
eαYε

]
≤ e(α

2+α
2

1−θ )(T+1)b1 は証明した.ここで b1 > 0は定数.

また |ϱε(BT − Bs, T − s)| ≤ |ϱε(0, T − s)| < M となる定数M が存在し,かつ |ϱε(0, u)| ≤ C
u となる

から |Zε| ≤ 2
∫ 2T
0 ϱε(0, u)du ≤ 2

(∫ 1
0 +

∫ 2T
1

)
ϱε(0, u)du ≤ 2M + C log(2T ). 最後に

|Sod
ε | ≤ 2

∫ T−τ

−T
ds

∫ T

S+τ
dt

∫
|k|≥λ

1

2ω(k)
e−ε|k|2e−ω(k)|s−t|dk ≤ c(τ)T.

定理 2.12 (FH [26, 27]) 次が成立する.

lim
g→0

Eε(g
2)

g2
= Eε, lim

ε↓0
|Eε(g

2)− g2Eε| < ∞. (2.12)

証明 bと c(τ)は補題 2.11で与えた定数とする.このとき,∣∣∣∣Eε(g
2)

g2
+ ϱε(0, 0)

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
b(g4 + g

4
1−θ ) +

1

2
c(τ)

)
. (2.13)

これは

Eε(g
2) = − lim

T→∞

1

2T
logEW

[
e

g2

2
(Sren

ε +4Tϱε(0,0))
]
= −g2ϱε(0, 0)− lim

T→∞

1

2T
logEW

[
e

g2

2
Sren
ε
]

(2.14)

から従う. よって limg→0

∣∣∣Eε(g2)
g2

− Eε

∣∣∣ ≤ 1
4c(τ). ここで τ は任意かつ c(τ) → 0(τ → ∞). また

c(τ) < ∞なので (2.12)が従う.

Eε(0) = 0なので定理 2.12から Eε = dEε(g2)
dg2

⌈
g2=0

となる. そのキーになる等式は (2.14) だっ

た. 直感的には e
g2

2
Sren
ε の期待値の対数 /g2 の極限なので右辺が g2 → 0 の極限でゼロに収束する

ようにはみえないが, 確率積分の項から g4 が現れてゼロに収束する. ミラクルな感じがする.また
limε↓0 |Eε(g

2) − g2Eε|が有界となることを摂動論的に示すことは自明ではない. 確率積分を通して
Nelsonのくりこみ項と基底状態エネルギーを関連づけることができた.このような状況で確率積分が
現れることに深いものを感じる.

3 くりこまれたNelson模型の基底状態の存在・非存在
この章ではN = 1, g = 1とおく. φgを基底状態とするHφg = Eφg.ここでE = inf σ(H). また,こ

の章では e−ε|k|2/2を 1l|k|≤Λとおきかえ, EΛ はEεで e−ε|k|2/2を 1l|k|≤Λにおき換えたものである. EΛ

を引き去ったNelson HamiltonianをHλ,Λと表す. つまり

Hλ,Λ = H − EΛ.

Hλ,Λの Λ → ∞の極限Hλ,∞が存在することは命題 2.2と同様に示すことができる.
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3.1 生成消滅作用素の指数型関数による汎関数積分表示
紫外切断が存在するときの基底状態の存在証明に関する結果を紹介する. µ > 0のときは Bach-

Fröhlich-Sigal [5, 6],Arai-Hirokawa [2]による格子近似による方法, Griesemer-Lieb-Loss [16]による
binding条件による方法, Gérard [11]によるコンパクト作用素による方法が知られている. 続いて
µ = 0のときはスペクトルの下限が連続スペクトルの端点になっているために,基底状態の存在証明
はハードな問題であった. 一般的な方法として µ > 0のときの規格化された基底状態の族 {φµ

g}は
Hilbert 空間の単位球上にあることに注意する.その極限として µ = 0のときの基底状態を構成する.

そのためには
w − lim

µ→0
φµ
g ̸= 0

を示せばいいことが知られている [2]. その方法論として (1) Pull-through 公式による方法 [5, 6, 2],

(2) ソボレフ空間のコンパクトな埋め込みを使う方法, [16]3 (3) コンパクト作用素を使う方法 [11], (4)

汎関数積分による方法 [48]がよく知られている.(1)–(4)の手法では紫外切断と赤外切断が必要で,さ
らに (1)–(4)には各々以下のような条件が必要である: (1) 結合定数が十分小さい, (2) 紫外切断関数 φ̂

のサポートが有界, (3) (Hp + i)−1がコンパクト, (4)Hpが離散スペクトルのみをもつ. 詳しくは [28,

Chapter 1]を参照せよ.

われわれは以下を応用して基底状態の存在・非存在を解析する:

(1)汎関数積分, (2)熱半群の超縮小性, (3)Kolmogorov − Riesz− Frechetの定理 [10]の応用.

汎関数積分を応用するために以下で Λ < ∞と Λ = ∞の場合の Feynman-Kac型積分公式を与える.

補題 3.1 (Feynman-Kac型積分公式 Λ < ∞)

(F, e−tHλ,ΛG)H =

∫
R3

Ex
W
[
(F (B0), It(Λ)G(Bt))F

]
dx.

ここで,Sren
Λ は Sren

ε で e−ε|k|2/2を 1l|k|≤Λにおきかえたもので

It(Λ) = exp(
1

2
Sren
Λ ) exp

(
−
∫ t

0
V (Bs)ds

)
exp(a†(UΛ

t ))exp(−tHf) exp(a(Ū
Λ
t )),

UΛ
t = −

∫ t

0
1lλ≤|k|≤Λ

e−|s|ω(k)√
2ω(k)

e−ikBsds, ŪΛ
t = −

∫ t

0
1lλ≤|k|≤Λ

e−|s−t|ω(k)√
2ω(k)

eikBsds.

定理 3.2 (Feynman-Kac型積分公式 Λ = ∞ [17, 38])

(F, e−tHλ,∞G) =

∫
R3

Ex
W
[
(F (B0), It(∞)G(Bt))F

]
dx.

ここで,It(∞)は It(Λ)で Λ = ∞としたもので,Sren
∞ = Sren

0 .

[17]では稠密な空間上で Feynman-Kac型積分公式が与えられ, [38]ではH上で公式が与えられた.

3Ω ⊂ Rd を測度有界な集合とする.このとき,埋め込み ι : W 1,p(Ω) → Lp∗(Ω)は有界 p∗ = dp/(d− p), ι : W 1,p(Ω) →
Lq(Ω)はコンパクト 1 < q < p∗.
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3.2 有界なD ⊂ R3と µ > 0の場合
以下 λ > 0を固定する. D ⊂ R3 とし, τD(x) = inf{t > 0|Bt + x ̸∈ D} は Dからの脱出時間.

H = HD,µ,Λは Feynman-Kac型積分公式:

(F, e−tHD,µ,ΛG) =

∫
R3

Ex
W
[
1lτD(x)≥t(F (B0), It(Λ)G(Bt))F

]
dx.

で定義する. 特にHren = HR3,µ,∞である. Schrödinger表現をとれば F ∼= L2(Q)となる.A.3を参照.

このとき L2(D)⊗F ∼= L2(D×Q)という同型対応が得られる. ∥ · ∥pを Lp(D×Q)のノルムとする.

定理 3.3 (FH-Matte [30]) D ⊂ R3は有界,µ > 0,Λ ≤ ∞とする. このとき e−tHD,µ,Λ は超縮小作
用素 (hypercontracive) になる i.e.,∃p > 2 s.t. e−tHD,µ,Λ : L2 → Lp. 特にH = HD,µ,Λの基底状態が
存在する.4

証明 Λ = ∞の場合を証明する. p = etµ/3 +1 > 2とする.このとき e−
t
6
Hf : L2 → Lpが知られている

[43].5 e−sHf と e−s(−∆)の超縮小性より

∥e−tHΨ∥pp =
∫
D
∥e−

t
6
Hfe

t
6
Hfe−tHΨ(x)∥pLp(Q)dx ≤

∫
D
∥e

t
6
Hfe−tHΨ(x)∥p

L2(Q)
dx ≤ C∥Ψ∥p2

となる. ここで e−tHΨ(x) = Ex
W [1lτD(x)≥tIt(∞)Ψ(Bt)]の表現を使って ∥e

t
6
Hfe−tHΨ(x)∥p

L2(Q)
を評価

した. Appendix A.4を参照せよ.

3.3 非有界なD ⊂ R3と µ = 0の場合
Dn ⊂ R3は有界集合とする. φn,m,l

g はHDn,µm,Λl
の基底状態を表す. ここで

Dn ↑ R3 (無限体積極限), µm → 0 (massless極限), Λl → ∞ (くりこみ)

の極限を考える. 強位相で{φn,m,l
g }n,m,lの相対コンパクト性を示したい. そうすれば∃部分列nk,mk, lk

s.t. φg = ∃s − limnk,mk,lk→∞ φnk,mk,lk
g ̸= 0となる. このとき φg はHR3,0,∞ = Hrenの基底状態にな

る. キーとなるのはアスコリ=アルツェラ定理の Lp版である以下の命題である.

命題 3.4 (Kolmogorov-Riesz-Fréchet) A ⊂ Lp(Rn)とする. τhf = f(·+ h)はシフト作用素. 次
を仮定する: (1) lim

|h|→0
sup
f∈A

∥τhf−f∥Lp(Rn) = 0, (2)∀ϵ >に対して∃Ωϵ ⊂ Rn s.t. sup
f∈A

∥f∥Lp(Rn\Ωϵ) < ϵ.

このときAは相対コンパクト.つまり Āはコンパクト.

Ψ ∈ L2(R3
x)⊗F に対して次を定める:

(aΨ)(k)=
(√

n(JnΨ
(n))(k)

)∞
n=1

, Na,b = sup
n∈N

∫
a≤|k|≤b

∥(aΨn)(k)∥2Fdk

ここで Jn : L2(R3
x × R3n)→L2(R3;L2(R3

x × R3(n−1)))で (Jnf)(k) = f(k, ·), k ∈ R3.

4有限測度空間上の L2 空間の超縮小作用素 T は ∥T∥が固有値になる.[47]
5∥T∥2 ≤ (p− 1)/(q − 1)のとき Γ(T ) : Lp → Lq.また ∥e−tHf ∥ ≤ e−µt.
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Λ < ∞ Λ = ∞
|g| ≪ 1 Bach-Fröhlich-Sigal (1999) [4] Hirokawa-FH-Spohn (2005) [22]

∀g Spohn (1998) [48], Gérard (2000) [11] FH-Matte (2018) [30]

図 2: Nelson模型の基底状態 (µ = 0, λ > 0のとき)

補題 3.5 (FH-Matte [30]) {Φn}n∈N ⊂ Hは有界集合とする. Fδ(k) = F (|f |/δ), F ∈ C∞(R)で
0 ≤ F (k) ≤ 1, F (k) = 0(|k| < 1) F (k) = 1(|k| > 2)とする. 次の (1)-(4)を仮定する:

(1) lim
R→∞

sup
n∈N

∫
|x|≥R

∥Φn(x)∥2Fdx = 0, (2) lim
|y|→0

sup
n∈N

∫
R3

∥Φn(x+ y)− Φn(x)∥2Fdx = 0,

(3) ∀δ ∈ (0, 1]に対して lim
|h|→0

sup
n∈N

∫
R3

∥(FδaΦn)(k)− (FδaΦn)(k + h)∥2Fdk = 0,

(4) N0,∞ < ∞, lim
a→∞

Na,∞ = 0, lim
b↓0

N0,b = 0. このとき {Φn}n∈NはHの相対コンパクト集合になる.

ED,Λ = inf σ(HD,µ,Λ) とΣD,Λ = limR→∞ΣR
D,Λ = limR→∞ inf σ(HD∩BR,µ,Λ)を定義する. この定義は

[44, 15]による. D = ∅ならば inf σ(HD,Λ) = ∞である. 次を binding 条件という:

(binding条件) ΣD,Λ > ED,Λ Λ ≤ ∞.

Λ < ∞のときは binding 条件が適当な条件下で示されている ([16],[28, Prop.3.11,Cor.3.12]). Λ = ∞
のときは次が示せる ([30, Example 3.14]).

例 3.6 E0
R3,Λを V = 0のときの基底状態エネルギーとする. inf σess(Hp) > inf σ(Hp)かつΛ < ∞で

ΣR3,Λ > E0
R3,Λ + inf σess(Hp) のときΣR3,∞ > ER3,∞が示せる. これは収束 e−tHR3,µ,Λ → e−t(HR3,µ,∞)

が一様位相で成立することから従う.

補題 3.7 (局所性) λ > 0とする. Dは有界, µ > 0, Λ ≤ ∞とし φgをHD,µ,Λの基底状態とする.

(空間的局所性) Binding 条件を仮定する. このとき∆ = ΣR
D,Λ−ED,Λ−4/R2として ∥ec∆|x|φg∥ < ∞.

(ボゾン数の局所性) N を個数作用素とすれば, D,Λ,µに依らない定数M があって ∥N1/2φg∥ < M .

定理 3.8 (存在, FH-Matte [30]) λ > 0とする. Dは非有界, µ = 0, Λ = ∞とする. Binding 条件
ΣD,∞ > ED,∞を仮定する. このときHD,µ,Λの基底状態が存在する.

証明 φn,m,l
g を HDn,µm,Λl

の基底状態とする. ここで Dn ⊂ R3 は有界, µm > 0, Λl < ∞で Dn ↑
D(n → ∞), µm → 0(m → ∞), Λl → ∞(l → ∞). 補題 3.7から有界集合 {φn,m,l

g }が補題 3.5の条
件 (1)-(4)を満たすことがわかる. よって補題 3.5より必要であれば部分列をとって強収束の意味で
φn,m,l
g

n,m,l→∞−→ φg ̸= 0 が存在することがわかる. 故に φgはHD,0,∞の基底状態になる.

3.4 赤外発散・非存在・非Fock表現
λ = 0は赤外特異条件といわれる.Λ < ∞のときには赤外特異条件下で基底状態の非存在が知られ

ている [3, 9, 12, 37].
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定理 3.9 (非存在,FH-Matte [30]) λ = 0とする. D ⊂ R3, µ = 0,Λ ≤ ∞とする. このときHD,µ,Λ

の基底状態は存在しない.

Araiは [1]で Λ < ∞かつ λ = 0のときGross変換したNelson Hamiltonian, G, の基底状態が存在す
ることを証明した. Hは基底状態を持たないので,もちろんH ̸∼= Gである. GはNelson Hamiltonian

の非 Fock表現といわれる. Hrenについても同様なことが示せる.

定理 3.10 (非 Fock表現,FH-Matte [30]) λ = 0とする. D ⊂ R3,µ = 0,Λ ≤ ∞とする. このとき
Gross変換したHD,µ,Λ, GD,µ,Λ, は基底状態をもつ.特にHD,µ,Λ ̸∼= GD,µ,Λである.

4 くりこまれた基底状態の局所性
この章ではHrenの基底状態 φgの存在を仮定する.そのため λ > 0と仮定する. φgの様々な局所性

について考える.注意することはわれわれはHrenの存在は知っているがその具体的な形は二次形式ま
たはFeynman-Kac公式でしか与えられていないということである.しかし [7]を拡張することにより,

基底状態の性質を調べることができる. Oをオブザーバブルとする.数学的にはH上の自己共役作用
素である. (φg, Oφg)を評価したい. Oとして興味のある例は e+βN , e+βϕ(f)2 , e|x|などである.

4.1 ボゾン数の局所性
はじめに (φg, e

+βNφg)を考える.Λ < ∞のときは (φg, e
+βNφg) < ∞が示されている. Λ = ∞の

ときはどうか？物理的に考えると Λ < ∞のときは大きな運動量を切断した模型なので,φg に含まれ
る大きな運動量のボゾンの個数は０個になる. 一方 Λ = ∞とした場合は運動量の大きなボゾンの
個数が果たして局所化されているのか自明ではない. しかし Feynman-Kac 公式を使うと運動量の
大きなボゾン数の局所性を瞬時に示すことができる. いま運動量の大きさが 1以上の個数作用素を
N+ = dΓ(1l|k|≥1) =

∫
|k|≥1 a

†(k)a(k)dk としN− = N −N+とおく.

補題 4.1 φg ∈ D(eβN+) が任意の β ≥ 0で成り立つ.

証明 φg = etEe−tHrenφg だから ∥eβNφg∥ = etE∥eβNe−tHrenφg∥ と Feynman-Kac 公式から(
F, eβNe−tHrenG

)
=

∫
R3

Ex
W
[
e

1
2
Sren
0 e−

∫ t
0 V (Bs)ds (F (B0), AG(Bt))

]
dx.

ここでA = eβNea
†(U∞

t )e−tHfea(Ū
∞
t ) = ea

∗(e
β1l|k|≥1U∞

t )eβN+e−tHfea(Ū
∞
t ). eβN+e−tHf = Γ(e−tω+1l|k|≥1β)

なので t > βのとき eβN+e−tHf は有界である.

次にN−の局所性を考える. 実は赤外発散の問題があり λ = 0のときにはいくらでもエネルギーが
ゼロに近いボゾンが現れて局所性は成り立たない (実際は基底状態が存在しない). λ > 0でも, N−の
局所性の証明は [25, 21]で構築されたギブス測度を使えば証明できる.

補題 4.2 φg ∈ D(eβN−) が任意の β ≥ 0で成り立つ.

証明 (X ,B)上の確率測度 µt(·)を

µt(A) =
1

Zt

∫
R3

Ex
W
[
1lALt

]
dx, A ∈ B
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で定める.ここで f ≥ 0でLt = f(B−t)f(Bt)e
g2

2
Sren
0 e−

∫ t
−t V (Bs)ds. 次のように計算できる:

(φg, e
−βN−φg) = lim

t→∞

(e−tHrenf ⊗ 1l, e−βN−e−tHrenf ⊗ 1l)

∥e−tHrenf ⊗ 1l∥2
= lim

t→∞
Eµt

[
e−(1−e−β)

∫ 0
−t ds

∫ t
0 Wdr],

ここで

W =

∫
0≤|k|≤λ

e−|r−s|ω(k)e−ik(Br−Bs)

ω(k)
dk

確率測度 µ∞ で以下を満たすものが存在することが [25]で示されている.

(φg, e
−βN−φg) = Eµ∞

[
e−(1−e−β)

∫ 0
−∞ ds

∫∞
0 Wdr].

この µ∞をHrenに付随したGibbs測度という. 解析接続により β ∈ C全体に拡張する.

(φg, e
βN−φg) = Eµ∞

[
e−(1−eβ)

∫ 0
−∞ ds

∫∞
0 Wdr] for β ∈ C.

特に全ての β > 0に対して ∥e+βN−φg∥ < ∞.

定理 4.3 (FH-Matte [30]) φg ∈ D(eβN )が任意の β > 0で成り立つ.

証明 補題 3.1と 3.2から (φge
βNφg) = (eβN+φg, e

βN−φg) = ∥eβN+φg∥ · ∥eβN−φg∥ < ∞.

4.2 Gaussian domination

1次元調和振動子 h = −∆+ |x|2−1を考える. 固有値nの固有ベクトル hfn = nfn, n ∈ N∪{0}, は
fn(x) = Hn(x)e

−|x|2 である. ここでHnはエルミート多項式. すぐに limβ↑1/2 ∥fneβ|x|
2∥ = 0がわか

る.Nelson Hamiltonianの基底状態に関しても同じ性質が満たされることがGibbs測度を使って示せる.

1/ (2Q)

図 3: 解析接続領域

補題 4.4 β > 0,g ∈ S ′(R3)とする. ただし ĝ/ω, ĝ/
√
ω ∈ L2(R3).

このとき

(φg, e
−βϕ(g)2φg) =

1√
1 + β∥ĝ/

√
ω∥2

Eµ∞

[
e
− βK(g)2

1+β∥ĝ/
√
ω∥

]
. (4.1)

ここでK(g)は次で定義される確率変数である.

K(g) =
1

2

∫ ∞

−∞
(e−|r|ωe−ikBr φ̂/

√
ω, ĝ/

√
ω)dr.

証明 |K(g)| ≤ ∥φ̂/ω∥∥ĝ/ω∥ < ∞に注意する. 補題 4.2と同じように次を示すことができる:

(φg, e
ikβϕ(g)φg) = Eµ∞

[
e−k2β2Ig/2e−ikβIX

]
.

ここで Ig =

∫
R3

|ĝ(k)|2

2ω(k)
dk, IX =

∫
R3

dk
φ̂(k)ĝ(k)

2ω(k)

∫ ∞

−∞
e−ω(k)|s|e−ikXsds これを計算すると

(φg, e
−β2ϕ(g)2/2φg) = (2π)−1/2

∫
R
e−k2/2(φg, e

ikβϕ(g)φg)dk =
1√

1 + β2Ig
Eµ∞

[
e
−β2K(g)2/2

1+β2Ig

]
.

β2/2を β > 0におき換えると補題が従う.
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定理 4.5 (FH-Matte [30]) g ∈ S ′(R3)で ĝ/ω, ĝ/
√
ω ∈ L2(R3), β ∈ Cは図 3の領域に含まれてい

るとする. ただし 2Q = ∥ĝ/
√
ω∥2. このとき φg ∈ D(e(β/2)ϕ(g)

2
)で

∥e(β/2)ϕ(g)2φg∥2 =
1√

1− β∥ĝ/
√
ω∥2

Eµ∞

[
e

βK(g)2

1−β∥ĝ/
√
ω∥2

]
.

特に limβ↑(∥ĝ/
√
ω∥2)−1 ∥e(β/2)ϕ(g)2φg∥ = ∞.

5 結語
(くりこみ) [13]ではローレンツ多様体上に定義されたNelson模型のくりこみ理論が展開されてい

る.この模型に対する測度論的手法によるくりこみ理論も興味がそそられる. また相対論的な運動項
をもったNelson Hamiltonian

(
√

−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + ϕ+ 1l⊗Hf + V

のくりこみ可能性は筆者の知る限り成功していないと思われる.

(相対論的QED) 相対論的 Pauli-Fierz模型

H =
√
(−i∇z −A)2 +m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hrad

の解析も盛んに行われている. [18, 19, 20, 25, 32, 33, 34, 35, 39] などで汎関数積分を使ったスペクト
ル解析が行われている. [25]では本質的自己共役性と e−tH の Feynman-Kac型積分表示が与えられ,

[18]では自己共役性が示された.本質的自己共役性の証明には e−tH : D ↪→ Dとなる不変部分空間を
見つける. 非相対論的な場合は [23]. [34, 35, 39]ではm > 0のときの基底状態の存在が示されてい
る. [19]ではm = 0かつ µ > 0な場合の基底状態の存在が示され, [20]ではm = 0かつ µ = 0な場合
の基底状態の存在が示された.

m > 0 m = 0

µ > 0 —————— Könenberg-Matte-Stockmeyer [34, 35]

µ = 0 Hidaka-FH [18] Hidaka-FH-Sasaki [20]

図 4: 相対論的 Pauli-Fierz模型の基底状態

A Fock空間・第２量子化・生成消滅作用素

A.1 Fock空間
場の量子論を記述するためには量子の生成・消滅を表現しなくてはならない. 量子力学の描像で

は量子の個数は変化しないが場の量子論では量子が生成と消滅を繰り返し, 量子の個数はその期待
値だけが意味をもつ. 場の量子論にはボーズ統計とフェルミ統計が存在する.ボーズ統計に従う量
子がボゾンで,フェルミ統計に従うのがフェルミオンである.気持ちはフェルミオンが粒でボゾンが
フェルミオンの粒々をつなぐノリである.例えば量子電気力学では電子がフェルミオンで光子がボ
ゾンになる. ボーズ統計によれば３量子の状態関数 f1(x)f2(y)f3(z) は 3 × 3 = 9次元空間上の関
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数であるが,(x, y, z) ∈ R3 × R3 × R3 に関して対称でなければならない. これは 3つの量子に固有
の名前をつけて区別することができないことを意味する. つまり,S3 を {x, y, z}の置換全体として
1
3!

∑
π∈S3

f1(π(x))f2(π(y))f3(π(z))がボーズ統計での 3量子状態を表す.これは f1⊗s f2⊗s f3または
S3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3)のように表される. そこでW を 1つの量子を表す Hilbert空間とし, その n-重対称
テンソル積空間がボーズ統計での n量子空間であると定義する. つまり次のように考える.ボゾンの
状態関数の空間は⊗n

s W をW の n-重対称テンソル積としてその無限直和空間

F = F(W ) =

∞⊕
n=0

⊗n
s W

とする. ただし ⊗0
sW = C. F に内積を定めて位相を入れる. Ψ = ⊕∞

n=0Ψ
(n),Φ = ⊕∞

n=0Φ
(n) ∈ F の

内積は (Ψ,Φ)F =
∑∞

n=0(Ψ
(n),Φ(n))⊗n

s W で定義する. 内積空間 (F , (·, ·)F ) はW 上の ボゾン Fock空
間といわれる.以降 Fock空間と呼ぶことにする. これはHilbert空間である. Fock空間F はベクトル
列 (Ψ(n))n∈NでΨ(n) ∈ ⊗n

s W かつ

∥Ψ∥2F =
∞∑
n=0

∥Ψ(n)∥2⊗n
s W < ∞

となるものと同一視される. 1l = (1, 0, 0, ...) は Fock真空とよばれる. いま ∥Ψ∥F = 1とする.∥Ψ(n)∥2
は Ψの粒子数を観測したときに粒子数が nになる確率を与えると解釈する. よって

∑∞
n=0 n∥Ψ(n)∥2

はΨの粒子数の期待値を与えることになる.さらにある β > 0に対して
∞∑
n=0

eβn∥Ψ(n)∥2 < ∞

となればΨの粒子数 nの確率が指数的に小さくなることを意味する.

生成・消滅作用素という F 上の 2つの閉作用素を定義する. 生成作用素 a†(f)は

(a†(f)Ψ)(n) =
√
nSn(f ⊗Ψ(n−1)), n ≥ 1,

(a†(f)Ψ)(0) = 0 で定義される.Snは対称化作用素である.これらは可閉作用素でその閉包も同じ記号
で書くことにする. 定義域は

D(a†(f)) =

{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

n∥Sn(f ⊗Ψ(n−1))∥2F < ∞

}
.

さらに消滅作用素は a(f) = (a†(f̄))∗で定義する.a♯(f)は f について線形である. 名前からわかるよ
うに a†(f)はボゾン数を一つ増やし, a(f)は一つ減らす作用である.実際 a(f) : ⊗n

sW → ⊗n−1
s W ,

a†(f) : ⊗n
sW → ⊗n+1

s W のように作用する. a♯(f)は⊗n
sW に制限すれば有界作用素になるが F 上の

作用素としては非有界作用素である.

Ffin =
{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∣∃M s.t. Ψ(m) = 0 (∀m ≥ M)
}

は有限粒子部分空間といわれる. a, a†は Ffinを不変にするので,a♯の代数的な関係式を導くには有用
な集合である.Ffin上で正凖交換関係

[a(f), a†(g)] = (f̄ , g)1l, [a(f), a(g)] = 0, [a†(f), a†(g)] = 0
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を満たす.a,a†は対称作用素ではないので,これらの線形和で対称な作用素を定義する. はじめに場の
作用素 Φ(f)は和で定義される:

Φ(f) =
1√
2
(a†(f) + a(f̄)).

またその共役運動量作用素は i×差で定義される:

Π(f) =
i√
2
(a†(f)− a(f̄)).

これらは対称作用素であることはすぐにわかるが,実際Ffin上で本質的自己共役作用素であることも
示される.以降その自己共役拡大を同じ記号で表す. すぐに

[Φ(f),Π(g)] = iRe(f, g), [Φ(f),Φ(g)] = iIm(f, g), [Π(f),Π(g)] = iIm(f, g)

がわかる.

A.2 第 2量子化
第 2量子化 Γを定義する. C(W )をW 上の縮小作用素の集合とする. 同様にC(F)も定義する.T ∈

C(W )とする. T の第 2量子化 Γ(T )を Γ(T ) =
⊕∞

n=0 (⊗nT ) で定義する. ここで ⊗0T = 1l.Γ(T )も
縮小作用素になる.Γは

Γ : C(W ) → C(F)

なる関手である. 関手 Γ は半群の性質をみたし, さらに C(W ) は ∗-代数である. つまり Γ(S)Γ(T ) =

Γ(ST ), Γ(S)∗ = Γ(S∗), Γ(1l) = 1l が S, T ∈ C(W )に対して成り立つ. 自己共役作用素 h に対し
て {Γ(eith) : t ∈ R} は強連続 1径数ユニタリー群になる. ストーンの定理により一意的な自己共役
作用素 dΓ(h)で Γ(eith) = eitdΓh となるものが存在する. これも dΓ(h)の第 2量子化という. もし
0 ̸∈ σp(h)ならば dΓ(h)の固有値 0は単純になることが知られている. N = dΓ(1l) は個数作用素とい
われ, σ(N) = σp(N) = N ∪ {0} である.

A.3 Schrödinger 表現
確率空間 (Q,Σ, µ)上の実ベクトル空間 E を指数にもつ Gauss型確率変数について考える. 以降

EQ[· · · ]は確率測度 Qでの期待値を表す. ϕ(f),f ∈ E ,が確率空間 (Q,Σ, µ) 上の E を指数にもつ
Gauss超過程であるとは次を満たすことである.

(1) ϕ(f)は (Q,Σ, µ)上のGauss過程で平均ゼロ,共分散が Eµ[ϕ(f)ϕ(g)] =
1
2(f, g)E .

(2) ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g),α, β ∈ R.

(3) Σは {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

Gauss超過程の存在は知られている. 例えば E = L2
R(Rd)とすれば,Qとして実シュワルツ超関数空

間Q = S ′
R(Rd)を取ることができ,Gauss測度 µはMinlosの定理 [40]で存在が保証される. L2(Q) =

L2(Q,Σ, µ)とおく. E を実 Hilbert空間とする. 以下で見るように L2(Q)と F(EC)はユニタリー同
値になることが知られている. L2(Q) ∼= F(EC). ここで EC は複素 Hilbert 空間で E の複素化であ
る. Fock空間のWick積と同様に L2(Q)上の Wick 積を定義する.

∏n
i=1 ϕ(fi)のWick積を帰納的に
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: ϕ(f) := ϕ(f), : ϕ(f) : ϕ ::= ϕ(f) : ϕ : −1
2

∑n
j=1(f, fj) :

∏
i ̸=j ϕ(fi) : で定義する. すぐに fi, gj ∈ E

に対して (
:

m∏
i=1

ϕ(fi) :, :

m∏
i=1

ϕ(gi) :

)
= δmn

∑
π∈℘n

2−n
n∏

i=1

(fi, gπ(i)).

部分空間を L2
n(Q) = L.H. { : ϕ :| fi ∈ E , i = 1, ..., n} ∪ {1l} とする. このとき

L2(Q) =
∞⊕
n=0

L2
n(Q)

はWiener-Itô分解という. θ : F(EC) → L2(Q)を θ :
∏m

i=1Φ(gi) : 1l =:
∏m

i=1 ϕ(gi) :, θ1l = 1lで定め
る. このとき次を満たす: (1)θ1l = 1l, (2)θFn(EC) = L2

n(Q), (3)θΦ(f)θ−1 = ϕ(f). この θが F(EC)と
L2(Q)の同値関係を与える.

T ∈ C(E )を EC 上の縮小作用素に 拡張しておく. Adθ : C(F(EC)) → C(L2(Q)) を Adθ(B) =

θBθ−1と定める. AdθΓ(T ) ∈ C(L2(Q)) も L2(Q)上の第 2量子化作用素とよばれ, 簡単に Γ(T )と書
く. さらに自己共役作用素 hに対して θdΓ(h)θ−1も混乱しない限りは簡単に dΓ(h)とかくことにする.

A.4 生成消滅作用素の指数型作用素とコヒーレントベクトル
生成消滅作用素の指数型作用素については例えば [29, Chapter 1]を参照せよ. f ∈ W として Ff

を Ff =
∑∞

n=0
1
n!a

†(f)n とし定義域はD(Ff ) =
{
Φ ∈ ∩∞

n=1D(a†(f)n)
∣∣∣∑∞

n=0
1
n!∥a

†(f)nΦ∥ < ∞
}
と

定める. これは非有界作用素である. すぐに Ffin ⊂ D(Ff )がわかる. 同様にGf =
∑∞

n=0
1
n!a(f)

n も
定義する. Ff = ea

†(f), Gf = ea(f̄) と表す . (ea
†(f))∗ ⊃ ea(f̄)なので ea

†(f)は可閉作用素のなる. その
閉包も同じ記号で表す. 同様に ea(f)も可閉作用素でその平方を同じ記号で表す. C(f) = ea

†(f)1lはコ
ヒーレントベクトルといわれる. 以下で性質を羅列する:

命題 A.1 (a)代数関係式 f, g ∈ W とし P は多項式とする. このとき次が成り立つ.

(1) ea
†(g)ea

†(f)1l = ea
†(f+g)1l, (2) P (a(g))ea

†(f)1l = P ((ḡ, f))ea
†(f)1l, (3) ea(g)ea

†(f)1l = e(ḡ,f)ea
†(f)1l.

(b)連続性 Φ ∈ Ffinとする. このとき写像W ∋ f 7→ ea
♯(f)Φ ∈ F は連続である.

(c)微分可能性 hはW 上の自己共役作用素とする. f ∈ D(h), Φ ∈ Ffin とする. このとき R ∋ t 7→
ea

♯(eithf)Φ ∈ F は強微分可能であり d
dte

a♯(eithf)Φ = a♯(iheithf)ea
♯(eithf)Φ.

さらに ea
†(f)と Γ(T )の関係も知られている.

D = L.H.{a†(f1) · · · a†(fn)1l, 1l| fj ∈ W , j = 1, . . . , n, n ≥ 1},

Dh = L.H.{a†(f1) · · · a†(fn)1l, 1l| fj ∈ D(h), j = 1, . . . , n, n ≥ 1}.

命題 A.2 (Intertwining 性) (1) T ∈ C(W )とする. このとき Ffin上で

Γ(T )ea
†(f) = ea

†(Tf)Γ(T ), Γ(T )ea(T
∗f̄) = ea(f)Γ(T ).
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(2) hは自己共役作用素とし,f ∈ D(h)とする. このときDh上で次が成り立つ.

dΓ(h)ea
†(f) = a†(hf)ea

†(f) + ea
†(f)dΓ(h),

dΓ(h)ea(f) = −a(hf̄)ea
†(f) + ea(f)dΓ(h).

最後に eΦ(f)と ea
†(f),ea(f)の関係を述べる. Db = L.H.{C(g),Φ| g,Φ ∈ Ffin}.

命題 A.3 (Baker-Campbell-Hausdorff公式) Db 上でea
†(f)+a(f̄) = ea

†(f)ea(f̄)e
1
2
∥f∥2 が成り立つ.

この等式は非有界作用素の等式であることを注意しておく.

A.5 W = L2(Rd)の例
W = L2(Rd)とする. このとき F は L2(Rdn)の対称関数の全体 L2

sym(Rdn) と同一視できる. 特
殊相対論によれば運動量 k ∈ Rd で静止質量 µ ≥ 0のボゾンの運動エネルギーは

√
c2|k|2 + c4µ2 で

与えられる. c = 1としているので
√
|k|2 + µ2 となる. このとき運動量表示で粒子数 nのボゾン

Ψ = Ψ(k1, . . . , kn)のエネルギーは
∑n

j=1

√
|kj |2 + µ2になる. そこで ω : L2(Rd) → L2(Rd)はかけ算

作用素その第 2量子化作用素は定義から

(dΓ(ω)Ψ)(n) (k1, ..., kn) =

 n∑
j=1

ω(kj)

Ψ(n)(k1, ..., kn)

となる.
∑n

j=1 ω(kj)はまさにΨ(n)(k1, ..., kn)の運動エネルギーを表していることがわかる. dΓ(ω)は
量子場の自由 Hamiltonian といわれ, Hf = dΓ(ω) とおく.ちなみにHf の添字の f は ḟ ield = 場の
意味である. スペクトルは σ(Hf) = [0,∞) かつ σp(Hf) = {0} である. 特に Hf1l = 0. 交換関係は
[Hf , a(f)] = −a(ωf), [Hf , a

†(f)] = a†(ωf)である.

命題 A.4 (有界性) t > 0 とし f ∈ D(1/
√
ω)とする. このとき ea

†(f)e−tHf と e−tHfea(f) は有界で,

さらに f ∈ D(1/
√
ω)のとき

∥ea†(f)e−tHf∥ ≤
√
2e4/s∥f∥

2
ω∥e−

1
2
(t−s)Hf∥, 0 < s < t ≤ 1,

∥ea†(f)e−tHf∥ ≤
√
2e4∥f∥

2
ω∥e−

1
2
(t−1)Hf∥, 1 < t.

写像 L2(Rd) ∋ f 7→ ea
♯(f)Φの強連続性は述べたが,さらに写像 f 7→ ea

†(f)e−tHf の一様連続性もわ
かる.

命題 A.5 (一様連続性) f, g ∈ D(1/
√
ω)とする. このとき次が成り立つ,

∥ea†(f)e−tHf − ea
†(g)e−tHf∥ ≤

√
2∥f − g∥ωe4/s(∥f∥ω+∥g∥ω+1)2 , 0 < s < t ≤ 1,

∥ea†(f)e−tHf − ea
†(g)e−tHf∥ ≤

√
2∥f − g∥ωe4(∥f∥ω+∥g∥ω+1)2 , 1 < t.

特に f, fn ∈ D(1/
√
ω)が ∥f − fn∥ω → 0なとき ea

†(fn)e−tHf は一様に ea
†(f)e−tHf に収束する.
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[7] V. Betz, F. Hiroshima, J. Lőrinczi, R. A. Minlos, and H. Spohn. Ground state properties of the Nelson Hamil-
tonian - A Gibbs measure-based approach. Rev. Math. Phys., 14:173–198, 2002.

[8] G. Bley and L. Thomas. Estimates on functional integrals of quantum mechanics and non-relativistic quantum
field theory. Commun.Math.Phys., 350:79–103, 2017.
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