
 70

場 の 理 論 に お け る 埋 蔵 固 有 値 の 摂 動 問 題

廣 島 文 生

 1序

量子場 と相互作用する量子系のハ ミル トニアンのスペク トルを解析 しようとすれば必然的に埋蔵固

有値の摂動問題に遭遇する.こ こで埋蔵固有値 とは,連 続スペク トルに埋め込まれた固有値のことで

ある.量 子場 と相互作用する量子系のハ ミル トニアンのスペク トル解析は1996年 頃より急速に発展

し,現 在 も研究が盛んに進められている.典 型的な例 は量子電磁場と相互作用する電子や,中 間子場

と相互作用する核子などである.こ の論説では物理的解釈 には深入 りせず,純 粋数学の立場に立ち数

学的な部分に着 目して,最 近の研究成果を筆者の研究成果も含めて紹介する.

 まずはことの起こりから説明しよう.水 素様原子(hydrogen-like atom)内 の電子を考える. Dirac

哩論では電子の状態ベク トルは.L2(R3;04)上 のDirac作 用素

に支 配 されてい る.こ こで α=(α1,α2,α3),β は4×4エ ル ミー ト行列で

       αゴαん+α んαゴニ=2δゴκ14, αゴβ+β αゴ==o, β2・=14, ブ,1e=1,2,3,

を み た し,mは 電 子 の質量, eは 電 子の電荷, Zは 原 子番号 を表 す. Dirac作 用 素D水 素の固有値 は

n∈N,ゴ=・Z土1/2,Z∈NU{0}と して

で与えられる.こ れからn=・2,ブ=1/2,Z=0(231/2と 表す)とn=2,ゴ=1/2, Z=1(2P1/2

と表す)の ときの固有状態の固有値が等 しいことがわかる.し かし,1947年FLamb-Retherford[78]

が精密な実験により実際には2S1/2>2P1/2で あることを発見 した.こ れをLambの ずれという.

このLambの ずれは,1947年Bethe[25]に よって量子電磁場と電子の相互作用から理論的に説明さ

れた.さ らに,1948年Welton[95]は 量子電磁場による電子の位置エネルギーの揺らぎとしてLamb

のずれを説明した.こ れらの結果は量子電磁場 と電子の相互作用が実際の物理的な観測 にかかる効果

を生み出すことを示 したものであった.

 もうひとつ量子場 との相互作用から生み出される効果を見てみよう.例 えば励起状態の電子を考え

る.量 子力学では外部 との相互作用がない限り励起状態は安定する.し かし,実 際には光の自発放射

によって外的な相互作用がな くても,時 間がたてば励起状態の電子はエネルギーの低い固有状態へ緩

和 してい く.こ の現象は緩和現象(relaxation to the ground state)と よばれる.こ の緩和現象 も量

子電磁場 と電子の相互作用から物理的に説明できる.

 我々の研究の動機付 けはここに説明したL,ambの ずれや緩和現象の数学的な解明にある.そ こで量

子場と相互作用する量子系の基本的な枠組みについて説明 しよう.7は 量子力学的粒子(例 えば電
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子)の 状態ベク トルあっくるHilbert空 間,珂 は量子場(例 えば量子電磁場)の 状態ベクトルがつ く

るHilbert空 間としよう.こ の相互作用系のHilbert空 間はテンソル積 Ｈilbert空間

で定義 される.相 互作用を表すハミル トニアンは ノ ⑭%上 の自己共役作用素

で与 え られ る.こ こでHoは 自由ハ ミル トニア ン,9∈Rは 結合定数, HIは 相 互作用 を表す対称作 用

素 である.例 えばHoはHo=D水 素ｮ1+1⑭H場 とい う形 を してい る. H場 は 量子場 の自由ハ ミル

トニア ンを表 し,そ のスペ ク トノセは典型的 な場合 σ(H場)=[0,00)で あ る.そ のためD水 素 の固有値

はHoの 埋 蔵 固有値 になるか らHgの ス ペ ク トル を解析す る とき,9HIをHoの 摂 動 と見 なぜ ば.必

然 的 に埋 蔵 固有値 の摂動 問題 に直面 する ことになる.離 散 固有値 の摂動問題は有 限次元の固有値 問題

へ帰着 で きて非常 に よくわかって恥るが,埋 蔵 固有値 の摂 動 に関す る一般論は少 ない.我 々が考察 し

ている模 型で は,連 続 スペ ク トルの端 点 として埋 め込 まれてい る埋蔵 固有値 と,そ うで ない埋蔵 固有

値 では摂動 を加 えた ときの挙動 が大 きく異 なる.前 者 は摂動 を加 えた後 も安 定的 に固有値 として残 る

が,後 者 は摂動 を加 える と同時に消 えて しまい,共 鳴極 といわれる複 素下半平 面上 のあ る有理型 関数

の極へ 連続 的 に移 る.さ らにm重 に縮退 したHaの 埋 蔵固有値は摂 動 を加 える と一般 に縮退が解 けて

m個 の共 鳴極 になる.こ のば らけた共 鳴極 の実部 の差がLLambの ず れの数学的な解釈 である.

 歴 史 的背景 をかいつまんで紹介 する.1964年Nelson 1[88}は 今 日Nelson模 型 とよばれる模型 に対

して適当 な"く りこみ'ヅを行 っそ,紫 外切 断1)を 外 す極 限が,あ る 自己共役作用素 に収束す る ことを

証 明 した.H¢egh-KrOhn[76]は 紫 外切 断の除去 され たNelsOn模 型 のスペ ク トル散乱理論 を展 開 し

た.Glimm=Jaffe[42]は φ4模 型 の基底状態の存在 と一意性 を証明 した.彼 らの解析 方法は現在 も本

質 的に この論説 で紹介す る模型の解析 に応用 されてy'る.1973-4年FrOhlich[36],[35]は ポ.._ラ ロ ン

型 の模型 のスペ ク トル を赤外発散の問題 に着 目しなが ら解析 した.1978年FrOhlich-Park[37, p.744]

はOpen prOblem 4に`非 相 対論 的量 子電磁力学のハ ミル トニア ンのn基底 状態,共 鳴極 を数学 的に解

明せ よ'と 挙 げ た.1981-3年Arai[2]一[5]は 双 極 子近似 された非相対論 的量子電磁力学 のハ ミル ト

ニア ンで,基 底状態 の存在 ・非存在 の問題,LL ambの ず れ,漸 近的完全性 の問題 を数学 的に解析 した.

1989年Spohn[91]は 汎 関数積分 を用いてスピンーボゾ ン模型 の基底状態 を解析 した.1998-9年Bach-

Frohlich-Sigal[19]一[21]依 非相対論 的量子電磁 力学のハ ミル トニア ンの基底状態 の存在 を証明 し,さ

らにく りこみ群 とv㍉う概念 を導入 して共鳴極の存在 を証明 し世界 を驚かせた.独 立 にArai-Hirokawa

[13]は 一 般化 されたス ピンーボゾン模型の基底状態 の存在 を証明 した.そ の後,Spohn[93], Gerard

[40],Griesemer-Lieb一:Loss[43]に よ って飛躍 的 に量 子場 と相互作用 す る量子系 のハ ミル トニアンの

基底状 態の解析 が進 んだ.さ らに多 くの研 究者 によ り,こ の ような量子系 のハ ミル トニアンのスペ ク

トル散乱 理論,共 鳴現象,緩 和現象,質 量 くりこみ理論,物 質 の安定性等が研究 されている.こ れ ら

の研究 の レヴュー として,例 えば,Arai[10]一[12], HirOshima[64],[66】 一[68], Spohn[94]を 挙 げて

お く. 
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 2 相互作用模型

 2.1、 ボゾンFock空 間

 場の量子論の解析で基本 となるボゾンLFo ck空 間,生 成消滅作用素 第2量 子化などの概念について

説明する.hを0上 のHilbert空 間とする. Snをn次 対称群 として, Sn:⑭ πん=→ｮnj2を

で定義 す る・ｮnh=Sn(ｮnh)(n≧1),⑭2ん=0と お く・

をh上 のボ ゾンFock空 間 とい う.こ こで, IHレ はHilbert空 間7上 のノル ム を表す .内 積 は

(!,g)躍 で 表 し,!に つ い て反線形, gに つ いて線形 とする.Ω={1,q,0,_}∈%(h)をFock真

空 とい う.{Ψ(n)}∈%(h)で,Ψ ㈹=0,ん ≧ ヨm,と な る もの全体 を 編 、(h)で 表 す .生 成作用素

α†(!)を

消滅作用素を α(!)=[α †(r*で 定義する.こ こで作用素Tの 定義域をD(T)で 表した.a†(!),α(!)

は 縮n(h)上 で正準交換関係

をみ たす・{Ω}U{α †(!1)… α†(!π)Ω1!1∈h,ゴ=1,…,n, n∈N}か ら生成 され る部分空 間は

興(h)で 稠 密 である.Sをh上 の自己共役作用 素 とす る. r(ezts)を

で 定義 し線形 に拡張すれば{r(eitS)}t∈Rは%(h)上 の 強連続 な一径数ユ ニタ リー群 になる. StOne

の 定理 よ り%(h)上 の 自己共役作用素dr(S)で'

となるものが存在する.dr(S)をSの 第2量 子化 とよぶ.簡 単に

となることがわかる.作 用素 丁 のスペ ク』トル(点 ス苓 ク トル,真 性 スペク トル ,リ ゾルベ ン ト集合)を

σ(T)(σP(T),σess(T),ρ(T))で 表 す8

となるこζが知られている.h上 の恒等作用素の第2量 子化 を個数作用素 とよびNで 表す:
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 7を σ 上のHilbert空 間としAを7上 の自己共役作用素 とする. Hilbert空 間9=7⑭%(h)

上の自己共役作用素Ho=Aｮ1+1ｮdr(S)を 非結合八ミル トニアンとよぶ.全 ハミル トニアンを

9上 の線形作用素

で定義す る・ ここで・HIは 対 祢作用素 ・gERは 結 合 定数であるlH,は 本 質的 に自戸 共役 であると

仮定 し,そ の閉包 も同 じ記号H9で 表 す. infσ(Hg)をE(H9)で 表 し, dim Ker(Hg-E(Hg))を

m(H9)で 表 す. m(H9)>0の と きHgの 基 底状 態が存在 する といい,ψ9∈Ker(H9-E(Hg))を

Hgの 基 底状態 とい う. m(Hg)を 基 底病態 の多重度 とよぶ.

 2.2,典 型 的な模型 の例

 (1)Nelson模 型. Nelson[88]が 質 量m>0の 核 子 と質量v≧0の 中間子場 の相互作用 を表

す模 型 として導入 した.Nelson模 型 に対す るHilbert空 間 は 無=L・2(R3)⑭ 疏(L2(R3))で あ る.

.L2(R3)上 の作 用素HpをHp=一(2m)一1△+Vと 定 義す る.こ こで, Vは 掛 け算作 用素でポテ ン

シャルを表す.ωN(紛= 圃2+v2と す る. a#は α また は α†を表す.α 眞(!)を 形 式的 にa#(!)=

fas(初!㈹ 砒 と表せ ば,興(L2(R3))上 の スカ ラ._._場は

で定義 される6た だ し φ/～煽 ∈.L2(R3)を 仮 定す る.こ こで 無 望 ∫毬3%(L2(左3))dxの 同一視

の下 φφ=准3φ φ(x)dxと 定 めれ ば,全 ハ ミル トニアンは9∈Rを 結合定数 として次 で定義 される:

 (2)Pauli-Fierz模 型.質 量mの 低 エネルギ ー電子 とCoulombゲ ー ジで量子化 され た輻射場(光

子)と の相互作 用 を表す模 型であ る([9011.非 相 対論 的量子電磁力学 の模型 とよばれる こと もある.

羅h=・L2(R3×{1,2})と お く.こ こで{1,2}は 横 波 の光子 が2成 分か らなることに対応 している.

Pauli-Fierz模 型 に対 するHilbert空 間 は 稀F=((‾2 -L2(R3))⑭%(L2ph)で あ る.ωPF㈹=圃

とお く・α眞(ノ)を形式 的にa#(!)一 Σ ゴー・
,2∫ αIM瓶 ゴ瞬 と表せ ば,%(L2ph)上 の輻射場 は

で定 義 され る.た だ し φ/～2wPF∈L2(R3)と 仮 定す る.こ こでe(k,の はe(k,1), e(k,2),鳶/圃

がR3で 右 手系 をつ くる臆 のべ 外 ルである.L2(R3)⑭%(L2hP)窪 准 ・%(L2hP)dxの 同覗 の

下Aφ 一 農Aφ(x)dxと 議 す る.み φは ▽、,,Aφ 一 〇をみたす.全 ハ ミノレトニ アンは次で定義 さ

れ る:

こ こでe∈Rは 結含定数,σ 〒(σ1,σ2,σ3)は 反交換 関係{の,σ ゴ}=2%1を み たす2×2Pauli行

列 で ある・電子 がス ピンを もたない と仮定 した場合,Hilbert空 問 は 錯=・L2(R3)⑭%(L2hP)で,

全 ハ ミル トニアンは
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で定義 される・ さらに 0-KP FでAφ →1⑭Aφ(0)と 置 き換 えたハ ミル トニアンを OHP Fの 双極 子近似

(dipole apProximatiOn)と い いH留 で表す.電 子 の個 数がN≧2のPauli-Fierz模 型 のハ ミル ト

ニア ン ・HpF(1V)はHilbert空 間[(⑭NO2)⑭ 〈N .L2(R3)1⑭%(L2ph)上 に

で定義 され る・ ここで 〈1VL2(R3>は!@・,_xN)で 紛 ∈R3,ブ ー1 ,_,N,に つ いて反対称

な2剰 鮒 関数全体,σ ゴー ・⑭..・ 妨 ⑭・・.⑭・… ▽ゴは 播 目の電子の翻 量作縢 ,4ひ

∫露、NAφ@ゴ)dxで あ る.

 (3)-般 化 されたス ピンーボ ゾン(GSB)模 型.ス ピンーボゾン模型 の一般化 と してArai-Hirokawa

[13]に よ り導入 された・GSB模 型 に対 するHilbert空 間 は%sB=7⑭%(.L2(Rd))で あ る.た だ

し,7は0上 のHilbert空 間 である.ωGsB(k)は 非負 関数, Aは 下 か ら有界 な自己共役作用素 , Bゴ,

ブ=1,…,J,は7上 の対称作用素 でIl・Bゴ!1≦gill(A-E(A))1/2!Il+bi f,α ゴ<1,を み たす と

仮定 する.φ(λ)=α †(ス)+α †(λ)1λ ∈五2(Rd),と お く.こ の とき,全 ハ ミル トニ アンは α ∈Rを

結合定数 として次 で定義 され る:

こ こでXはXの 閉包 を表す・本論説ではd=3,λ ゴ=φ/2wcsB,ブ=1,...,」 と仮 定する .

 (4)Dirac-Maxwell模 型.質 量mのDirac粒 子 と質量 ゼロの輻射場 の相 互作 用 を表す模型 であ
』
る・Dirac-Maxwell模 型 に対するHilbert空 間 は9bM=((フ4⑭ 五2(R3))⑭%(L2

ph)で あ る.4×4

行 列 β,αゴを

で定義す る.ωDM(k)=k,Aφ をPauli-Fierz模 型 で定義 した輻射場 とす る.こ の とき,全 ハ ミル ト

ニ アンは次 で定義 される:

さ らに電子 を第2量 子化 して,r電 子 の生成消滅 もとりいれ るととによって`Diracの 海,を も記述す る本

来の量 子電磁力 学の模 型 も解析 されている.例 えばBarbaroux-Dimassi-Guillot[24]を 参 照の こと、

 2.3 自 己 共役性

 表 記 を簡 略化 す るため に 一2▽=pと お く.ま,た テンソル ⑭ の記号 を省いて以下の ようにハ ミル ト

ニア ンを記述 する:

何 も言 及 しない とき,ポ テンシ ヤをVはD(p2)⊂D(V)でIIV!ll≦ αll(2m)一1P2!ll+bf,0≦

α<1,0≦b,を み たす と仮定す る.特 にHpはD(p2)上 で 下か ら有界 な 自己共役作用素であ る.

 形式的に定義されたこれちのハミル トニアンの自己栗役性を示 さな くてはならない.φ(k)=φ ㈹
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とす る.こ の ときHNとHP Fは 適 当な定義域 で対称作用素 になる.φ,φ/V万 ∈L2(R3)の と きφφ

はp2+dr(ω)に 対 して無 限小相対有界なので, Kato-Rellichの 定 理 よ りHNはD(p2+dr(ω))上

で 下か ら有界 な自己共役作用素 であることがわか る.Pauli-Fierz模 型 の場合 には,

とおいた とき,HPF,1はp2+dr(ω)に 相 対有界 ではあるが,無 限小相対有界ではない.よ って, I e l《

1の と きにはKato-Rellichの 定 理 か らHpFの 自 己共役性 が示 され る.一 般 のeに 対す るHpFの 自

己共役性 は3.5節 で紹介 する汎 関数積分表示 を応用 して証明す ることがで きる.

 定 理2.1(Hiroshima[58],[61])φ(紛=φ(k),〉 万 φ,φ,φ/～/σ ∈L2(R3)と す る. V=

V@1,...,xN)が ∬1,...,ωNに つ いて対称 であ る と き,任 意 のe∈Rに 対 してHPF(N)は

D(Σ 狸1pl+dr(ω))上 で下から有界な自己共役作用素である.

 HGsBの 自己共役性 はArai-Hirokawa[13]で, HDMの そ れ はArai[7]で 示 されてい る.た だ し,

HDMは 下 か ら有界 ではない. HdipPFの 任 意 のeで の自己共役性 はArai[2]一[4]で 示 されている.ま た

Arai[9]は そ れまでに知 られていなかったHPFの 自己共役拡大 を構成 した.

 2.4 発 散

 場 の理論 に現 れ る2つ の発散 について説明す る.具 体例 で掲 げた4つ のハ ミル トニアンの例 では,

相 互作用項 に紫外切断 または運動量切 断 とよばれるテス ト関数 φが導入 されていた.物 理 的には φ≡

1/V厨 であ るが,ハ ミル トニアンを自己共役作用素 として定義す るためにば φ/>w#∈L2(R3),

#=N,PF, GSB,DM,を 仮 定 しなけれ ばならない.φ ≡1/V砺 ア に対す るハ ミル,トニア ンは例 え

ば次 の ような処方で定義 され る.一.旦

としてハ ミル トニアンを定義 し,そ の後,な んらかの方法(例 えば,発 散する作用素を引き去るなど)

でA→ ○○の極限をとり紫外切断を除去 したハミル トニアンを定義する.し かし実際このような処

方で φ≡1/～ 価 ア に対 するハ ミル トニア ≧を定義す る ことは非常 に難 しい.こ れが紫外発散の 問

題 であ る.慣 習 的見方 によれ ば,紫 外切断 を除去 したハ ミル トニア ンは元 のHilbert空 間 には構成 さ

れ ない とい われてい る.し か し,Nelson[88]はNelsOn模 型 で紫外切 断を除去 したハ ミル トニア ンが

元のHilbert空 商 で構 成で きるこ とを示 した.し か もその基底状態の存在 がAmmari[1], Hirokawa-

Hir・shimarSpOhn[『3】 で示 されている.

 もう ひ とつの発 散 は,場 の質量が0(つ ま り ω#㈹ ・=Iklの と き)に 起 因する発散 である.こ れは

紫外発散 と対極 的 に場 の運動量 の小 さい ところに起 因する発 散であ る.紫 外 切断 φAに さらに赤外切

断SPA.を
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の ように導入 す る.そ のハ ミル トニア ンの基 底状態 を 馳
、とす る.こ の とき個数作用素 の期 待値 が

limκ→o@9.,(1ｮN)ρ9
.)=∞ とな るこ と,及 び κ・=0で は基底状 態が存在 しない ことが予想 さ

れてい る.こ れは赤外発散の問題 とよばれ る.直 観的 には,κ →0で は運動量 の小 さな無数 のボゾン

が基 底状態 に雫 の ようにま≧わ りつ き,基 底状態が存在 しえな くなる と考 え られ る.し か し,Bach-

Frohlich-Sigal[21]は,κ=0で も 回 《1の ときPauli-Fierz模 型 の基底 状態が存在 す るL .と を証

明 した・ さらに,Griesemer-FLieb-FLoss[43]は κ=0,任 意 のeに 対 してPauli-Fierz模 型 の基底状

態 の存在 を示 した.こ れ ら緋 常 に驚 くべ き発見 であ り,数 理物理学 におけるひ とつの金字塔 である

と筆者 は感 じている.

定 義2・2φ/X3/2∈li2(R3)を 赤 外正貝U条件 といV・,φ/ω 婁2¢ 五2(R3)を 赤 外特異条件 とい う.、

 物 理的 に ψ(∬)は 電荷 の分布 を表すので,特 に 妖∬)≧0で ある.φ(0)=(2π)一3/2∫R3 cp(x)dω で

あるか ら,φ(・)〉 ・ となる.嘱 ん)一 圃 とす る.φ を醗 と仮定す れば φ(ん>2擁 ㈹3触 一ρで

の特異性 によ りφは赤外 特異条件 をみたす こ とになる .赤 外特異条件 は様 々な場面で解析 を困難 にす

る.赤 外特異条件 を回避す る典型的な例 として次の2つ がある.(1)φ(k)=0 ,圃 く ヨκ,(2)ω#㈹=

 圃2+v2, v>0.前 者 はもちろんcp(x)≧0を みた さない.後 者 をmassive模 型 とよび,こ れに

対 して,〃=0の と きmassless模 型 とよぶ.

 3 ス ペ ク トル解析

 Nelson模 型 とPauli-Fierz模 型 を比較 しなが ら両者のスペク トルの性質 につい て述べ る.記 述 を簡

単 にするため に ωN(紛=WPF(紛=ω(k)= 圃2+〃2, v≧0,と お く.

 3.1 埋 蔵 固有値

Nelson模 型 を例 に埋 蔵固有値 につ いて説明す る・V@)_一1ノ 囮 と しよう.こ の とき,σ(Hp)=

{Eゴ}00j=0∪[0,00), Eo≦E1≦ … <Ol≒ な る.

で 南るか ら,非 結合ハ ミル トニ アンのスペク トルは

σ(Hpｮ1+lid「(ω))一{λ ・+λ21λ ・∈σ(Hp),λ2∈ σ(dr(ω))}一[E・+〃
,c。)u{Eゴ}界 。

となる・vが †分小 さければ図1の よう1こ点スペク トル{E濃 ・の一部は連続スペクトルに埋め込ま

れ,埋 蔵固有値になる.

さらにv>0と すればEoは 多重度1の 離散固有値であるごとがわかる. Eoの 摂動について考えよう.

 定義3・1 Rを0の 開集合 とする.{宜9,9∈R}は 閉作用素の族(自 己共役作用素 とは限らない)

で ρ(H9)≠ の とす る.次 の(1),(2)を み たす とき{耳9,9∈R}をA型 の解析族 ≧い う.(1)あ る

稠密 な9が 存在 してD(Hg)=9,9∈R,を み たす.(2)Hg u, u∈9,が9に つい て強解析 的で

あ る.

 命 題3・2([73,Theorem 15.11D Hgを9=0の 近傍 でA型 の解析族 とする. Eを 多 重度m

図1:HN(v>0)の 非 結 合 ハ ミル トニ ア ンの ス ペ ク トル
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のHoの 離 散固有値 とす る.こ の ときHgめ 離 散固有値E(1)(9),...,E(r)(9)で 次 をみたす ものが存在

す る.(1)E・=E㈹(0),鳶=1,.● ●,r.(2)E(1)(9),...,E(r)(9)の 多 重度の和 はm.(3)各E㈹(9)

に対 してあ るp∈NU{0}が 存 在 してE㈹(9)は91/pの 解 析関数.(4)H9が9∈Rで 自己共役作

用素 な、らばE㈹(g)はgの 解析 関数.

 HNの ス ペ ク トルの下限 をEo(9)と 書 く.v>0の と き,命 題3.2よ りlgl《1でEa(9)は 離 散

固有値 であ り9に ついて解析 的であるこ とがわか る.特 にEo(9)はHNの 基 底状態 であ る.し か し

v=0の と きは様相が一変す る.こ の ときは図2の ように1%が 埋 蔵 固有値 になる.

そのためIgl《1で もEo(9)が 固有値 として存在するのかどうかす ぐにはわか らない.ま た9に 関

する微分可能性 も一般 にはよくわからない.実 際にはHNの 埋蔵固有値について次のことが適当な条

件下 で示 されている(図3).(1)Eo(9)は 任 意 の9で 固有値であ る.つ ま り任 意の9でHNの 基底 状

態が存在 す る.(2)9《1の ときEゴ,ブ ≧一1,の 実軸 上の近傍素に固有値 は存在 しない.(3)Eゴ,ゴ ≧

1,の 複 素 下半平面上のある近傍 に共 鳴極が存在す る.

 3.2 基 底状 態の存在

 Massless模 型 の基底状態の存在 に関する結果 を紹介す る.ωN(κ)=ωpF㈹=ω(紛=圃 とす る.

 3.2。1 結 合 定数 が小 さな場合

 自 己共役作 用素Tに 対 して σgap(T)=infσe。 、(T)一infσ(T)をTの スペ ク トルギ ャップ とよぶ.

#=N,PFと す る.結 合定数 はHN, HpFと も にeで 表 し, Ho=Hp+dr(ω), H#=Ho+eHI#

とお く.は じめ に仮想質量 レ>0を 導入 してH#でw#㈹ を 圃2+v2で 置 き換 えたもの をH#レ

とお く.H#vの 基 底状 態 ρ9vの 存 在 は示す こ とがで きる.例 えば,格 子近似 に よる方法[13L[20],

弱 収 束列 の正値性 を示 す方法[43],E(H#レ)の 近 傍 に台 をもったx∈0『 でx(H弁v)が コ ンパ ク ト

作用素 であるこ とを示す方法[40]な どがある.ま た ρ9v∈D(1ｮN1/2)も わ かる.11ψ9レll=1と 正

規化 し{v}の 部 分列{v'}でw-limレ'→oψ9レ,=ρ9と なる ものを選ぶ.た だ し,ψ9=0か も しれ

ない.

 補 題3.3(Arai-Hirokawa[13])馳 ≠0な らば 馳 はH#の 基底状 態である.・

 部分列{v`}を 改 めて{v}と 書 く.自 己共役作用素 丁 に対 してKer(T-E(T))へ の射影作用素 を

PTと 書 く.1ｮN+1⑭ 」%r(ω)≧1な ので

図2:HN(v=0)の 非 結 合 ハ ミル トニ ア ンの スペ ク トル

図3:HNの スペクトルと共鳴極
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が従 う.ほ とんどいたるところの ん∈R3で 定義された作用素 寡 ㈹ を 次式で定義する:

定理3.4(Hiroshima[65D 幹、をH#の 任 意 の基底状態 とす る.こ の とき

さらに,上 の両辺のどちらかが成 り立てば

定理3・4の 等式 からc・ ⑭N1/2)ψ9レll2≦re20・ が示せ, gap(Hp)>0か らII(PH
。鴎r(ω))SPgvll2

<e202が 示 せ る.こ こで01,02は 定数 である.ゆ えに , leI《1の とき 〃に関 して一様 に

(1)

となる.ζ こでF'H
。⑭.par@)が 有 限深元(丘nite rank)作 用 素であ るか ら(1)でv→0と すれ ば

((ρg,(1'H.ｮpdP(ω))ψg)>0が わ かる.特 にg)g≠0で ある.

 定理3・5 ス ペ ク トルギ ャップが σgap(Hp)>0と 仮 定する.(1)φ/ω3/2∈ 五2(R3)の と き,定 数

eoが 存 在 して, lei<eoの と きHNの 基 底状 態が存在 する .(2)定 数e*が 存 在 して,lei<e、 の とき

HPFの 基 底状態が存在す る.(3)ψ9∈D(1ｮN1/2) .

 定 理3・5の 詳 しい証明 は例 えばArai-Hirokawa[13], Bach-Frohlich-Sigal[20],[21], Hiroshima

[56],[59]を 参 照せ よ.

注意3.6 (1)HNでll(1ｮN1/2)9り9レll2≦e2Cl…(*)と な るため には赤外 正則 条件が必要で あ

る.(2)Bach-Frohlich-Sigal[21}はHPFに 対 して赤外特 異条件 下で(*)を 示 した .

 HirOkawa[50]はHdipPF・ に対 して も赤外特異条件下で(*)が 成 り立つこ とを示 した. Arai-Hirokawa

[14丁はE(H4レ)のvに 関する右微分可能性か ら,基 底状態が存在す るたゆの十分条件 を示 した.

 3.2.2 任 意 の結合定数への拡張

 (Nelson模 型)φ オ:=e-txN(fｮSZ)/lle一 伍N(fｮSZ)Il拓,!≧0,(!≠0),と す る.'こ の とき次

の補題 が成 り立つ.

 補 題3・7 ρ9=w-1imh。6φ ♂0な らば ψ9はHNの 基 底状態であ る.

 gap(HP)>0を 仮 定す る. ET(.)は 自己共 役作 用素Tの ス ペ ク トル射 影作用 素 とナ る。 R;

EH.([E(Hp),Σ(Hp)一 δ])と お く.こ こで Σ(Hp)=infσ 。、、(Hp);S>0は 十 分小 さな数であ る .

(φオ,(e-Tx・ ⑭ 」隔r(ω))φ∂ の汎関数積 分表示 を用 いて,

(z)

を示 せ る・ ここで 乏(T)は 具 体 的に与 えちれ る正 の数 である.特 に Σ(HP)=○ ○ の とき,任 意の9で

ψ9≠0と なるか ら次 の定理 を得 る.

 定 理3・8(Spohn[93])Σ(Hp)=∞ の ときHNの 基 底状態 は任意の9で 存在す る.

 Gerard[40]はHpの リ ゾルベ ン トが コンパ ク ト作用素であ るとい う仮定 の下,定 理3.8の 関数解析 髄

的な別証明を与えた.

(Pauli-Fierz模 型)HpF(N)の ポ テンシ ャルがV一 Σ 鐸 、 u㈲ と1一 Σ ¢≠ゴω(..(i'LL吻 の

和 で表せ る とす る.HPF(N)の1体 ポ テ ンシャル'Vを 強調 してE(HPF(N))=EV'(N)と お く.
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(3)

はBinding条 件[43]と よ ばれている.任 意のeでBinding条 件 を仮定す る.こ の とき仮想質量v>

0を 導 入 したHpFvの 正 規化 された基底状 態(ρgv』 ㊥雛oρg£n)∈ ㊦00n=0.L2(R3N×Ran×{1,2}n)

が 任 意 のeに 対 して存在 し,

とな るこ とが示 され る([83]に 臆)・ ここでWl'p(D)は あ る有界 開集含D⊂R3N×Ran上 の

SObOlev空 間 である.ρ9 vの 部 分列 で ψ9=w-lim〆 →oρ9ノ となる もの を選ぶ.部 分列 を改 めて

鴇 とお く.こ の ときRellich-K・ndrachOvの 定 理か らv→0の とき ρ謂 が 蒔)にLq(D)で

強 収束 す る1..rが わ か る・ ここで ・≦9≦3p(N+n)/{3(N一}一n)p}で あ る適 当6'pを とれ ば

9-2と で きる.'こ の ことと,幹9∈D(1ｮN1/2!,ρ9'∈D(elxl・)を 恥r・ ψ9レカ》 → ・め とき ・

幹9に 強収束 する ことが示 される.特 に ρ9≠0だ か ら,補 題3.3よ り ρ9はHPFの 基 底状態 で南る・

定理3.9.(Griesemer-Lieb-Loss[43]) 任 意 のeでBinding条 件 を仮定す る.こ の とき任意の

eでHP F(N)の 基 底状態が存在 する.

 一 般 にBinding条 件 を一チ ェ ックす る.ことは容易 では をい. N=1の と きは[43]で チ ェ ック さ

れ た.つ ま りEｰ(1)_EV(1)>0がeに 関 して一様 に成 り立6こ とを示 した. Barbaroux-Chen-

vugalter[23]はN=2,1el《1の と きBinding条 件 をチ ェ ック した. FLieb-Loss[82]は 具体 的 な

N体COulombポ テ ンシャル(電 子 の数N,核 子 の数Z)でN<Z+1, e∈R;でBinding条 件 を

チ ェック した.

 3.2.3 Enhanced. binding

 基 底 状態 の存在 を示す上で gap(Hp)>0は 重 要 な仮 定であった.σgap(Hp)>0の とき・E(Hp)は

離散 固有値 であるか らHpは 基 底状態!を もつ.よ って!⑭ Ω は非結合ハ ミル トニアンの基底状 態に

な る.こ こで次 の問題 を考察す る.σgap〈Hp)=0の と き,つ ま り結合 定数=0で 基 底状態 が必 ず し

も存在 しない と き,全 ハ ミル トニア ンの基底状態が存在す るこ とがあ るのだろ うか?実 際V≦0の

ポテ ンシャルが ¢3∫RヨmV(∬)i3/2 dx<1を み たす'ときFLieb-Thirring不 等 式[84]よ りHpの 基 底

状 態は存在 しない.こ こで α3はVに 依 らない定数であ る.

定 理3.10(Hiroshima-Spohn[70])φ/W3/2,φ/ω5/2∈L2(R3)と す る.次 の条件(1),(2)

を仮 定する.(1)V∈ ・01(R3),▽VEL。 。(R3),(2)μo≧1, ro>0は 次 をみたす.・任 意の カ〉 μo

に対 1してE((2m)一12p+ηV)≦ 二γoか つinfσess((2m)一lp2+ηV)=[0,60).こ の とき,あ る定数

e**>oが 存 在 して1el>e*、 の ときHdipP Fの 基 底状 態が存在 する.

 注 意3.11 定 理3.10で σgap(Hp).>0とe=0で のHdipP Fの 基 底状態の存在 は仮 定 していない.

 この 現象 はEnhanced bindingと よばれている. Enhanced bindingの 発 見法 的理解 は次 のよ う

な ものである.1質 量mの 電子 と輻射場が相互作用す れば電子 にまとわ りついた光子の雲 により,見 か

けの電子の質量 はmen=m+Smに な る.そ のハ ミル トニ アンは

の ように補正 を うける.lel↑Ooの と きmen↑oOと な りIel》1の ときHpに 基 底状態が存在 しな

くて も,HeffP に基 底状態が現れ る.'
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図4:Enhanced binding

Arai-Kawano[18]はGSB模 型 でEn与anced bindingの 存 在 を証 明 した .[18]に は紫外切 断 に関す

るEnhanced bindingの 議 論 もあ る. HirOshima[63]も 参 照の こと、双極 子近似 を導入 しないHpF

のEnhanced bindin9はCatto-Hainzl[29], Chen-Vougalter-Vugalter[31] , Hainzl[47],宜ainzl-

Vougalter-Vugalter[48]ら に よって部分的 に示 され ている .た だ し,彼 等 は[43]'のBinding条 件

(N=1)をiel ,《1で チェ,,ク してHpFのEnhanced bindingを 証 明 している.そ の結果Enhanced

bindingが 起 きる結合定 数はe≠0
.だ が 十分小 さい とい う仮定がつ く.技 術 的困難 はあるがlei》1

で基底状態 は安 定するだろ うと筆者 は予想 してい る.'こ の 解析 には新 しい アイデアが必要 であろ う.

 3.2.4 切 断 のな いHNの 基底状態 の存在

2粒 子系 のNelson鯉 で1つ の粒子の質量カミ無 限大 鯨 点に固定 されている とする .
.φ一 φAκ と

しよう.L2(R3)⑭%(.L2(R3))上 に全ハ ミル トニア ンは

で与 え・られ る1こ こでZ>0は 定 数で ある.左A=92
,fR、 l a(k)1'(β(初+Z2/ω ㈹)/(2ω ㈹)砒,・

β㈹=(k+Ikl'/2)一1と お けば,ユ ニ タリー作用素 こ1入,κ(σλ,κは κ=0で 定 義 され ない)が 存在

して リゾルベ ン トの意味で一様 に

となるこ とがNelson[88]と 同様 に示せる.

 定 理3・12(Hirokawa-Hiroshima-Spohn[53D lgl《1(9≠0)の と きH∞,oの 基 底状態 が

存在 す る.

 (1)こ の 定理 は多 くの重要 な結 果 を内包 している.ま ず9=0でH。 。,oに 基 底状態が存在 しない

のでEnhanced bindingが 塵 きている.ま たNelson模 型 は κ=0で 基 底状態が存在 しない ことがわ

かつ}『いる(3.3節 を参 照せ よ)・H・ 。,oは 基 底状態が存在す るような別の表現へ移 った と考 之 られる.

.これ はArai[8]・:Lorinczi-Minlos-Spohn[86]に 対 応 した事実であ る.(2)Ammari[1]は 紫外切 断

を外 したmassive Nelson模 型 でスペ ク トルの下限が離散固有値 であることを示 した.

 3.3 赤 外 発散 と基底状態の非存在

 赤外特異条件下で基底状聾は存在 しないと発見法的に考えられていた.し かし,前 節で紹介 したよ'

うにHPFに は赤外特異条件下でも基底状態が存在 している.そ こで赤外痔異条件 と基底状態の非存在

の関係 を数学的に把握することは非常に重要な問題 となる.

 定 理3・13(Arai-Hirokawa-Hiroshima[16],[17])HGsBで ωGsB(紛=k,φ/ωGsB3/2¢

・L2(R3)と す る・ この とき次 の(1)と(2)を み たす 一HGSBの 基 底状態 ψ9は 存在 しない .(1>ρ9∈

D(1ｮN1/2),(2)Σ み 、@9,(Bゴ ⑭1)ψ9)%
,B≠0.

 注 意3・14.[16],[17]で は 一般 のHGSBが 解 析 されてい る.さ らに固有ベ ク トルの非存 在 も議論 さ

れ てい る.
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 Nelson模 型 で1ま赤外正則条件下で・基底状態 の存在 が証明 され てい る.・それでは赤外特異条件下で は,

基 底状態 は存在す るのだ ろうか.結 論 をい えば非存在 である.-こ れ はHPFの 性 質 と大 きく異 なる点で

ある.HNの 基 底状態 の非存在 をは じめ-(証 明 したのは, Lorinczi-Minlos-Spohn[85]で あ る.

 定 理3・15(Lorinczi-Minlos-Spohn[85])Vは 次 の(?),〈2)の い ずれか をみたす とす る.

(1)V@)=Ol副28+o(1∬12『),8>1.(2)VはKatoク ラス でV@)>0囮8, s>0.こ 、の と き

φ/ω3/2¢-L2(R3)で あ ればHNの 基 底状態 は任意 のgで 存在 しない.

 (1)Lorinczi-Minlos一 一Spohn[85]は 汎 関数積分 表示 を用 いて定理3.15を 証 明 した. Hpの リゾルベ

ン トが コンベ ク ト作用 素の ときはDerezinski-Gerard[33]が 関 数解析的 な手法で別証 明を与 えた.ま

た,VがCou1Ombポ テ ンシャルの ときはHirokawa[51]が 証 明 した.さ らにHirokawa[52]は 一 般

的な模型(Nelson模 型, GSB模 型 を含 む)で 赤外特異条件 と基底状態 の非存在の関係 を明 らかに した.

 (2)Arai[8]は 赤 外特異条件 のときでも非Fo ck空 間 で表現 したHNに は基 底状態が存在す る こと

を示 した.FL6rinczi-Minlos-Spohn[86]は0(R, R3×5"(R3))上 に,あ るMarkov過 程 を構成 し,

覧それが生成す る自己共役作用素Heuc
N がArai[8]が 構 成 した非Fo ck空 間 上0)HNと ユ ニタリー同値,

HN-E(HN)NHeucN,で あ る ことを示 した.

 3.4 Gibbs測 度

 亦 外正則条件 φ/ω3/2∈L2(R3)を 仮 定 しよう'.φt=e-txN(!⑭ Ω)/le-tHN(!⑭ Ω)lI魯,!≧0,

とす る.こ の ときHNの 基 底状態 幹9.が存 在 して ・

となるこ どが示 され る.(φ 舌,(1ｮe-βN)φ ∂拓 を汎 関数積 分表示 してt→00の 極 限操作 を行 えば
,

0(R,R3)上 の ある確 率測度 μGibb、 が 存在 して

(4)

と表せ る ことが[26]で 示 された.こ こで

は2重 ポテンシャル とよばれIFS(q)i≦ w/ω3/211L・(R・)<Ooを み たす.μGibb,は 無 限体積Gibbs

測 度 とよばれる.(ψg,(1歯e一 βN)ψ9)琢 の βは(4)の 右 辺 によb複 素平面上 に解析接続 で きる.

定 型3・16(Betz-Hiroshima-L6rinczi-Minlos-Spohn[26])φ/ω3/2∈L2(・R3)の と き任

意の β>0で@g,(1⑭eβN)～Og)琢 く ∞○が成 り立つ.

 9=0の と きのHNの 基 底状態 曽go=!⑭ Ω(!はHpの 基 底状態)の ボゾンの個数 は(1ｮN)曽90=

0な のでゼロである.定 理3・16は 基底状態に含 まれるボゾンの個数が任意の9に 対 しても非常に少な

い こと壷示 してい る1(4)か ら

となる ことがわかる.特 に

,となる正 の定数 α,bが 存 在す るこ とが わか る.
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定 理3.17(Betz-Hiroshima-Lorinczi-Minlos-Spohn[26])次 が 成 り立 つ:

 定 理3.15と 定 理3.17か らNelson模 型 では赤外発散 が基底状態の非存在 とボゾン粒 子数期待値の発

散 をまね くζ.とが数学 的に証明 された ことが わか るだ ろう.他 の模型で も基底状態 馳 が ρg∈D(1ｮ

eβN)を み たす こ とが証 明されている.Gross[45]はmassiveポ ー ラロ ン模型で・SpOhn[91]は スLo

ンーボゾン模 型で ごれを示 した.Hiroshima[62]はH£Fの 基底 状態 馳 が ψ9∈ ∩淫1 D(1⑭Nん/2)'

で あ る ことを示 した.馳 ∈D(1⑭eβN)は 散 乱理論(基 底状熊への緩和 現象)で 重要 な役 目を果たす.

詳 し くはHubner-SpOhn[77, Proposi七ion 8]を 参 照せ よ. Hirokawa[51]-は 定 理3.17の 関数解析的

手法 による別証 明を与 えた.

 3.5 SchrOdinger表 現 と汎 関数積分表示

 ユ._ク リ.,ド 的 場 の理論 を応用 して ・(Ψ,e- Ot Hp F)稿 を汎 関数積分 表示 す るこ とが で きる.以 下

#=3,4を 表 す.(Q#,伽#)を 確 率空間,(φ#(!),!∈ ㊦3L2real(R#))を!∈ｮ3L2real(R#)を 指標

にもつ平均が0,共 分 散が

のGauss型 確 率超 過程 とす る.こ とでdｵv(κ)=Sｵv一 砿 砺/圃2は 横断的デル タ関数 とよばれ る.

また,ユ ニ タリー作用素 勿:%(L2hP)→.L2(Q3)で

と なる ものが存 在す る.こ こで λ=(φ/～ σ アで ある.ブ 亡:.L2(R3)→L2(R4)・ は ガブ、=e-fit-SAW

をみ た し,Jt:L2(Q3)→.L2(Q4)は 興(L2hP)とL・2(Q3)の 同一視 の下 考 み 窪e一 」s7嘱「(ω)を みた

す,各 々等長作用素 の族であ る.こ のような確 率空間,Gauss超 過程,,ユ ニ タリー作用素,等 長作 用素

の族 は具体 的に構成す ることがで きる([55]).dPを0([0,∞o);R3)上 のWiener測 度,(B(s))。>0を

3次 元Brown運 動 でP(B(0)=0)=1, X、=∬+B(s), W=0([0,∞ ○);R3)×R3, dX=dP⑭

dx, K(t)=㊦ μ躍 ブ。λ(.一X。)d.Bμ(s)はｮ3L2(R4)一 値 確率積分 とす る.瑠F望 震 、 L2(Q3)dxの

同 一視 の下で次の定理 を得 る.

 定 理3.18(Hiroshima[55])次 式 が成 り立つ:

s

  汎 関 数積 分表示(5)はFefferman-Frohlich一 一Graf[34], Frohlich-Park[37], Haba[46]で も議論

 されてい る.、定理3.18か ら次の系 が従 う.

  系3.19(Ｈiroshima[54],[55])`E(Hp)≦-E(OHP F).

系3.19の 不 等式 は反磁性的不等式 とよばれてお り,輻 射場 と相互作用すれ ば基底状 態のエネルギー

が下が らない ことを示 してい る.HNの 場 合 は適当 な条件下でE(HN)≦ ,E(Hp)と な る.

  Carmonaの 評 価[28]を(5)へ 応 用す れば OHP Fの 基 底状態 の空間的指数的減衰性 を示す こ とが で

 き る.

  系3.20(Hiroshima[60D V=Z+Wは 次 をみ たす ど仮定 す る.(i)inf G「〉「 ∞o, Z∈

 .1Lloc(R3),(ii)W<0, W∈Lp(R3), p>3/2.こ の ときHｰPFの 正 規化 された基底状態 ψ9は 次をみ
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たす1(1)Z(∬)≧Clxl2n(囮 》 ・)な らば1ゆ9@)llL・(Q、 〉≦cle一 ・・lxln+1.(2)liminfl、.1一 ∞. Z(∬)>

E(OHPF)な らばIlwe(の)IIL・(Q,)≦cl e-c・囮.こ こでc, c1, c2は 適 当 な定数である.

 基 底 状態 の空 間的指 数的減衰性 は全 く畢 なる方法で[20],[26],[43]で も証 明 されている.

 3.6 基 底 状態 の多重度

 離 散固有値 の多重度 の評価 にはmin-max原 理 が知 られ てい る.し か し,場 の理論 に現れ る固有値

は一般 には離散 固有値で ないため に多重度 を評価 す るのは容易 ではない .

 定 義3.21 (M,dm)を σ有 限な測度空 間 とす る. L2(M)上 の有界作用素Tが,恒 等 的にゼ ロで

はない任 意の非負関数!,g≧0に 対・して(!, Tg)L・( -M)>0と な る とき, Tは 正 値性改良型作用素 と

い う.ま た げ,,Tg)L・(M)≧0と なるとき正値性 保存型作 用素 とい う.

 補 題3・22(Glimm-J affe[42]).L 2(M)上 の 自己共役作用素Kの 熱半  一txe  が正 値性改良型

作用素 である と仮 定する.こ の ときKの 基底状態 が存在す れば一意 的で ある.

 補 題3・22は 有 限次元 の場合 と同様 にPerron-Frobeniusの 定 理 とよばれ る. Glimm-Jaffe[42],

FrOhlich[35],[36], Gross[44]はPerron-Frobeniusの 定 理 を用 い て基底 状態 の一 意性 を示 して

い る.Bach-FrOhlich-Sigal・[20]はe-txNが 適 当 な .L2空 間上 で正 値改良型作 用素 であ るこ とを示

した.Pauli-Fierz模 型 の場合1ま容易 くない.以 下 錯NL2(R3×Q3,dxｮdv3)と 同一視 す る.

E一(Ψ,e-OtHI,F,)璃,⑳ ≧ ・,の 欄 数積分 表示 の被鮒 関数 にはe-2・ φ・(…)の 項 が現 れるの

でr,u∈(フ であ りr一一,>0と は いえない.そ こで発見法 的な対応 関係-L2(R)→ 琳, xく→ φ4,に 着

目す る.L2(R)上 の フー リエ変換 をFと す ればF-leikxF=e伽 で あ るか ら,!,9≧0に 対 して

(!,一leikxF9,)L・(R)=∫R!@)g@+κ)dx≧0が 成 り立つ.よ ってF-1e伽Fは 正値性保存型作

用素 であ る.錯 上のユニ タリー作 用素FQ=1ｮei(π/2)Nは.L2(R)上 の フーリエ変換Fに 対応

す る.実 際 にはJo FQ e一乞eφ4(..')FQ l Jtが 正 値性保存型作用素 どころか正値性改良型作用素であ るこ

とが示 される.結 局

が従 う.

 定 理3.23 e-txpが 正 値性改良型作用素 とする.(1)(Bach-Frohlich-Sigal[20])HNの 基 底状態

が存 在すれば一意的であ る.(2)(Hiroshima[57]) OHPFの基 底状態が存在 すれば一意 的である .

 注 意3.24 (1)定 理3.23は 任 意の結合 定数で成 り立つ.(2)定 理3.23で はHpの 基 底状態 の存在

は仮 定 していない.そ のためHdipPF, 0-KPFのEnhanced bindingで 現 れた基底状態 も一意的であ るこ

とがわかる.

 次 にHP Fの 基 底状聾 の多重度m(HP F)の 評価 について述べ る. HP Fに 対 してはス ピンの存在のた

めにe-tHPFが 正 値性改良型作 用素になるような.L2空 間 を構 成する ことが難 しい.そ こで次の ような

戦略 を とる.Hiroshima[65]はHpFの 任 意 の基底状態 卯9が

をみ たす こ とを示 した.{ψ9ゴ}ゴ をPH..9の 完 全正規直交系 とす れば,
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が導 かれ る.ゆ えに1e1《1の ときm(HPF)≦2.ま たV@)=V(一 ∬)の とき,Φ=fｮSZ,!∈

.L2(R3;(フ2)に 対 して(Φ,PHPF)=1加D∞ 。(Φ,e-t(HPF-E(HPF))Φ)=α(Φ,Φ),α ≠0,が 導 かれる

か ら,PH, pxP. PH.=aPH.が 従 う([71D. Tr PHp=2な の で,少 な くともm(HP F)=Tr砺..≧

2と ならね ばな らない.

 定 理3.25(Hiroshima-Spohn[71])V(x)=V(一 ¢)と す る. lel《1の ときm(HpF)=2.

 Arai-Hirokawa[13]はmassive GSB模 型 で-E(HGsB)が 離 散 固有値 の ときmin-max原 理 を応用

して基底状態の多重度 を評価 した.HirOshima[65]は 一般 のハ ミル トニア ンH9=A+dr(ω)+gHI

に対 して適当 な条件の下m(Hg)≦m(A)を 示 した. Arai-Hirokawa[15]は 結 合定数の大 きさによっ

て基底状態 の多重度が変 わる例 を発見 した.Hiroshima[60]は OHP Fが 特 異 なポテンシャルVを もて

ばm(H呂F)≧2と なる例 を見つ けた.

 3.7 共 鳴極 の存在 と特異連続 スペ ク トルの非存在

 Massless模 型 に対す る共鳴現象 の解析 はBach一 恥6hlich-Sigal[19],[20]に よ って解 決 された.そ

の結果 の概 略 をNelson模 型HN=Ho+gHI ,Nで 説 明す る.ポ テ ンシ ャル をV(x)ご 一1/囮 とす

る.共 鳴 の問題 とは.次 の(1)と(2)を 示 す ことである.(1)あ る稠密な定義域Dを 定義 し,任 意の

Ψ,Φ ∈Dに 対 し,!(z)=(Ψ,(HN-z)一1Φ)がzに ついて複素上半平面0+か ら複素下半平面c_

へ 解 析接続で きる.(2)(i一 上 に!(z)の 極 が存在す る.こ の極 が存在すればそれ を共鳴極 とよぶ.量

子力学で共鳴 を解析 す るための強力 な方法のひ とつが複素伸張法(complex dilation)で あ る.場 の理

論 における共 鳴の解析 は筆 者の知 る限 り,現 在 までの ところ,こ の複 素伸 張法 を拡 張 した方法 しかな

い.θ>0と しよう..L2(R3)の 上 のユ ニタ リー作用素ueを 吻!=e3θ/2!(eθ.)で 定 義 し,9上 の

ユ ニタ リー作用素UeをUe=1ｮr(ue)で 定 義す る. HN(θ)=Ue 1 HN Ue=Ho(θ)+gHI ,N(θ)と

お く.!(z)=(σ1「1Ψ,(HN(θ)一_)一1σ 」1Φ)で あ るか ら,!の 解析 接続性の解析 は(HN(θ)一z)一1

の θに関する解析接続性 とその解析接続 した作用素のスペ ク トル を調べる ことに帰着 で きる.

 は じめ にmassiveな 場 合 を考 えよう.μ>0と す る.こ の とき ωθ(紛= e-2θ 圃2+v2と す れば

Ho(θ)=Hp+dr(ω θ)と なるか ら, Ho(θ)→Ho(28)=Hp+dr(cv2e)と 解 析接 続で きるこ とがわ

か る.

で あ るか ら,少 な くと も0<v《1の ときEゴ がHo(Ze)の 離 散 固有 値 になる こ とがわか る.よ

って命 題3.2よ り,φ に適当 な条件 を付 ければlgl《1の ときHN(Ze)はEゴ の近傍 に離散 固有値

E}1)(9),_,E(r)(9) 、を もち,こ れらが共鳴極 になることが示 される.こ のようなアイデ アでOkamoto-

Yajima[89]はmassive Pauli-Fierz模 型 の共 鳴 を解析 した.

 Massless模 型 の場合 は様相が一・変す る.〃=0と す る.こ の ときHo(θ)=Hp+e-edr(ω)で あ る

か ら,Ho(θ)→H(Ze)=・Hp+e-iedT(ω)と 解析接 続で きることがわかる.σ(Ho(Ze))は 図5の よう

になる.特 にEゴ は埋蔵 固有値 になるので,〃>0の と きのような離散 固有値の摂動理論が適用で きな

い.し か しBach-Frohlich-Sigal[19],[20]は, FFIeshbach写 像 の理論 とくりこみ群 のアイデアを巧

み に用 いてv=0の 場 合 の共 鳴極 の存在 を示 した.
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射影作 用素Pに 対 して,作 用素SのFeshbach写 像 はP=1-Pと お いて,

で定 義 される.こ こで,巧(S)が 定 義で きるこ とを示す必要があ る.巧(S)が 定 義 されたときには,

=スペ ク トルの不変性z∈ σ(θ)⇔0∈ σ(巧(S -z))
,z∈ σP(S)⇔0∈ σP(巧(S-z))が 従 う.

さ らに,[P1,-P2]=0の と き,巧,○ 飾 、=巧 、 P、 の群構 造が現れ る.特 にPI P2=p2-P1=12の

と きは 巧1・ 飾 、=巧 、とい う半群 の性質が現 れる.こ のFeshbach写 像 のスペク トルの不変性 と半

群 の性 質 を利 用 して,共 鳴 を解析す るのが[19],[20]の ア イデアである.Eゴ とr'>0に 対 し,「P=

EH
。({Eゴ})ｮEdr(ω)([0, r))と お く.こ の とき, Eゴ を含む実軸上 の十分小 さな近傍 をh,0<Eを 十

分小 さな定数 とし,Dゴ=h+2[…Isle一`,∞ ○)と する.こ の とき, c_に 含 まれ る流れ星形の集合Rゴ

が存 在 して,任 意のz∈Dゴ ・＼Rゴ に対 し,{巧(HN(28)一z)}一1が 有界作用素であることが示 される.

Feshbach写 像 のスペ ク トルの不 変性 より

がわか る.さ らに泊 己共役作用素 で1まないHN(Ze)のm個 の固有値E}1)(4),_,E,(m)(9)が0 一

上 のEゴ(多 重度 はmと する)の 近傍素に存在 していて,そ れ らが!(の の 極 になっている ことも示 され

る.ゆ えに!(z)がzに 関 して,Dゴ 内 を動いて, c+か ら(tii_へ 解 析接続 で きることが わか る.

 定 理3・26(Bach-Frohlich-Sigal[19],[20])191《1と 仮 定す る.こ の とき(1)(Ψ,(HN-

z)一1Φ)はEゴ,ブ ≧1,の 十 分小 さな実軸上の近傍 を通 り0+か らc _へ 解 析接続可能である.(2)』 ゴ

の0一 内 の 近 傍 にHN(θ)の 固 有 値Ell)(9),…,E(m)(9)が 存 在 す る.(3)E}1)(9),...,E,(m
9)(g)は

鵜 極 で あ る ・(4>lime一 ・瑳)(9)一E♪ κ 一1,…,m.

 注意3.2? (1)定 理3.26(2)でE鯉(9)は ある写像c→0の 不動点 として帰納的に与えられ

る・(2)E}κ)(9)に 対応する固有ベクDゆglん)は(ψ}た)⑭ Ω,幹glκ)嵐≠・をみたす.こ こで,硬

は固有値Eゴ に対応す るHpの 固有 ベク トルである.(3)[19],[20]で は一般のハ ミル トニ アンに対 し

て共 鳴 を解析 している,(4)HirOshima[60]は 特 異なポテ γシャルVに 対 して, OHP Fの 埋 蔵 固右値

が共鳴極にならず,埋 蔵固有値のまま残る例を構成 した.

 Eゴ の 多重度がmの とき,一 般 に共鳴極 はEゴ の近傍素でm個 現れる.iRe(.E!た コ)(9)一E!の(9))1が 数

図5:v=0の と きの σ(Ho(Ze))

             「

図6:共 鳴極E}k)(g)を 頂点とする流れ星形の内側に σ(HN(Ze))が 含 まれる
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理物理学的観点 か ら見 たFLambの ず れであ'る.

 次 の 興味 は,埋 蔵 固有値Eゴ が共鳴極 に変わ った後 に新 たな固有値 が現 れるか どうかにある.

定 理3・28(Bach-Frohlich-Sigal-S・ffer[22])△ を 場 を含 む+分 小 さv・区間,'ま た は △ ⊂

[Eゴ,E升11をE3, Ej+1か ら十分離 れた区間 とす る. l e i《1と す る.こ の とき △ に含 まれる OHP F

の ス ペ ク トル は純粋絶対連続スペ ク トルであ る.

 定 理3.28は 正 交 換子 法(Mourre評 価[87Dを 用 いて示 された. Bach-FrOhlich-Sigal[21]は

Feshbach写 像 を用いた別証明 を与 えている.

 3.8 散 乱 理論

 3.8.1 漸 近 的生成消滅作用素 の存在

 散 乱理論 にお けるCookの 方法 はH¢egh-Krohn[74]一[76]に よって紫外切 断な しのmassive Nelson

模 型 に応 用 された.Cookの 方 法 はmassless Pauli-Fierz模 型 にも応用 される.

 HPF=Ho+eHPF,1の 漸 近場 について説明す る.簡 単 のために,φ ∈0∞ 。(R3)と 仮 定 する.

とお く.a#(!)=5-li叫 →土あ α1(!)が 存 在す る とき α生(!)を 漸 近的生成消滅作用素 とよぶ.

定 理3.29(Hiroshima[59])V@)=yZ, IeI《1,!∈'0♂(R3＼P)と す る.こ こでPは

Lebesgue測 度 ゼ ・の集合 である.こ の とき Ψ ∈D(HpF)に 対 して8一 ユim_α1(!)Ψ 一 α生(!)Ψ

が存在する.

(2)注意3.30 (1)

は正準交換関係をみたす.

 α生(!)の 存 在が わかれ ば 宜¢egh-Krohn[74]に 従 って σgap(HPF)=0が 示 される.ρ9をHpF(b

基 底 状態 とす る・{権}∪{at(!1)∴.α ≧(!n炉91ん ∈ 2LPh, n∈N}で 生成 される部分空 間の閉包 を

瑠 。y±で表す.匹:瑠,y士 →%を 匹 延(!1)…at(!∂ 卯g=α †(!1)'...α†(!π)Ωで定義 し,線 形

に拡張す ればユ ニ タリー作用素 になる.琢 。y士はHPFを 約 し,次 式 をみたす:

特 に 飾Frv a。y士㊦ -asy±の 同一視 の下   tiPF=(dr(ω)十E(HpF))㊦(HpF「easy±)と なることが

わか る.

定 理3.31(Hiroshima[59])

[E(HPF),∞ 。).特 に σgap(HPF)一 〇.

 Arai[6]は 基 底状 態 の存在 を仮定 せず にinfσ 。,S(HGsB)の 評 価 を行 った 。特 にmassless模 型

に対 して σgap(耳GsB)≒0を 証明 した. Ammari[1]は 紫 外 切断 を外 したmassive Nelson模 型 で

σess(HN)=[E(HN)+〃,∞ ○)を 証明 した. Derezinski-Gerard[33]は 非FOck空 間 上 の 血assless

Nelson模 型 の漸近的生成消滅作用素 を構成 した.

 定 理3.29は 現 実的 な模 型HPF(N)へ 拡 張 されてい る.γ は1体 ポテンシャルvの 和,1は2体 ポ

テンシャルの和 とす る.HPF(N)の ポテ ンシャルがV+1で 表 される としよう.

をionization thresholdと い う.
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 定 理3.32(]FrOhlich-Griesemer-Schlein[38】)テ ス ト関数 んゴ・は次 の不等式 をみたす と仮定

'す る
.E(耳PF(N))+Σ ㌍1 sup{圃!ん ゴ㈹ ≠0}≦ Σ+(m/2).こ の とき適当 な Ψ に対 して次が存

在する:

 Ψ+=at(hl)...4(h.n)ρgと お く.こ の ときFrohlich-Griesemer-Schlein[38]は 適 当 な有界作.

用 素Aに 対 してlimD∞ 。(Ψ+,eZtxPF(N)Ae-ZtHPF(1V)Ψ+)=@9,Aψ9)(Ψ+,Ψ+)を 示 した.こ れは

基底状態への緩和(relaxatiOn tO the ground state)と よばれ る. spOhn[92]はHdipPFに 対 して基底

状態への緩和 を証 明 した.

 3.8.2 漸 近 的完全性

 (Rayleigh散 乱)e-ZtHpF はあ る時 間一が経 過すれ ば光子 を自発放射 して固有状 態へ緩和 す る と

予想 され ている.1-:飾F⑭%→ 飾Fを

と し,Ω+:飾F'⑭%→ 巧Fを

で定義す る.こ こ◎PP P(HP F)はHP Fの 点 スペ ク トルへ の射影作 用素であ る・

 定 義3.33 RanΩ+⊃EHp.((一 ∞○,Σ))飾Fが 成 り立 つ ときRayleigh散 乱 は漸近的完全 であ る

とい う.

 言 い 換 えれば,Rayleigh散 乱 が漸近的完全 とは,任 意の ・Ψ ∈、EHp.((一 ∞o,Σ))飾Fに 対 して固有状

態 Φb∈ 轟Fl HPFΦb=Ebb,と 光 子 たけの状態 φ∈尻(・L2hP)が 存 在 して

となることである.こ れはe蹴HPFΨ がt→ ∞oで 光を自発放射 して固有状態へ緩和 したと解釈され

る.Spohn[92]はH呂 皆(N=1,Σ=oO)の, Frohlich-Griesemer-Schlein[39]はmasSive Nelson

模 型(1>≧1)のRayleigh散 乱 の漸近的完全性 を証明 した.

 (S行 列)S=W*W+:瑠 、y+→ 琢 。Y_をS行 列 とい う.琢 、y±=師Fで あればSは 飾F上 の

ユニ タリー作用素 になる.Arai[4]はHdipP ,FでV=1∬12の と き 興,y土=飾Fを 示 し九.

 (漸 近 的完全)あ る稠密 な集合D⊂ ・L2phが存 在 してHPFの 任 意の固有状態 ・Φ に対 して α±(!)Φ=

0,∫ ∈D,と な る ことは知 られている.従 って 鎮={Ψ ∈ 飾Flα ±(の Ψ=0,!∈D}と す れば,

PPP(HPF)巧 盲 ⊂鎚 が わかる1

 定 義3.34 PPP(HP F)飾F=填 の とき漸近的完全 とい う.

 Derezinski-Gerard[32]はmassive Nelson模 型 に対 する漸近的完全性 を証明 した. Ammari[1]は

[32]を 紫 外切 断のないmassi∀e Nelson模 型 へ拡張 した. massless Nelson模 型 に対す る漸近的完全性

につい ては,Gerard[41]に よ る部分 的な結果 がある「それによれ ば,あ る部分集合9ま ⊂ 琢 炉存

在 してHNは 考 で約 されPPP(HNr宏)ま 錐 ∩審 をみたす.

 3.9 質量のくりこみ理論

 赤外切断 φ=φA、 を導入する.全 運動量作用素をP=pｮ1+1⑭4r(初 で定義する. OHPFで
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V=0と お けば, OHPFは並 進不変

となるか ら σ(P)一R3上 で 瑠F一 贋P)9(p)dp, H£F一 層贋P)π £F(p)dpと 分 脚 きる.

が知 られてい る.Em,A(p)ニE(OHPF(p))と お く.

 補 題3・35(Hiroshima-Spohn[71])定 数p、>0, e*>0で 次 をみたす ものが存在す る.

(p,e)∈{(p,e)∈R3×RIIPI<p・, F<e*}に 対 してH£F(p)に は一一意 的な基底状態 ψ9(p)が 存

在 し,・ρg(p)=馳(p,e)は 強解析 的, Em,A(p)=Em,A(p, e)は 解析 関数であ る.

 定 義3.36 有 効 質量(effective mass)を 次 で定義す る:

 meffは 直 観 的 に はEm,A(p)=E,一,一L,A(o)+Inl'/(2meE)+o(lvl')、 と な る も の で あ る.質 量 の く り

こみとは

となる定 数 β<-0と0<bを 見 つける ことであ る.こ こでmphは 与 えられた定数で ,物 理 的には電

子 の観測質量であ る.質 量 の くりこみでは・Aら ∞ の ときスケーリングされた質量(6A)β は0へ ,有

効質量 は観測質量へ収束す る・me鉦/mがe2, A似 κ/mの 騨 で嫡 ことがわかるのでmeE/m一

!(e2,A/m,κ/m)と お く.』このとき,

と なる0≦ ・γ<1,0<boを 見 つけるこ とを考 える.も しあれ ば,

とおいてlimA→ ∞・m・鼠e2,A,κAβ,(bA)ρ)=bobsを 得 る.'こ こでblは パ ラメータでbob1=mphと

な るように最後 に調整 する.!を _ 00n=Oan(A/m,κ/m)e2nと 展 開する. eO次, e2次 の項 の係数

は簡単 な計算 か らわか り,次 の ように与 え られる:

発 見法 的 にはan(A/m,κ/m)窪[lo9(A/m)1(A→ ○○)と 予想 され てい る.こ れは169発 散 とよば

れ るこ とが ある.し か し,log発 散 の予想 に反 して次 の定理 が示 された.

 定 理3・37(Hiroshima-spohn[?2])limA』 ∞。 a2(A/m,κ/m)/V砺=c≠o.

 注意3・38 (1) OHP Fに 対 しては定理3・37か ら ・γ≧1/2(e≠0)が 予 想 され る.(2)!がe2で 解 析

的 な関数 になるの はlel<ヨe。(A)の と きであ る. A↑ ∞○の ときe*(A)↓0で あるか ら定理3.37は'γ

の評価 について示唆的で はあ るが,そ れ以上 の ことは何 もy・えない.

 (1)Chen[30]は κ=0の 場 合 に, OHP F(p)の 基 底状態がp≠0の ときには非存在, p=0の と き

には存在 する・ことを証明 した・ さらにEm,A(.)がp=・oで2回 微分可能 であることを示 した.

 (2)ス ピ ンのあ る場合 の有効 質量 も解析 され ている.Hainz1-Seiringer[49]はHpFの 有 効 質量の

                      88
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e2の 項 の係数 を, Hiroshima-K. R. Ito[69]はe4の 項 の係数 を求 めてい る.

 (3)HdipPFの 有 効 質量 はme任=m+bm=m+(e2/4π)(4/3π)(A』 κ)と なることが知 られている

か ら(例 えばHirOshima-Spohn[70])ツ=1で あ る.そ の結果,こ の節で述べた意味での質量 の くり

こみ,つ ま りmを スケー リング してA→ ∞○でm→0と す る ような くりこみは不可能 とい うことに

、なる.HdipPFの 場 合 には, OHPFに対 す る乗法 的な質量 くりこみではな くmをm-bmで 置 き換 える

ような加法的 な質量 くりこみが必要 である.HdipPF 、の加法 的な質量 くりこみの必要 性はArai[2]一[5]で

も指摘 されてい る一 般の場合の質量 くりこみ としては,乗 法的 な質量 くりこみ と加法 的な質量 くり

こみを考慮 した ものが必要 となるであろう.

 (4)HNの 有 効質量meff、 はA→ ∞ で収束す ると予想 されている.つ ま り ツ=0(く り こみの必要

はな し)で あ る.し か し筆者の知 る限 り,そ れは厳密 には証 明されてい ない ようであ る.

 (5)FLieb[79]は`標 準 的 な有効質量 の定義 は定義3・36で は あるが'と 述べつつ もmeffの 異 なる定義

が可能で ある と述べ てい る.つ まりV・=_e2/囮 と してE(HV=OPF)一E(HpF)=・4e men/2+0(e5)

で 定 義す る.両 方 の定義が一致す るか どうか について は,現 在の ところ知 られていない.

 3.10 物 質 の安定性

 (1)HPF(N)でVが 多 体Coulombポ テ ンシャル

であ るものを考 える.こ こでKは 核子 の数,ヨz>Zゴ>0,Rゴ ∈R3は 固定 されている. E(N,K)=

E(HpF(N))と お くざE(N, K)〉 一∞○ とな るとき第1種 安定(stability of the丘rst kind)と い い,

あ る定数0が 存在 して,E(N, K)〉 一〇(N+K)と な る とき第2種 安定(stability of the second

kind)と い う. Bugliaro-Frohlich-Graf[27]はZが 小 さい ときHPF(N)が 第2種 安定 であることを

示 した.FLieb-LLoss[81]で はDirac-Maxwell型 の 模型が第2種 安定であ ることが示 されている.

 (2)V=0と お い たN粒 子系 のハ ミル トニアンのスペ ク トルの下 限を自己工ネルギー とい う.ス ピ

ンの ない OHPF(N)=Σ 狸1(1/2m)(pゴ ーeA疹)2+dr(ω)の 自己エネルギーEｰ(N)の 評価 について

考 える.φ=φAと す る.双 極子近似 した場合 には厳密 にEｰ(N)… ≧'V万A3/2(1V一 → ○○)が 求め られ

る(例 えば[63]).LLieb-FLoss[80]は,電 子 をボゾン と見 なし OHPF(N)をL2(R3N)⑭%(L2hP)上 の

作用素とすれば

(s)

とな り,電 子 をフェル ミオン と見な し[〈NL2(R3)]⑭ 尻(.1'2hP),上の作用 素 とすれば

(7)

となるこ とを示 した.彼 等 によれば,電 子 をボゾ ンと見 なせ ば,(6)よ り

とな り電子1個 あた りのエネルギーが消 えて しまうが,電 子 をフェル ミオ ンと見 なせ ば,(7)よ り

となり物質は安定するという.つ まり物質が安定して宇宙が存在するために電子はフェルミオンでな
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、ければな らない!

                 注  釈

1)量 子 場 と 相 互 作 用 す る 量 子 系 の ハ ミル トニ ア ン を ヒ

  ル ベ ル ト空'問 上 の 自 己 共 役 作 用 素 と して 定 義 す る た め

  に は,運 動 量 の 大 き い ボ 「 ズ 量 子(光 子,中 間 子)と

  の 相 互 作 用.を 一 旦 カ ッ ト し て 定 義 す る 必 要 が あ る.こ

  れ を 紫 外 切 断 と よ ぶ.詳 し く は2.4節 を 参 照 の こ ど.
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