
55

有限群に関連した圏論的構成

小 田 文 仁
中 岡 宏 行

1 はじめに
有限群に関連した圏論的構成，というと読者は何を思い浮かべるだろうか．本稿で紹介したいそれ

は，標準的 (？) な圏論の用法と広く目されるであろう ‘加法圏でのホモロジー代数的議論’ とは関わ
り合いながらも趣を異にするものであり，あるいはどこか捉えどころのないものだという見方をされ
ている類のものかもしれない．
表現であれコホモロジーであれ，群Gから得られる何らかの代数系を想定して頂きたい．本稿で扱
う圏論が目的とするのは，群を取り換えたときのそれらの振舞いの記述，あるいは満たすべき関係性
の一般的な取り扱いである．特にMackey関手・Green関手・バイセット関手を中心に，Dress構成
と誘導定理，Alperin予想，Dade群に関わる有限群論の諸問題に関連する事柄を紹介する．
モジュラー表現論で局所部分群上の表現を考察するように，あるいは，コホモロジー論でトレース

やノルムを用いるように，有限群に付随する代数系とその部分群との関わりを調べることは自然の発
想であると思われる．ならばいっそ有限群Gの各部分群に表現環やコホモロジーといった代数構造を
対応させ，部分群の包含や共役の作用もすべて含み入れ，その全体を一つの対象とみなしてはどうか．
詳しく見ると，部分群の包含 K ≤ H には誘導 (推移) と制限という互いに逆方向の操作が付随し

ている．有限群Gだけではなく，部分群すべての表現やコホモロジーのなす加群の族を考え，制限・
誘導・共役という構造を合わせて一つの代数系とみなしたものはMackey関手とよばれる．この ‘有
限群とその部分群の表現を同時に扱う理論’ というのはMackey関手の重要な個性であり，Boucの著
書 [Bo97] においても “It is an attempt to give a single framework for the different theories of

representations of a finite group and its subgroups.” と評されるところである．
部分群とその間の包含・共役を考えることは，本質的には推移的な有限G-集合とその間のG-写像
を考えることに同値であり，さらに直和も許せば有限G-集合の圏上の関手と自然にみなされる．これ
はMackey ‘関手’ とよばれる所以でもあり，共変性 (誘導) と反変性 (制限) を有する両変的な関手と
いう解釈を与える．
このように，有限群の研究に用いられる種々の代数的手法に見られる関係・条件を記述する役割を
担うMackey関手だが，一度定義されてしまえば，今度はそれ自体が有限群の情報を反映する重要な
代数的対象となる．第 6節で述べるように，Alperinの重み予想がある条件を満たすMackey関手の
存在に同値となるなど，有限群論における中心的な予想にも関わりをもつことが知られている．
また，Mackey関手の圏 Mack(G) は対称モノイダルアーベル圏となるため，ホモロジカルな議論

を押し進めることもできる．あるいはこの事実は，Mackey関手をアーベル群の ‘G-両変版’ とみなせ
る，という視点も与えている．中でも第 3節で扱う Burnside環はMackey関手との相性が非常によ
く，ちょうどアーベル群の Zに相当する重要な役割を担う．
表現環やコホモロジー環，そして Burnside環をMackey関手と捉える場合，このように環構造を
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有しているものは自然と Mack(G) のモノイド対象となる．Mack(G) のモノイド対象はGreen関手
とよばれ，誘導定理の記述に重要な役割を果たす．これについては，第 5節で詳しく述べたい．
これらGreen関手の中には，乗法的誘導 (推移) とよばれる構造を有しているものが存在する．実際

にはMackey関手の構造に加え，この乗法的推移を付け加えた新たな代数系を考えると，自然にGreen

関手となることが従う．丹原 [Tam93] により TNR関手という名称で定義され，今日では丹原関手と
よばれている．丹原関手はWitt–Burnside環とよばれるWitt環と Burnside環の同時一般化の構造
を最も綺麗に記述できる代数系であり，有限群論への応用が待たれるところである．丹原関手につい
ては第 4節で述べる．
ここまでに述べたMackey関手・Green関手・丹原関手はいずれも有限群 Gの部分群上で代数構

造の関わりを述べる道具であった．しかしながら，例えば群の準同型 f : G→ G′ に関する振舞いな
ど，部分群だけでは捉えられない [すべての群] と [準同型] による比較を記述する代数系を考察した
い，というのもまた自然な考えである．実際にはより一般の比較を考え，バイセットを用いた議論に
発展できる．
バイセットを用いることにより，従来の制限・誘導に加え，群の同型，膨張 (inflation)，収縮 (deflation)

を統一的に扱うことが可能となる．群の準同型なども，準同型定理を用いれば (G → G/Kerf
∼=→

Imf ↪→ G′) のように，これらの合成で書くことができるため，バイセットによる変形の一例に過ぎ
ない．本稿の後半では Boucにより定義されたバイセット関手 [Bo10] について触れ，それらがDade

群の研究などでどのような役割を果たすかについても述べたい．
査読者と編集者から多くの有益な助言を頂きました．心より感謝申し上げます．

2 Mackey関手
2.1 Greenによる定義
有限群 Gに対し，G-加群M のコホモロジー Hn(G,M) や表現環 R(G) などは Gの構造を調べ

るうえで今日でも研究されているところである．群を取り換えたときに生じる変化を追うことには当
然意義があると思われるが，中でも，Gの部分群すべてを考え

{Hn(H,M)}H≤G や {R(H)}H≤G

のような体系と捉えることは自然の発想であろう．このような例で得られる加群の族 {M(H)}H≤G

には，次のような特徴的な構造が付随する．
(1) 部分群の列 K ≤ H ≤ G に対し，制限 resHK : M(H)→M(K)．
(2) 部分群の列 K ≤ H ≤ G に対し，推移 indHK : M(K)→M(H)．
(3) 部分群 H ≤ G と元 g ∈ G に対し，共役 cg,H : M(H)→M(gH)．

ここで，gH はH の共役群 gHg−1を表す．(同様に，Hg = g−1Hg とおく．) これらはすべて加群の
準同型である．このように，部分群で添え字付けられた加群の族 {M(H)}H≤G と，それらをつなぐ
構造射 (制限，推移，共役) からなる一つのシステムを考える．
定義 2.1 Gを有限群とする．加群と準同型の族 M = {M(H), resHK , indHK , cg,H} が以下を満た

すとき，これをMackey関手とよぶ．
(0) [自明性] 任意の H ≤ G, h ∈ H に対して，resHH = indHH = ch,H = idM(H)．
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有限群に関連した圏論的構成 57

(1) [推移性] cg′,gH ◦ cg,H = cg′g,H (∀H ≤ G, ∀g, g′ ∈ G),

resKL ◦ resHK = resHL , indHK ◦ indKL = indHL (∀L ≤ K ≤ H ≤ G).

(2) [G-同変性] cg,K ◦ resHK = res
gH
gK ◦ cg,H , cg,H ◦ indHK = ind

gH
gK ◦ cg,K．

(3) [Mackey条件] 任意の K,L ≤ H に対して

resHL ◦ indHK =
∑

LhK∈L\H/K

indLhK∩L ◦ ch,K∩Lh ◦ resKK∩Lh . (2.1)

ここで (2.1) の和における hは両側分解 L\H/K の代表系を走るものとする．以降，紛れのないと
きは cg,H を単に cg と書く．
より一般にRを可換環とするとき，同様の条件を満たすR加群とR準同型の族を，R-Mackey関

手という．通常のMackey関手は Z-Mackey関手である．また，単位元付きの可換半群 (=可換モノ
イド) と単位元を保つ半群の準同型の族 {M(H), resHK , indHK , cg,H} が同様の条件を満たすとき，こ
れを半Mackey関手という．
一見複雑な形をした (2.1) だが，ファイバー積のMackey分解公式 (注 1) を念頭におくと，自然な

条件として受け入れることができる．詳細は，注 3で述べる．
注 1 K,L ≤ H ≤ G とし，自然な剰余写像を pHL : G/L→ G/H, pHK : G/K → G/H とする．

このとき pHL と pHK のファイバー積は次のようになる．∐
LhK∈L\H/K

G/(K ∩ Lh) G/K

G/L G/H

�

��

��
pH
K

��

pH
L

��

Thevenaz–Webb [TW95] において，Mackey関手は次のようにクイバーの表現と関係付けられた．
定義-命題 2.2 Gの部分群を頂点とし，包含に対応する互いに逆向きの一対の矢印

rHK : H → K, tHK : K → H

と，共役に対応する矢印 cg,H : H → gH からなるクイバー Qを考える．(ただし，h ∈ H ≤ G に対
しては rHH , tHH , ch,H はいずれも頂点H に対応する長さ 0の pathであるとする．) 係数環を Rとす
る道代数 RQを，定義 2.1に現れる関係式に対応する
• cg′,gH · cg,H − cg′g,H ,

• rKL · rHK − rHL , tHK · tKL − tHL ,

• cg,K · rHK − r
gH
gK · cg,H , cg,H · tHK − t

gH
gK · cg,K ,

• rHL · tHK −
∑

LhK∈L\H/K tLhK∩L · ch,K∩Lh · rKK∩Lh

の生成する両側イデアル I で割って得られるR-代数RQ/I をMackey代数とよび，μR(G) で表す．
G上の R-Mackey関手を与えることは，環 μR(G) 上の加群を与えることに同値となる．
2.2 Dressによる定義
Dress [Dr73] に従えば，より圏論的な定式化によりMackey関手を両変的な関手と捉え直すことが
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できる．まずは次のことに注意しよう．
注 2 有限G-集合とG-写像のなす圏 Gsetにおいて，対象および射は次のように分解できる．
(i) 任意のG-集合X は，軌道分解により同型を除き一意に

X ∼= G/H1  · · ·  G/Hk (2.2)

と，部分群H1, . . . ,Hk を用いて既約 (=推移的) なG-集合の直和で表せる．
(ii) 既約なG-集合の間のG-写像 f : G/K → G/H は，Kg ≤ H を満たす g ∈ G を用いて

f =
(
G/K

�g,K−→ G/Kg
pH

K
g

−→ G/H
)

(2.3)

と表せる．ここで �g = �g,K は共役から定まる

�g : G/K → G/Kg ; xK �→ xgKg

という写像を表す．特に，f が同型となるのは Kg = H，すなわちK とH が共役となる場合である．
これらの性質を用いると，(半) Mackey関手 M = {M(H), resHK , indHK , cg,H} を圏 Gset上の関手

の対 (M∗,M∗) に以下の要領で延長することができる．
1. G-集合X に対しては，軌道分解 (2.2) をとり，可換モノイドの直積として

M(X) = M(H1)× · · · ×M(Hk)

と定める．M がMackey関手のときにはアーベル群の直和に他ならない．
2. G-写像 f : X → Y に対して，制限・共役を延長して自然に M∗(f) : M(Y )→M(X) なる準

同型が得られる．実際，直積分解により既約な場合に帰着し f が (2.3) のように表される場合のみ考
えれば充分であるが，この場合は合成

M∗(f) =

(
M(G/H)

resHKg

−→ M(G/Kg)
c−1
g−→M(G/K)

)
で与えられる．
ここまでで，可換モノイドの圏Monへの反変関手 M∗ : Gset→ Mon が得られた．構成から明ら

かに M(∅) は自明なモノイドであり，また任意の対象 X1,X2 ∈ Ob(Gset) に対して，包含 X1, X2 ⊆
X1  X2 は自然な同型 M(X1  X2) ∼= M(X1)×M(X2) を誘導する．この性質を指して，M∗ は
加法的であるという．
3. G-写像 f : X → Y に対して，2.と同様に，推移・共役を延長して M∗(f) : M(X)→M(Y ) な

る準同型が得られる．これは共変関手 M∗ : Gset→ Mon をなす．
以上で，関手の対 (M∗,M∗) が得られた．M がMackey関手のときは，アーベル群の圏 Abへの

関手となる．
逆に，加法的反変関手と共変関手の対 (M∗,M∗) が適切な条件を満たすとき，可換モノイドと準同
型の族 {M(G/H),M∗(pHK),M∗(p

H
K),M∗(�g,gH)} は半Mackey関手をなすことが示される．これ

に基づき，関手の対として半Mackey関手を次のように定義する．命題 1に述べるように，実際には
集合の圏 Setへの関手を考えれば充分である．
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定義 2.3 加法的反変関手 M∗ : Gset→ Set と共変関手 M∗ : Gset→ Set の対 M = (M∗,M
∗)

が以下を満たすとき，これを半Mackey関手という．
(1) M∗(X) = M∗(X) が任意の X ∈ Ob(Gset) に対して成立．これを M(X) で表す．
(2) [Mackey条件] Gsetにおける任意のファイバー積

X ′ Y ′

X Y

�

f ′
��

x

��
y

��

f
��

に対し，M∗(f) ◦M∗(y) = M∗(x) ◦M∗(f ′) が成立．すなわち，

M(X ′) M(Y ′)

M(X) M(Y )

M∗(f ′)��

M∗(x)

��
M∗(y)

��

M∗(f)
��

�

は可換となる．
このように半Mackey関手を，反変性と共変性を合わせもつ ‘両変的’ な対 (M∗,M∗) として定義で
きる．M∗をM の反変部分，M∗を共変部分とよぶ．また定義 2.1と同様に，M∗(f) を制限，M∗(f)

を推移とよび，これらを合わせて構造射とよぶ．M が明らかな場合は，M∗(f) および M∗(f) はそ
れぞれ f∗, f∗ と略記する．
命題 1 任意の X ∈ Ob(Gset) に対して，二つの idX を貼り合わせた自然なG-写像 ∇ : X  X →

X をとると，加法性から

M(X)×M(X)
∼=−→M(X  X)

∇∗−→M(X)

という二項演算が得られる．これにより M(X) は可換モノイドとなり1)，M∗,M∗ はいずれもMon

への関手となる．
注 3 定義 2.1と定義 2.3は，上記の軌道分解を用いた対応により同等のものとなることが示され
る．定義 2.3のMackey条件においてファイバー積を注 1の形のものにとれば，ちょうど定義 2.1の
Mackey条件に対応することが分かる．
定義 2.4 半Mackey関手 M = (M∗,M∗) がMackey関手であるとは，任意の X ∈ Ob(Gset)

に対して M(X) がアーベル群となるときをいう．これは，M∗ およびM∗ がアーベル群の圏 Abへ
の関手となるということに他ならない．
注 4 このように関手の対として定義すれば，有限G-集合の圏以外でも，直和とファイバー積の存在
する圏ではMackey関手を考察することができる．例えば [PS07] では，コンパクト閉圏でのMackey

関手について論じている．
Mackey関手の射は，‘両変的’ な自然変換として定義すればよい．
定義 2.5 (半) Mackey関手M からN への射とは，写像の族 ϕ = {ϕX : M(X)→ N(X)} であっ

て，反変部分と共変部分の両方に関して自然変換をなすものをいう．ϕX は自然に積を保ち，モノイ
ドの準同型となる．G上の半Mackey関手の圏を SMack(G) で表し，Mackey関手のなす充満部分
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圏を Mack(G) で表す．
例えば，次のようなMackey関手は両変的な関手の対として記述する方が明快である．
例 1 S を可換 G-モノイド，すなわち，群 Gがモノイド準同型として作用する可換モノイドとす

る．
- 対象 X ∈ Ob(Gset) に対して，

PS(X) = {X から S への G-写像},

- 射 f : X → Y に対して，f∗ は f の合成

PS(Y )→ PS(X) ; β �→ β ◦ f,

- 射 f : X → Y に対して，f∗ は

PS(X)→ PS(Y ) ; α �→ (y �→
∑

x∈f−1(y)

α(x))

と定めると，PS は半Mackey関手をなす．これを S に付随する固定点関手という．S がG-加群のと
きは，PS はMackey関手となる．
例 1の固定点関手は，次のような関手を与える．G-Monは可換G-モノイドの圏を表すとし，G-Mod

はG-加群の圏を表すとする．
命題 2 固定点関手をとる対応により，忠実充満関手

P : G-Mon→ SMack(G)

と，その制限として

P : G-Mod→ Mack(G)

が得られる．この意味で，Mackey関手の概念はG加群を含むものであるといえる．
Mack(G) は以下に記す性質をもち，これによりMackey関手はアーベル群のG-両変的な類似物と

みなされる．同様に，半Mackey関手は可換モノイドのG-両変版といえる．ここで B は，次節で述
べるBurnside関手とよばれるMackey関手であり，ちょうどアーベル群の Zに相当する役割を果た
す．
命題 3 圏 Mack(G) は，以下の性質を満たす．
(1) アーベル圏である．
(2) B をユニットとするテンソル積 ⊗̂を有し，(Mack(G), ⊗̂, B) は対称モノイダル圏をなす．
(3) Gが自明なときには，Abに圏同値となる．
2.3 Lindnerによる定式化
両変的な関手の対としてのMackey関手は，さらに Lindnerによりスパン圏上の単一の関手に置き

換えられている ([Li76])．
定義 2.6 Gsetから生じるスパン圏 S = S(Gset) とは，以下で定まる圏をいう．
• 対象は有限G-集合．すなわち，Ob(S) = Ob(Gset)．
• 対象X,Y の間の射は，Gsetにおける射の対
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(X
f←− V

g−→ Y )

の同値類とする．ここで V は Gsetの任意の対象．ただし，(X f←− V
g−→ Y ) と (X

f ′

←− V ′ g′

−→ Y )

が同値であるとは，ある同型射 v ∈ Gset(V, V ′) が存在して

X

V

V ′

Y

f

�������

f ′

�������

g

�������

g′

�������

v∼=

��

� �

を可換にするときをいう．(X
f←− V

g−→ Y ) の属する同値類を [f, V, g] で表す．Gsetにおける射と
区別するため，スパン圏における射は [f, V, g] : X ⇀ Y という矢印で表すことにする．
スパン圏において，二つの連続する射の合成はファイバー積を用いて定義される．
• 射 [f, V, g] : X ⇀ Y と [h,W, k] : Y ⇀ Z の合成を，

[h,W, k] ◦ [f, V, g] = [

X Y Z
V W

V ×Y W

�f
		����

g 

�������
h�������� k

������h′�����
g′ ��					

] = [f ◦ h′, V ×
Y
W,k ◦ g′]

と定義する．ここで，真中の四角形はファイバー積を表す．
こうして定まる圏 S において，二つの対象X1, X2の直積は，Gsetにおける直和 X1  X2 で与えら
れる．
一般に，任意の有限直積をもつ圏 C に対して，直積を保つ関手 C → Set の全体がなす圏を [C ,Set]

で表すとしよう．C = S に対して，次が成り立つ．
命題 4 ([Li76]) 圏同値 [S,Set] �−→ SMack(G) が存在する．
この圏同値で，関手 F : S → Set と半Mackey関手 (M∗,M∗) の対応は以下のように対応する．
• G-集合X に対して，F (X) = M(X)．
• G-写像 f : X → Y に対して，M∗(f) = F ([f,X, idX ]), M∗(f) = F ([idX ,X, f ])．
• 逆に S の射 [f, V, g] : X ⇀ Y に対して，F ([f, V, g]) = M∗(g) ◦M∗(f)．

(M∗,M∗) に対するMackey条件は，関手 F が射の合成を保つことに対応する．
S における射 [f, V, g], [f ′, V ′, g′] : X ⇀ Y に対し，和 [f, V, g] + [f ′, V ′, g′] が

[f ∪ f ′, V  V ′, g ∪ g′]

で定まり，任意の X,Y に対して射集合 S(X,Y ) は可換モノイドとなる2)．Grothendieck 群
K0(S(X,Y )) を T (X,Y ) で表すとすると，T (X,Y ) を射集合とする新たな圏 T が
• Ob(T ) = Ob(S),
• 任意のX,Y に対し，X から Y への射集合は T (X,Y )

と得られる．このとき，次が成り立つ．
命題 5 ([Li76]) 圏同値 [T ,Set] �−→ Mack(G) が存在する．

すなわち，G上のMackey関手を考えることは，直積を保つ関手 T → Set を考えることに等しい．
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3 Burnside環
3.1 有限G-集合の圏とBurnside環
Mackey関手の中で最も特別な役割を果たすのが，Burnside環のなすMackey関手である．Burnside

環は，Burnsideの論文 [Bu55] におけるアイデアをもとに，Solomonにより環として定式化された
([So67])．
定義 3.1 有限群Gに対し，有限G-集合の圏を Gsetで表す．圏 Gsetにおける直和・直積は同型類

の全体 c�(Gset) = Gset/∼= に可換半環の構造を与える．これを半Burnside環とよぶ．さらに負の
元を付け加えて得られる可換環 (= Grothendieck環 K0(c�(Gset)) ) をBurnside環とよび，B(G)

または Ω(G) で表す．
加法的には注 2から，推移的 G-集合の同型類を基底とする自由 Z-加群をなすことが分かる．従っ

て，Gの部分群の共役類の全体を

O(G) = {H | H ≤ G}/ ∼
共役

で表すならば，加法群の同型 B(G)
∼=−→
⊕

H∈O(G) Z G/H が得られる．O(G) は，共役を許した包
含関係により順序集合となることに注意．
この基底に関する乗法の振舞いは，注 1で H = G にとれば，

G/K ·G/L =
∑

LgK∈L\G/K

G/(K ∩ Lg) (∀K,L ∈ O(G)) (3.1)

で記述されることが分かる．特に，1 = G/G は B(G) の単位元となる．
3.2 Burnside関手
群Gの取り換えに対し，Burnside環の間には次のような写像が得られる．
定義 3.2 H ≤ G を部分群とする．
(1) G-集合X に対して，作用の制限により得られるH-集合X を X↓GH= ResGHX で表す．これ

により，直和と直積を保つ関手

ResGH : Gset→ Hset

が得られ，環準同型 resGH : B(G)→ B(H) が導かれる．
(2) H-集合 Y に対し，G-集合 Y ↑GH= IndGHY を直積集合 G× Y の同値関係

(gh, y) ∼ (g, hy) (g ∈ G, h ∈ H, y ∈ Y )

による商として IndGH = (G× Y )/∼ と定める．これにより，直和を保つ関手

IndGH : Hset→ Gset

が得られ，加法的誘導とよばれる写像 indGH : B(H)→ B(G) が導かれる．
(3) H-集合 Y に対し，MapH(G,Y ) を対応させることにより，直積を保つ関手

JndGH : Hset→ Gset
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が得られ，乗法的誘導とよばれる写像 jndGH : B(H)→ B(G) が導かれる．ここで MapH(G, Y ) は

α(hx) = hα(x) (∀x ∈ G,h ∈ H)

を満たす写像 α : G→ Y のなす集合であり，g ∈ G の α ∈ MapH(G, Y ) への作用は

α �→ gα, gα(x) = α(xg−1) (∀x ∈ G)

により定義される．
(4) f : G

∼=−→ G′ を有限群の同型とする．このとき，f−1による作用の引き戻しから生じる圏同値

Iso(f) : Gset
�−→ G′set

は，環の同型 B(G)
∼=→ B(G′) を導く．特に g ∈ G,H ≤ G のとき，共役による部分群の同型 H

∼=→
gH から，環同型 cg,H : B(H)

∼=→ B(gH) が導かれる．
これらの写像を構造射として，次のようにMackey関手が得られる．
命題-定義 3.3 Gを有限群とし，可換環の族 {B(H)}H≤G を考える．
(1) 環 B(H) の乗法構造を忘れて加法群とみなすとき，B = {B(H), resHK , indHK , cg,H} はMackey

関手をなす．これをBurnside関手とよぶ．加法構造を扱っていることを明示するときは，Bα と表
すことにする．
(2) 環 B(H) の加法構造を忘れて乗法的なモノイドとみなすとき，Bμ = {B(H), resHK , jndHK , cg,H}

は半Mackey関手をなす．
Burnside関手を両変的な関手として与える場合は，次を用いるとよい．
定義 3.4 G-集合 X ∈ Ob(Gset) に対し，Gset/X でX 上のG-集合の圏を表す．すなわち，有限

G-集合 AとX へのG-写像の組 (A, p) = (A
p→ X) を対象とする圏である．

直和とX 上のファイバー積から，同型類全体 c�(Gset/X) に和と積が誘導され，可換半環をなす．
さらにGrothendieck環をとり，B(X) = K0(c�(Gset/X)) と定める．(A

p→ X) の B(X) における
像を [A

p→ X] で表す．
命題 6 Burnside関手 Bα = (B∗, B∗) が，次のように得られる．
• G-集合X には可換環 B(X) (を加法群とみなしたもの) を対応させる，
• G-写像 f ∈ Gset(X,Y ) に対して，制限 B∗(f) および推移 B∗(f) を以下で定める．
- [B

q→ Y ] ∈ c�(Gset/Y ) に対して，B∗(f)([B
q→ Y ]) = [X ×Y B

pX−→ X]．
- [A

p→ X] ∈ c�(Gset/X) に対して，B∗(f)([A
p→ X]) = [A

f◦p−→ Y ]．
ただし，

X ×Y B B

X Y

�

pB ��

pX

��
q

��

f
��

はファイバー積．
加法構造を扱っていることを明示するために，以降B∗ はB+と書く．また，B+(f) を加法的推移

とよぶ．B∗(f) および B+(f) は，それぞれ f による合成と引き戻しが定める
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f ◦ − : Gset/X → Gset/Y , f∗ = −×Y X : Gset/Y → Gset/X

という関手から誘導される写像となっている．
次を用いると，半Mackey関手 Bμ も同様に構成が可能である．
補題 1 G-写像 f : X → Y および p : A→ X に対し，

Πf (A) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ (y, σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
y ∈ Y,

σ : f−1(y)→ A は写像,

p ◦ σ は f−1(y) 上で恒等的

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , π(y, σ) = y

と定めると，(Πf (A)
π→ Y ) ∈ Ob(Gset/Y ) となる．これは関手 Πf : Gset/X → Gset/Y を定め，f

による引き戻しの右随伴をなす．従って，随伴三対

f ◦ − ⊥ f∗ ⊥ Πf

が得られる．
関手 Πf は積を保つため，乗法を保つ準同型 c�(Gset/X)→ c�(Gset/Y ) が誘導される．この準同

型は Burnside環の間の準同型に，次のように延長される．
命題 7 任意のG-写像 f : X → Y に対し，

c�(Gset/X) c�(Gset/Y )

B(X) B(Y )

��
� �

��

� �

��

B•(f)
��

�

を可換にするような乗法的な射 B•(f) が一意に存在する．ただし，縦の射は自然な埋め込みを表す．
B•(f) を乗法的推移とよぶ．こうして得られる関手 B• : Gset→ Set は，命題-定義 3.3の半Mackey

関手 Bμ = (B∗, B•) を与える．
注 5 加法を保たない一般の準同型 c�(Gset/X)→ c�(Gset/Y ) を Grothendieck群に延長するこ

とはできないが，多項式写像であれば一意な延長が存在する ([DS88])．命題 7の B•(f) も，多項式
写像としての延長である．
また，スパン圏を用いると Burnside関手は次のように表される．
命題 8 命題 5の圏同値のもと，Bα は

T (G/G,−) : T → Set

という表現可能関手に対応する．
3.3 mark morphism

Burnside環 B(G)
∼=−→
⊕

H∈O(G) Z G/H は (3.1)を積とする環であった．また
∑

H �=G ZG/H ⊆
B(G) は両側イデアルとなり，このイデアルによる剰余で環準同型 qG : B(G)→ Z が得られる．従っ
て各 H ∈ O(G) に対し，制限との合成 φH = qH ◦ resGH : B(G)→ Z は環準同型となる．これらを
並べることで，次が得られる．
定義 3.5 環準同型
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φ = (φH) : B(G)→
∏

H∈O(G)

Z

をmark morphismという．終域の環 C(G) =
∏

H∈O(G) Z はゴースト環とよばれる．B(G), C(G)

ともに順序集合 O(G) を基底とする自由 Z-加群とみなせるため，この基底に関し行列表示すると，

φ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

|G| 0 0 0 0

∗ |NG(H) : H| 0 0 0

∗ ∗ |NG(K) : K| 0 0
...

...
...

. . . 0

1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
という形をした下三角行列で表される．対角成分には，正規化部分群における指数 |NG(H) : H| が
並ぶ．特に，φは単射となる．
B(G) をmark morphismによりゴースト環の部分環とみなせば，単元群は

B(G)× ⊆ C(G)× =
∏

H∈O(G)

{±1}

を満たし，基本可換 2-群になると分かる．べき等元 e ∈ B(G) は単元 u = 1− 2e ∈ B(G) を生じる
が，Gが奇数位数のときは逆に単元 uに対し (1− u)/2 ∈ B(G) はべき等元を与え3)，単元とべき等
元が 1対 1に対応する．
べき等元は素スペクトラム SpecB(G) の連結成分に 1対 1に対応するが，B(G) の素イデアルの

様子は Dress [Dr69] により次のように決定されている．
定理 1 素数 pと H ∈ O(G) に対し，イデアル pH(p) ⊆ B(G) を

pH(p) = Ker

(
B(G)

φH−→ Z→ Z/pZ

)
により定めると，SpecB(G) = {pH(p) | H ∈ O(G), pは素数} となる．
同論文において，Dressは SpecB(G) の連結性とGの可解性が同値となることを示している．こ
れにより，Gが奇数位数のときは

Gが可解群 ⇔ B(G)× = {±1}

となる．従って，もし Gが奇数位数のときに B(G)× = {±1} となることが直接示されるならば，
Feit–Thompsonの奇数位数定理 [FT63] の別証が得られることになる．
3.4 べき等元公式
Gの部分群H に対し，Q上の Burnside環 Q⊗B(G) の元 eGH を

eGH =
1

|NG(H)|
∑

D≤H

|D|μ(D,H)[G/D],

ただし，μはGのすべての部分群の包含関係に関するポセットのメビウス関数，で定める．Gluck，吉
田により独立に証明された Q⊗B(G) の原始的べき等元公式は以下の通りである ([Gl81]，[Yo83])．
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定理 2 {eGH | H ∈ O(G)} は Q⊗B(G) のすべての原始的べき等元の集合である．
|G| の素因数 pに対し，Gの非自明な p-部分群全体の包含関係に関するポセットを Sp(G) で表す．

定理 2を用いて次のホモロジカル Sylow定理が証明される ([Gl81]，[Yo83]，[Yo93])．
系 1 Sp(G) の Euler標数について

χ(Sp(G)) ≡ 1 mod |G|p

が成り立つ．ここで，|G|p はGの Sylow p-部分群の位数．
3.5 一般Burnside環
Gの特定の部分群の集合から得られる圏を用いて Burnside環に類似した環を構成することができ

る．そのような環の研究の概要を述べよう．X をGの部分群の集合でG-共役の作用で閉じているも
のとする．有限 G-集合 X は，任意の点の安定化群がすべて X に含まれるとき (G,X )-集合とよば
れる．ある条件を満たす X について，有限 (G,X )-集合が与えるG-集合の圏の充満部分圏の直和に
関する Grothendieck 群 Ω(G,X ) やその係数環を Z(p) に拡大したものには，ある種の積構造を一
意的に定義できる．この環は，吉田により導入され，Gの X に関する一般Burnside環とよばれた
([Yo90b]，[Yo93])．X が Gのすべての部分群であるとき Ω(G,X ) は通常の Burnside環に一致す
る．Gとして対称群 Sn，X として Sn の Young部分群全体をとると Ω(G,X ) は Sn の指標環に同
型である．この同型を応用した結果が [OY01b] にある．丹原は一般線形群の line stabilizer全体か
ら構成される一般Burnside環を用いた研究を行った ([Tam06])．フュージョンシステム [BLO03] の
Burnside環は Dı́azと Libmanにより定義された ([DL09])．その特別な場合が中心的 p-部分群に関
する一般 Burnside環として構成できることが知られている ([Od08])．一般に共通部分をとる操作で
閉じていないような X に関する研究として [OS09]，[OS11] がある．応用としてモンスター単純群
M，Conway群 Co1，Mathieu群M24 の 2-根基部分群のポセットの Euler標数が計算されている．

4 丹原関手
4.1 Green関手と丹原関手
Mackey関手の圏 Mack(G) は対称モノイダル圏をなすため，モノイド対象が考えられる．
定義 4.1 Mack(G) におけるモノイド対象を，G上のGreen関手という．すなわち，Mackey関
手 AがGreen関手であるとは，射 μ : A⊗̂A→ A および ε : B → A をもち

A⊗̂A⊗̂A A⊗̂A

A⊗̂A A

μ⊗̂id ��

id⊗̂μ
��

μ

��
μ

��

� ,

A⊗̂B A⊗̂A B⊗̂A

A

id⊗̂ε �� ε⊗̂id��

μ

��∼= �����
���

���

∼=�����
���

���� �

が可換になるときをいう．Mackey関手 Aが Green関手になることと，クロス積とよばれる，X,Y

に関し自然な双線型写像

cr : A(X)×A(Y )→ A(X × Y ) (∀X,Y ∈ Ob(Gset))

をもつことは同値となる ([Bo97])．Mack(G) において，Green関手Aの作用をもつMackey関手は
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A-加群とよばれる．A-加群の圏はまたアーベル圏となる．
アーベル群 Zが環 (= Abにおけるモノイド対象) であるのと同じように，Burnside関手はGreen

関手となる．
命題 9 G-集合X,Y に対し，pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y をそれぞれの直積成分への射

影とし，cr : B(X)×B(Y )→ B(X × Y ) を

(a, b) �→ B∗(pX)(a) ·B∗(pY )(b) (∀a ∈ B(X), b ∈ B(Y ))

で定めると，Bα は crをクロス積とする Green関手となる．ただし， · は B(X × Y ) における積を
表す．
命題 6, 7で見たように，B はG-写像 f : X → Y に対応する次の三つの構造を有する．
• (制限) B∗(f) : B(Y )→ B(X)．
• (加法的推移) B+(f) : B(X)→ B(Y )．
• (乗法的推移) B•(f) : B(X)→ B(Y )．

すなわち，Green関手 Bα = (B∗, B+) がさらに乗法的推移をもっているということもできる．ある
いは命題-定義 3.3の言葉で書くならば，可換環とその間の写像の族 {B(H), resHK , indHK , jndHK , cg,H}
として表すこともできる．
Green関手の中には，Burnside関手のように乗法的推移をもつものが存在する．これらの Green

関手 T は Burnside関手と同様，加法部分 (T ∗, T+) と乗法部分 (T ∗, T•) からなる．このような関手
は，Mackey関手あるいはGreen関手のような 2つ組としてよりも，さらに加法的推移と乗法的推移
の関係も合わせて考え，3つ組と捉える方が自然であると思われる．
丹原は [Tam93] においてこれを，加法的推移 (Trace)・乗法的推移 (Norm)・制限射 (Restriction)

の三つを有するTNR関手という名前で定義した．後にBrunにより，丹原関手 (Tambara functor)

とよばれることになる ([Bru05])．本稿では Brunにならい，この名称で定義を述べる．丹原関手に
関する日本語による記事については，[Yo06] や [Od12], [Na12c] などをご覧頂きたい．また最近，
Stricklandによるサーベイ [St12] が arXivに掲載された．
丹原関手においては，加法性と乗法性の関係は指数図式を用いて ‘分配則のG-両変版’ ともいえる

条件で記述される．
定義 4.2 f ∈ Gset(X,Y ) および p ∈ Gset(A,X) に対し，随伴性 f ◦ − ⊥ f∗ ⊥ Πf から，次を

可換にする eが得られる．

X

Y

A X ×
Y
Πf (A)

Πf (A)

�f

��

p�� e��

f ′

��

π
��

. (4.1)

この図式を，f と pから定まる標準的指数図式 とよぶ．Gsetの可換図式で標準的指数図式に同型な
ものは指数図式とよばれる．指数図式の性質は，[Tam93] に詳しく記されている．
定義 4.3 ([Tam93], [Bru05]) 関手の 3つ組 T = (T ∗, T+, T•) が丹原関手であるとは，以下を

満たすときをいう．
(1) 加法部分 Tα = (T ∗, T+) はMackey関手．
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(2) 乗法部分 Tμ = (T ∗, T•) は半Mackey関手．
(3) [分配則] 任意の指数図式 (4.1) に対して，次は可換．

T (X)

T (Y )

T (A) T (X ×
Y
Πf (A))

T (Πf (A))

f•
��

p+�� e∗
��

f ′
•��

π+

��

� .

ここで，G-写像 f に対して T ∗(f) = f∗, T+(f) = f+, T•(f) = f• という略記を用いている．
丹原関手は可換環の G-両変版である．T = (T ∗, T+, T•) が丹原関手のとき，加法部分 Tα の定め

る和と乗法部分 Tμ の定める積により T (X) は任意の X ∈ Ob(Gset) に対して可換環となる．制限
は環の射となる一方，加法的推移は加法のみを，乗法的推移は乗法のみを保つ射となる．
同様に，加法部分を半Mackey関手とのみ仮定して，半丹原関手が定義される．T が半丹原関手の
とき各 T (X) は可換半環となる．半丹原関手 T が丹原関手となるのは，すべての T (X) が環となる
場合に他ならない．
また定義 2.5と同様に，丹原関手の射が定義される．すなわち (半) 丹原関手の射は，制限・加法的
推移・乗法的推移のそれぞれに関して自然な写像の族として定義すればよい．あるいは，次のように
定義しても同じである．
定義 4.4 (半) 丹原関手 T から S への射とは，次の 2条件を満たす写像の族 ϕ = {ϕX : T (X)→

S(X)} をいう．
(i) ϕ : Tα → Sα は (半) Mackey関手の射．
(ii) ϕ : Tμ → Sμ は半Mackey関手の射．

このとき ϕX は自然に (半) 環の準同型となる．G上の半丹原関手の圏を STam(G) で表し，丹原関
手のなす充満部分圏を Tam(G) で表す．
丹原による次の定理は，可換半環のGrothendieck環をとる関手の，G-両変版を与えるものである．
定理 3 ([Tam93]) 包含関手 Tam(G)→ STam(G) は左随伴関手をもつ．
半丹原関手から丹原関手を構成する上で問題となるのは，ここでも乗法的誘導の延長である．注 5

と同様に多項式写像を用いて実現される．
注 6 半丹原関手の概念自体は，直和とファイバー積を有しファイバー積が右随伴をもつような圏

には自然に拡張することができる．実際 [GK13] などでは，局所カルテシアン閉圏上で ‘多項式関手’

という名称で一般的に扱われている．
一方で，丹原の定理のように有限性を本質的に用いた議論は一般の圏では困難であるため，丹原関
手について充分に論じられるためには何らかの有限性を課す必要があると思われる．なお，プロ有限
群への拡張は [Na09] でなされている．
4.2 Witt–Burnside関手
丹原の仕事から 10余年後，Brunにより丹原関手の重要性が認識されたのは，Witt–Burnside構

成においてであった．Witt–Burnside構成とは，プロ有限群GとG-代数AからWitt–Burnside

環という新たな可換環 WG(A) を与える構成である．特に，プロ有限群Gと可換環 Rが与えられる
と，Rに自明なG-作用を付与することでWitt–Burnside環 WG(R) が得られる．
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注 7 Witt–Burnside環は，その名前が示すように，Witt環と Burnside環を次のように同時に一
般化している ([DS88])．
• G = Zp にとると，WZp

(R) は可換環 Rの p-typical Witt環に一致する．
• G = Ẑ にとると，W

Ẑ
(R) は可換環 Rの普遍Witt環に一致する．

• R = Z にとると，WG(Z) はプロ有限群Gの完備Burnside環 B̂(G) に一致する．
完備 Burnside環とは，Gの開部分群N による離散剰余群G/N の Burnside環の射影極限

B̂(G) = lim
←−

N�G : open

B(G/N)

のことをいう．Gが有限の場合は通常の Burnside環に一致し，B̂(G) = B(G) となる．
Brunの結果 [Bru05] は，この環構造が，丹原関手を介して自然に得られることを示すものである．

丹原関手 T に対し G/{e} ({e} ≤ G は自明な部分群を表す) での値 T (G/{e}) は可換なG-代数とな
るので，そのG-不変部分環 T (G/{e})G をとることができる．この操作は関手

ev : Tam(G)→ Ring ; T �→ T (G/{e})G,

を引き起こす．Brunはこの関手が左随伴関手をもち，次のようにWitt–Burnside環と関係付けられ
ることを示した．
定理 4 関手 ev : Tam(G)→ Ring は，左随伴関手

W : Ring→ Tam(G)

をもち，任意の可換環 Rに対して W(R)(G/G) ∼= WG(R) を満たす．
これによりWitt–Burnside環の環構造が，関手の随伴性に起因する自然なものであると保障され

る．
4.3 丹原関手の一般論
BrunによりWitt–Burnside構成に用いられた丹原関手であるが，それ自体は前述のように可換環

のG-両変類似物とみなすことができる．この観点によれば，可換環に対する種々の操作のG-両変版
を考察することは，丹原関手の一般論の構築に役立つと考えられる．例えば上述の丹原の定理は，可
換半環を補完して可換環を得る操作，すなわちGrothendieck環のG-両変版とみなせる．
実際に，‘モノイド環’ ‘イデアル’ ‘分数環’ ‘多項式環’ ‘素スペクトラム (Spec)’ などといった概念

は，丹原関手に対するG-両変版が得られる ([Na11]–[Na12b], [Na13])．概要は，[Na12c] をご覧頂き
たい．また，Gが有限巡回 p-群の場合の SpecB の位相構造は，[Na14] において決定されている．
次の命題は，モノイド環をとる操作のG-両変版を与える．
命題 10 ([Na11]) 乗法部分をとる関手 (−)μ : Tam(G)→ SMack(G) の左随伴関手

B[−] : SMack(G)→ Tam(G)

が存在する．これを丹原化関手とよぶことにする．Gが自明な場合は，モノイド環をとる関手
Z[−] : Mon→ Ring に他ならない．
さらに丹原関手のテンソル積により，係数を一般の丹原関手にとることができる．
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Tam(G)× SMack(G)→ Tam(G) ; (T,M) �→ T [M ] := T ⊗̂B[M ]. (4.2)

これは可換環 R係数のモノイド環をとる操作のG-両変版を与える．
環の場合の類似を追うならば，モノイド Nの SMack(G) におけるG-両変版を丹原化することで，

丹原関手 T を係数とする ‘多項式環のG-両変版’ が得られると期待できる．そのためには，各部分群
H ≤ G に対して定まる次のような半Mackey関手を用いるとよい．
命題 11 ([Na13]) 任意の H ≤ G に対し，次の性質を満たす半Mackey関手 XH が存在する．
• 任意の半Mackey関手 M ∈ Ob(SMack(G)) に対し，自然な全単射

SMack(G)(XH ,M) ∼= M(G/H)NG(H)/H

が存在．ここで，NG(H) ≤ G はGにおけるH の正規化群を表す．
このとき T [XH ] はいずれも ‘H での変数の代入’ に相当する普遍性 [Na13] をもち，Gが自明な場

合は環上の一変数多項式環に一致する．

5 Dress構成
5.1 射影性
G-集合の用語を用いたMackey関手の制限と誘導を定義する．H ≤ G を部分群とする．定義 3.2

の制限と誘導を用いてMackey関手の制限と誘導を

M↓GH(Y ) = M(Y ↑GH), N↑GH(X) = N(X↓GH),

ただし，Y はH-集合，X はG-集合，と定める．自然なG-写像 X↓GH↑GH → X にM の共変部分M∗

を施してMackey関手の射 M↓GH↑GH →M を得る．Gの任意の部分群の集合を X とする．Mackey

関手の射 ⊕
H∈X

M↓GH↑GH →M

が Mack(G) で分裂エピ射であるとき，Mackey関手M はX -射影的であるという．双対的にM の
反変部分M∗ に同様の操作を施し得られるMackey関手の射

M →
⊕
H∈X

M↓GH↑GH

がMack(G)で分裂モニック射であるとき，Mackey関手M はX -入射的であるという．
誘導に関する事実を述べる際に便利なG-集合を用いた記法を準備する．G-集合X とMackey関手

M に対し新たなMackey関手MX を以下のように定める．
• 対象 MX(Y ) = M(X × Y ),

• 射 G-写像 a : X1 → X2 に対し MX∗(a) = M∗(a× 1)，MX
∗(a) = M∗(a× 1)．

自然変換 θX : MX →M, θX : M →MX を

θX(Y ) = M∗(pY ) : MX(Y )→M(Y ), θX(Y ) = M∗(pY ) : M(Y )→MX(Y ),

ただし，pY : X × Y → Y は射影，で定義する．
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命題 12 X をGの部分群の集合，X = ∪H∈XG/H を疎な直和とする．以下は同値である．
(1) M は X -射影的．
(2) M は X -入射的．
(3) θX は分裂的全射．
(4) θX は分裂的入射．
(5) M はMX の直和因子．
命題 13 次が成り立つ．
(1) X，Y をG-集合，M をMackey関手とする．M がX-射影的かつ Y -射影的ならば，M は X ×

Y -射影的である．
(2) X，Y を部分群と共役で閉じている部分群の族とする．M が X -射影的かつ Y-射影的ならば，

M は X ∩ Y-射影的である．
この命題によりM が X -射影的となるような，共役と部分群をとる操作で閉じている極小な X が

一意的に存在することが分かる．Greenはこの X をM の defect baseとよんだ．M の defect base

は，およそ，X に属する部分群からの誘導射の和が全射かつ分裂的であるような極小な集合である．M

の X -射影性を示すためには，θX，X = ∪H∈XG/H の全射性を示すだけで充分であることが Dress

により示された．
定理 5 M をMackey関手，X を Gの部分群の集合とする．M が Mack(G) で X -射影的である
ためには誘導の和 ∑

H∈X
indGH :

⊕
H∈X

M(G/H)→M(G/G)

が全射であることが充分である．
この定理により，いろいろな誘導定理が相対射影性を用いて言い換えられる．M がGのQ上の指
標環Green関手，X はGの巡回部分群全体の集合のとき，Artinの誘導定理である．M がGの Z上
の指標環Green関手，X はGの基本可換部分群全体の集合のとき，Brauerの誘導定理である．誘導
定理とは直接関わらないが，自明な例としてM がGの Burnside関手，X はGのすべての部分群の
集合のときが挙げられる．詳細は，誘導定理については [CR87]，[Be98]，Mackey関手との関わりに
ついては [Th88], [Th90], [Sn94], [Bo00a], [We00] をご覧頂きたい．竹ヶ原は，[Tak10] でいろいろ
な誘導定理を統一的に扱うために多重 Burnside環を紹介している．
5.2 斜G-集合と斜Burnside環
Jacobsonは G-モノイドによる Dress構成を行った ([Ja86])．一般に非可換 G-モノイドの場合に

Green関手にDress構成を用いることで新たな環，斜 Burnside環を作る試みは吉田による ([Yo97])．
Sを有限G-モノイドとする．重み写像とよばれるG-写像 ‖·‖ : X → S; x �→ ‖x‖ が存在するG-集合
X を (S 上の) 斜G-集合とよぶ．斜G-集合X から Y へのG-写像 f は，すべての x ∈ X について
‖f(x)‖ = ‖x‖ が成り立つとき斜G-写像とよぶ．射の合成を写像の合成として与えられる，S 上の斜
G-集合と斜G-写像の圏を Gset/S と書く．定義 3.4の記号とも符合がとれていることに注意．斜 G-

集合X,Y のテンソル積 X ⊗ Y とは，直積G-集合 X × Y に重み写像を ‖(x, y)‖ = ‖x‖ · ‖y‖ (g ∈
G, x ∈ X, y ∈ Y ) として与えられる斜G-集合である．推移的斜G-集合同士のテンソル積の分解は
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(G/D)s ⊗ (G/E)t ∼=
∐

DgE∈D\G/E

(G/D ∩ gE)s·gt

のように与えられる．テンソル積で圏 Gset/S は，I (ただし，‖∗‖ = 1) をユニットにもつモノイダル
圏となる．Gset/S の直和に関するGrothendieck群 ΩS(G) にテンソル積 [X] · [Y ] := [X ⊗ Y ] で乗
法が定義された環を (S上のGの) 斜Burnside環とよぶ．Sが自明なG-モノイド 1のとき ΩS(G)

は Burnside環 B(G) と同型である．また，Gが自明な群 1のとき ΩS(1) はモノイド環となる．G

の正規部分群H は，Gの共役作用で G-モノイドとみなすときHc と書く．一般に斜 Burnside環は
非可換環であるが，非可換なモノイド，例えば，Gが非アーベル群であっても ΩGc(G) は可換環であ
ることが知られている．標数 0の体係数の斜 Burnside環の原始的べき等元公式が [OY01a] で与えら
れている．正標数の場合には Brauer対と関連付けられ [Bo03b] で論じられている．
5.3 Green関手のDress構成
斜 Burnside環が構成された背景には Green関手の非可換G-モノイドによる Dress構成がある．k

を任意の体とする．斜Burnside環と同様に群環 kGのDrinfel’d double D(kG) の表現環 R(D(kG))

が構成できる．X 上のG-同変 k-ベクトル束全体を Rk(X) とすると，Rk は Green関手となる．特
に Rk(G/K) はK の k上の表現環 Rk(K) と同型である．この例に適用できる結果として次がある．
定理 6 ([Bo03a], [OY04]) A を Gの Green 関手，S を G-モノイドとする．S が与える Aの

Dress構成 AS はGreen関手となる．
実際，任意のG-集合X,Y に対して，S の積から得られるG-写像

X × S × Y × S ∼= (X × Y )× (S × S)
積−→ (X × Y )× S

をmで表すとき，Aのクロス積を用いて AS 上に

A(X × S)×A(Y × S)
cr−→ A(X × S × Y × S)

m∗−→ A((X × Y )× S)

というクロス積が得られる．
Green関手の Dress構成法には，例えば，以下のような代数系に共通する性質を包含しているとい

う側面があることが分かる．

A A(G/K) AGc (I)

B B(K) ΩGc(G) : 斜 Burnside環
Rk Rk(K) R(D(kG)) : kGの Drinfel’d doubleの表現環

Green 関手と斜 Burnside 環，Drinfel’d double の表現環に関わる研究として [Wi96], [Od07],

[Tak11], [Tak12] がある．
5.4 丹原関手のDress構成
丹原関手の場合は次のようになる．加法部分に対する変形はMackey関手のDress構成を用いれば

よいので，乗法的推移についてのみ新たに考えればよいことに注意．
命題 14 ([OY11], [Tam]) T を丹原関手，S を可換G-モノイドとする．任意のG-写像 f : X →

Y に対して，f と射影 pX : X × S → X から定まる標準的指数図式
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X

Y

X × S X ×Y Πf (X × S)

Πf (X × S)

�f

��

pX�� e��

f ′

��

π
��

と，射影 pS : X × S → S およびG-写像

μ(y, σ) = (y,
∏

x∈f−1(y)

pS ◦ σ(x))

を用いて，乗法的誘導を

(TS)•(f) = T+(μ) ◦ T•(f
′) ◦ T ∗(e)

と定義する．これにより，TS は丹原関手となる．
この構成で，関手 Tam(G)×G-Mon→ Tam(G) が得られる．前述の丹原化関手とは，次のよう

に関係する．
命題 15 命題 2の関手 P : G-Mon ↪→ SMack(G) および命題 10の関手 (4.2) の間に，

Tam(G)×G-Mon Tam(G)× SMack(G)

Tam(G)

� � Id×P ��

��










(4.2)������������

という関手の可換図式が得られる．

6 Alperin予想とMackey関手
Alperinの重み予想 [Al87] と同値な命題を主張する道具として Thévenaz–Webb [TW90] により

用いられたことから，誘導定理の証明に用いられたMackey関手は，再び顧みられる機会を得た．有
限群Gに対し，np(G) で非射影既約 kG-加群の同型類の個数とする．
予想 1 ([Al87]) Gの重みの個数は既約 kG加群の同型類の個数と等しい．

以下の (予想 2) が (予想 1) と同値であることが [TW90] で示されている．
予想 2 ([TW90]) すべての有限群G，すべての素数 pに対し M1(H),M2(H) が標数が 0か pと

互いに素である体上のベクトル空間となるMackey関手M1,M2 が存在し以下の条件を満たす．
(1) すべての部分群H に対し M1 ↓GH ,M2 ↓GH が X -射影的である．ただし，X はH の p-局所部

分群の族である．
(2) すべての部分群H に対し dimM1(H)− dimM2(H) = np(H) が成り立つ．
例えば，M2として自明なMackey関手，すなわち，すべての部分群に対し 0を対応させるものをと

ると，予想の二つ目の条件 dimM1(H) = np(H) を満たすようなMackey関手M1 の非存在性が証
明できるような有限群 Gと素数 pの例が以下のように指摘されている．Alperin予想が正しければ，
非自明な二つのMackey関手の存在が必要になることを示唆している．
命題 16 ([TW90]) p = 3 のとき，非自明な正規 3-部分群をもつ有限群Gが存在し，すべての部

分群H に対し dimM(H) = np(H) を満たすMackey関手M が存在しない．
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モジュラー表現論が確立している Sylow p-部分群が巡回群となる有限群Gの場合には，dimM(H) =

np(H) を満たすMackey関手M が存在することが示されている．M は位数 pの部分群 C に対し，
NG(C)/C のモジュラー指標の環のMackey関手から，NG(C) への膨張関手のいくつかの直和をと
ることで与えられる．
あまり知られていないAlperin予想の言い換えの一つに Boucによる simple Green functor版があ

る ([Bo97, p.295])．一般に体 k上のGreen関手Aに対しその既約A-加群はGの部分群H と，H か
ら構成されるある代数の上の既約加群 V でインデックス付けられる．それを SH,V と書く．Mackey

関手の自然変換として定義されるGreen関手 H(SH,V , SH,V ) が既約となるとき，Boucは SH,V を
endosimpleとよんだ．素数 pに対し，Bp で Burnside Green関手 B の p-part，kで標数 pの代数
的閉体とする．このとき Bp-加群 SH,V が endosimpleであるための必要十分条件は kNG(Q)-加群
V，ただし，QはGの p-部分群，が kNG(Q)/Q-加群として射影的既約加群となることである．従っ
て，Alperin予想は次のように表すことができる ([Bo97, p. 304])．
予想 3 既約 kG-加群の同型類の個数と endosimple Bp-加群の同型類の個数は等しい．
圏論的構成とは直接的には関係がないようであるが，Burnside環とAlperin予想に関する仕事とし

て，Thévenazによる [Th92]，[Th93] がある．

7 バイセット関手
7.1 バイセット関手
Gの逆群Gop は，集合として Gop = G で g, h ∈ Gop の積 ghをGにおける積 hgとして定義さ

れる群である．
定義 7.1 G，H を有限群とする．左 (H ×Gop)-集合を (H,G)-バイセットとよぶ．
有限 (H,G)-バイセットのGrothendieck群は群として Burnside環 B(H ×Gop) となる．この群
を B(G,H) と書く．G，H，K が有限群，U を (H,G)-バイセット，V を (K,H)-バイセットのと
き，V と U の合成は直積 V × U に右H-作用を (v, u) · h = (v · h, h−1 · u) で定めたときのH-軌道
とする．それを V ×H U と書く．V ×H U は自然に (K,G)-バイセットとなる．GはG自身の積で
定まる左右からのG-作用で (G,G)-バイセットとなる．このバイセットを IdG で表す．
定義 7.2 有限群のバイセット圏 C は以下のように定義される圏である．
• C の対象は有限群である．
• 有限群G,H に対し，HomC(G,H) = B(G,H)．
• 有限群 G,H,K に対し，射 u ∈ HomC(G,H) と v ∈ HomC(H,K) の合成 v ◦ uは v ×H u と

等しい．
• 有限群Gに対し，Gの圏 C における恒等射は [IdG] と等しい．
Gの部分群H とH の正規部分群N に対しH/N は Gの sectionとよばれる．GとH が有限群

であるならば，C 内のGからH への任意の射は，H ×G の部分群 Lに対し [(H ×G)/L] という形
の射の整数係数の線形結合である．そのような任意の射は，適当なGの section B/A，H の section

D/C と群準同型 f : B/A→ D/C を用いて C 内で合成

G
resGB−→ B

defBB/A

−→ B/A
iso(f)
−→ D/C

infDD/C

−→ D
indH

D−→ H
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に分解される．
定義 7.3 Rを単位元をもつ可換環，Dを C のプレ加法部分圏とする．RDから R-加群への R-線
形関手を (R-加群に値をもつ) D上のバイセット関手とよぶ．
D上のバイセット関手を対象，射を自然変換，射の合成を自然変換の合成として得られる圏をFD,R

と書く．
7.2 Dade群
バイセット関手が重要な役割を果たした例として Dade群の分類に関する結果を概観する．詳細は

[Th07] をご覧頂きたい．
P を有限 p-群，kを標数 pの体とする．kP -加群M は P の作用で不変な基底X をもつとき per-

mutation 加群という．このとき，M = kX と書く．kP -加群M は，自己準同型加群 Endk(M)

が permutation加群であるとき endo-permutation加群とよばれる．ただし，Endk(M) は，g ∈
P，φ ∈ Endk(M) に対し，gφ(m) = g · φ(g−1 ·m), m ∈M で定義される kP -加群とする．kP -加
群M は，射影 kP -加群 F が存在し，kP -加群として Endk(M) ∼= k ⊕ F が成り立つとき，endo-

trivial とよばれる．任意の射影 kP -加群は自由 kP -加群なので，P -不変な基底をもつ．従って，
endo-trivial加群は endo-permutation加群である．endo-trivial加群の概念は Dade [Da78b] によ
る．endo-permutation kP -加群の分類問題は vertex4) P をもつ直既約因子を少なくとも一つもつ
場合 (cappedとよばれる) を分類することで充分であることが知られている．今後，capped endo-

permutation加群を単に endo-permutation加群とよぶ．endo-permutation kP -加群M の直和因子
は vertex P をもつとき互いに同型である ([Da78b]) から，M は同型を除いて一意的な vertex P を
もつ直既約因子をもつ．この加群をM の capとよび，M0 と書く．二つの endo-permutation kP -

加群M，N は，それらの capが同型であるとき同値であるといい，M ∼ N と書く．従って，M ∼
N ⇔ M0

∼= N0 が成り立つ．D(P ) を同値関係 ∼ に関する endo-permutation kP -加群の同型類の
集合とする．[M ] で endo-permutation加群M の同値類とする．集合 D(P ) は [M ] + [N ] = [M ⊗
N ] で和が定義されたアーベル群となる．M が endo-permutation kP -加群であるとき，その k-双対
M∗ = Homk(M,k) も endo-permutation kP -加群となり，M ⊗M∗ ∼= k ⊕ kY，ただし，Y は P -

集合，が成り立つので，[M ⊗M∗] = [k] となる．よって，D(P ) の零元は trivial moduleの同値類
[k]，[M ] の逆元は [M∗] である．群 D(P ) は P のDade群とよばれる．定義より群 D(P ) は P が
位数 8の四元数群Q8 の場合を除き，体 kに依存しないことが知られている．
P の部分群Qに対し制限 resPQ : D(P )→ D(Q)，また，逆方向の写像として，テンソル誘導 tenPQ :

D(Q)→ D(P ) が存在する．P の正規部分群Rに対し膨張 infPP/R : D(P/R)→ D(P )，また，逆方
向の写像，収縮 defPP/R : D(P )→ D(P/R) : [M ] �→ [MR] が定義できる ([Da78a])．上のいくつか
の写像の合成を以下のように特別な記法で表す．P の section Q/Rに対し

defresPQ/R = defQQ/Rres
P
Q : D(P )→ D(Q/R), teninfPQ/R = tenPQinfQQ/R : D(Q/R)→ D(P )

と定める．
次に endo-trivial加群の群 T (P ) を構成する．endo-trivial加群に関する日本語による記事につい
ては，[OSH10] をご覧頂きたい．任意の endo-trivial kP -加群M は，同型を除いて M = M0 ⊕ F，
ただし，F は自由 kP -加群，と書くことができる．任意の同型類は，直既約 endo-trivial加群 Lと
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L ⊕ (free) という形の加群全体からなる．endo-trivial加群の同型類全体の集合 T (P ) は，テンソ
ル積から引き起こされるアーベル群の構造が与えられる．T (P ) は endo-trivial加群の群とよばれ
る．endo-trivial加群M の同型類を endo-permutation加群の同型類 [M ] に対応させる標準的単射
i : T (P )→ D(P ) が存在する．endo-trivial加群の重要な特徴付け ([Pu90, 2.1.2]) により T (P ) は
D(P ) の部分群とみなすことができる．
以下，genetic sectionを定義するために p-群の有理表現論における重要な役割を演じる p-群のクラ

スに関する事実を準備する．p-群 P は二つの位数 pの巡回群の直積 (Cp)
2 と同型な正規部分群をもた

ないとき normal p-rank 1をもつという．P が normal p-rank 1をもつならば，[Go68, Theorem

4.10] より P は，pが奇数のとき巡回群，p = 2 のときは C2n (n ≥ 0)，Q2n (n ≥ 3)，D2n (n ≥ 4)，
SD2n (n ≥ 4)，のいずれかと同型となる．ただし，C2n は位数 2nの巡回群，Q2n は位数 2nの (一般)

四元数群，Q2n = 〈x, y | x2n−1

= 1, yx = x−1, x2n−2

= y2〉，D2n は位数 2n の 2面体群，D2n =

〈x, y | x2n−1

= y2 = 1, yx = x−1〉，SD2n は位数 2nの準 2面体群，SD2n = 〈x, y | x2n−1

= y2 =

1, yx = x2n−2−1〉．
定義 7.4 P を p-群とする．部分群 Q ≤ P に対し，NP (Q) の部分群 ZP (Q) は，ZP (Q)/Q =

Z(NP (Q)/Q) で定まるものとする．P の部分群Qは，以下の条件を満たすとき，genetic とよばれ
る．
(1) NP (Q)/Q は normal p-rank 1をもつ．
(2) P の要素 xに対し，Qx ∩ ZP (Q) ⊆ Q と Qx = Q が同値である．
P の部分群全体の集合に関係 —̂P を以下のように定める：P の部分群 S, T に対し

S—̂PT ⇔ ∃g ∈ P, Sg ∩ ZP (T ) ≤ T and gT ∩ ZP (S) ≤ S.

p-群 Rが normal p-rank 1をもつならば，faithful既約 QR-加群 ΦR が一つだけ存在する．S が p-

群 P の genetic部分群であるとき，V (S) = indPNP (S)inf
NP (S)
NP (S)/SΦNP (S)/S とおく．

定理 7 P を p-群とする．
(1) S が P の genetic部分群ならば，V (S) は既約QP -加群である．
(2) V が既約QP -加群ならば，V ∼= V (S) を満たす P の genetic部分群 S が存在する．
(3) S と T が P の genetic部分群ならば，V (S) ∼= V (T )⇔ S—̂PT が成り立つ．従って

NP (S)/S ∼= NP (T )/T となる．
(4) 関係 —̂P は P の genetic部分群全体の集合 G 上の同値関係となる．
従って P の genetic部分群全体 G の —̂P に関する同値類全体の集合は P の有理既約表現の同型類

全体の集合と一対一に対応する．G の同値類の一つの完全代表系 S を P の genetic basisとよぶ．
群 T (P ) の torsion-free rankを見つけるためにAlperinが導入した自明な加群の relative syzygies

は重要である ([Al01])．有限 P -集合 X に対し，augmentation map kX → k の核を ΩX と書き，
relative syzygy とよぶ．以下，P -集合 X に対し，D(P ) における ΩX の同値類を ΩX と書く．
DΩ(P ) をすべての relative syzygy ΩX，ただし，X は空でない有限 P -集合を動く，で生成される
D(P ) の部分群とする．この部分群は [Bo00b] で初めて研究された．
Boucと Thévenazにより，D(P ) の自由加群の部分の階数が P の非巡回部分群の共役類の個数と

等しいことが示されている ([BT00])．D(P ) の torsion部分 Dt(P ) の構造決定が D(P ) の分類のた
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めに必要である．バイセット圏 Cのプレ加法部分圏として，有限 p-群を対象とする忠実な部分圏 Cpを
とる．次の結果を示すために，圏 FCp,Z の対象である p-バイセット関手に関する一般論 [Bo05, 3.2]

とその証明がとても役立つ．
定理 8 (Bouc [Bo06]) S を P の genetic basisとする．
(1) 写像 ∑

S∈S
teninfPNP (S)/S :

⊕
S∈S

Tt(NP (S)/S) −→ Dt(P )

は同型である．
(2) 体 kは 1の 3乗根を含むとする．mを部分群 S ∈ S で NP (S)/S が一般四元数群と同型とな

るものの個数，nを部分群 S ∈ S で NP (S)/S が位数 3以上の巡回群か準 2面体群と同型となるも
のの個数とする．このとき，Dt(P ) の部分群 Dex

t (P ) で Dt(P ) = DΩ
t (P )⊕Dex

t (P ) を満たすもの
が存在する．さらに，DΩ

t (P ) ∼= (Z/4Z)m ⊕ (Z/2Z)n, Dex
t (P ) ∼= (Z/2Z)m が成り立つ．

(3) 直和因子 DΩ
t (P ) は元 teninfPNP (S)/S(ΩNP (S)/S) (S ∈ G) で生成される．

(4) 直和因子 Dex
t (P ) は元 teninfPNP (S)/S([LS ])，ただし，S ∈ S は一般四元数群で LS は exotic

endo-trivial加群，で生成される．
(5) 体 k が 1の 3乗根を含まないならば，Dex

t (P ) の NP (S)/S が位数 8の一般四元数群になる
S ∈ S に対応する直和因子 Z/2Zは 0となる．
Dade群の分類定理の最終部分は以下の定理である．
定理 9 (Bouc [Bo06]) (1) pが奇数ならば，D(P ) = DΩ(P ) である．
(2) p = 2 ならば，D(P ) = DΩ(P )⊕Dex

t (P )，ただし，Dex
t (P ) は exotic部分である．

Boucは一般の有限 p-群に対し D(P ) の生成元と関係式を決定した ([Bo06])．p-バイセット関手
の理論と Carlson–Thévenazによる end-trivial加群の分類結果が応用された．さらに [Bo06] では，
[BT00] で初めて指摘された D(P ) と Burnside群 B(P ) との関係をより詳しく究明した．Carlson–

Thévenazの Dade群に関する定理の結果の一部は [Od10] に応用されている．
7.3 p-群のBurnside環のユニット群
バイセット関手が重要な役割を果たしたもう一つの例として p-群 Burnside環のユニット群の分類

に関する結果を概観する．詳細は [Bo07] をご覧頂きたい．
有限群GのBurnside環 B(G) の単数群 B(G)× に関する研究は，tom Dieck [tD79]，松田 [Ma82]，

松田–宮田 [MM83]，吉田 [Yo90a]，Yalçın [Ya05]，Bouc [Bo07] などで幾何的，代数的手法を用い
て行われてきた．
すでに見たように，一般に Gの Burnside環 B(G) の単数群 B(G)× は基本可換 2-群となる．有

限 2-群 P の B(P )× の構造は [Ya05] で決定された．Boucは p-バイセット関手B×を応用して，任
意の有限 p-群 P に対し B(P )× のランクを決定した．
一般の有限群 Gに対しては，B(G)× の構造に関する結果はほとんど知られていない．一連の研究
で用いられている以下の定理は吉田が証明した．
定理 10 ([Yo90a]) Gを有限群とする．このとき C(G)× =

∏
H∈O(G){±1}の元 uが φ(B×(G))

に含まれるための必要十分条件は，任意の部分群 H ≤ G に対し，写像 xH ∈ NG(H)/H �→ u〈x〉H/uH
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∈ {±1} が群準同型であることである．
Yalçınや Boucの仕事は，松田による以下の結果の影響を強く受けている．
定理 11 ([Ma82]) Gを有限アーベル群とする．このとき B×(G) は位数 2n+1 の基本可換群で

ある．ただし，nはGの指数 2の部分群の個数．
[Ma82] ではGが 2面体群の場合，また，位数に関するある条件を満たす二つの 2面体群の直積の場

合に B×(G) が計算されている．松田と宮田による [MM83] にもいくつかの場合の計算結果がある．
有限 p-群 P と p-バイセット関手 B× に対し，

∂B×(P ) =
⋂

e�=N�P

ker defPP/N

とする (詳細は [Bo06, 3.14] を参照)．
定理 12 ([Bo07]) 有限 p-群 P に対し，B×(P ) は以下のようになる．
(1) p �= 2 のとき，B×(P ) = {±1}.
(2) p = 2 のとき，G を P の genetic basis，Hを

H = {Q ∈ G | NP (Q) が自明な群，位数 2の巡回群，または，2面体群}

とする．Q ∈ H ならば ∂B×(NP (Q)/Q) は位数 2 の元 υNP (Q)/Q で生成される．このとき，集合

{teninfPNP (Q)/QυNP (Q)/Q | Q ∈ H}

は B×(P ) の F2-基となる．
定理 13 ([Bo07]) 有限べき零群Gに対し，G をGの genetic basis，Hを

H = {H ∈ G | NG(H) が自明な群，位数 2の巡回群，または，位数 2n の 2面体群}

とする．このとき，集合

{teninfGNG(H)/HυNG(H)/H | H ∈ H}

は B×(G) の F2-基となる．
この結果は松田の定理の別証明を導く．

8 おわりに
可換環のG-両変版として丹原関手の一般論を構築するという作業はまだ始まったばかりである．今

後どのような風景が展開されるであろうか．一つの群の部分群たちの間で活動していたMackey関手
は，あらゆる群の間で活動可能なバイセット関手としてその行動範囲を広げた．p-群全体に制限した
バイセット関手 (p-バイセット関手，または，Bouc関手) の理論は，Dade群や Burnside環の単元群
など，p-群の表現論に関する問題について一定の成果を挙げたといえるだろう．本稿では詳細に扱う
ことができなかったフュージョンシステムとダブルBurnside環の関係，ダブル Burnside環のゴース
ト環の構成など，モジュラー表現論における問題解決を目指した研究が進行中である．バイセット関
手をMackey関手の類似物とみなすという立場で，Green関手に対応するGreenバイセット関手の研
究がすでに始まっている．丹原バイセット関手はうまく定義できるであろうか．すべての有限群を対
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象とするような圏において，スパン圏や指数図式の類似を実現できる圏論的な道具は，すでに確立さ
れているのであろうか．丹原バイセット関手の構築よりは，バイセット関手の丹原化の実現の方がよ
り現実的な問題かもしれない．研究分野の枠を超えたいろいろな数学的道具，発想を用いた，今後の
進展に期待したい．

注 釈

1) 単位元は空集合の埋め込み ∅ ↪→ X から誘導される
射 M(∅)→M(X) から得られる．

2) Xから Y への射集合 MorS(X,Y ) を S(X,Y ) と
略記することにする．

3) 行列表示したときの対角成分が奇数となることを用
いて容易に示される．

4) 直既約加群の不変量の一つであるP の p-部分群．
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