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概 要

このノートは 2013年 9月に東大で開催された数理物理サマースクール 2013の予稿集
と, 翌 2014年 11月に北大でおこなった集中講義のノートに応用編を加えたものである.
量子力学における Feynman-Kac 公式と場の量子論へのパス測度の応用, そして応用編か
らなる.
第 I部では, Itô積分と Lévy 過程を復習して, Feynman-Kac公式の説明をする. 特に

Schrödinger作用素−1
2∆+V ,磁場とスピンを含んだSchrödinger作用素 1

2(σ·(p−a))2+V ,

その準相対論的モデル
√

(σ · (p− a))2 +m2 + V と, それらの一般化した作用素

hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V ) = Ψ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1)) + V

に対する Feynman-Kac公式を与える.
第 II部では, Nelson模型といわれるスカラー場の模型の生成する熱半群の Feynman-

Kac 型経路積分表示を与え, その応用として (1) 基底状態の存在・非存在, (2) 基底状態
の空間的指数減衰性, (3) 基底状態に付随した Gibbs 測度, (4) オブザーバブルの基底状
態に関する期待値, (5) 紫外発散のくりこみ, を議論した.
第 III部では, 応用として多様体上へのQFTの拡張, 紫外切断のない基底状態の存在,

enhanced binding を議論した.
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主な記号
F L2(Rd)上の Fock空間
HN HN = L2(Rd)⊗ F は全ヒルベルト空間をあらわす
ω dispersion relation ω(k) =

√
|k|2 + ν2, ν ≥ 0. ほとんどの場合 ν = 0

dΓ 第 2量子化
Γ 第 2量子化, Γ(e−ith) = e−itdΓ(h)

Hf 量子場の自由Hamiltonian Hf = dΓ(ω)

Φ(f) Sigal 場 Φ(f) = 1√
2
(a∗(f) + a(f̄))

ϕ(f) (Q,Σ, µ)上の f ∈ L2
R(Rd)を指数に持つガウス超過程

ϕE(f) (QE,ΣE, µE)上の f ∈ L2
R(Rd+1)を指数に持つガウス超過程

EQ 確率測度Qに関する期待値
∫
· · · dQ

ExQ パス空間上の確率測度 Qx に関する期待値
∫
· · · dQx

(Bt)t∈R Brown運動
(Ω,F ,W x) Brown運動の定義されている確率空間
(Ω̃, F̃ , W̃ x) R上のBrown運動の定義されている確率空間
Ω C([0,∞);Rd)

Ω̃ C(R;Rd)

FB
t Brown運動の自然なフィルトレーション1

EW x = 0とした E0
W の省略形

(Y ,B, Q) 一般的な確率空間
Hp Schrödinger 作用素 −1

2
∆+ V

φp Hp の規格化された正の基底状態
Σp Hp の本質的スペクトルの下限
(Xt)t∈R Hpに付随した P (ϕ)1過程
X C(R,Rd)

(X ,B(X ),N x
0 ) P (ϕ)1過程 (Xt)t∈Rの定義されている確率空間

(Nt)t≥0 Poisson過程
(Ωµ,Fµ, µ) Poisson過程の定義されている確率空間
θNt θNt = (−1)Nt

dNs Lévy過程に付随した counting 測度
dN0 Rd上の確率測度 dN0 = φp(x)

2dx

Ψ Bernstein 関数
(TΨ

t )t≥0 Bernstein 関数に付随した subordinator

(Ων ,Fν , ν) subordinatorの定義されている確率空間
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H Nelson Hamiltonian H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

Hg 計量 gのローレンツ空間に定義されたNelson Hamiltonian

dP0 Rd × Q上の確率測度 dP0 = dN0 ⊗ dµ

dN0 Rd × X 上の確率測度 dN0 = dN0 ⊗ dN x
0

dNT Rd × X 上の確率測度 dNT = 1
ZT
eS[−T,T ]dN0

E Hのスペクトルの下限 inf σ(H)

Ψg Nelson Hamiltonian Hの基底状態で至るところ正.

Lp Hpの基底状態変換 Lp = θW (Hp − Ep)θ
−1
W

L 汎関数空間上のNelson Hamiltonian L = Lp ⊗ 1l + 1l⊗ H̃f + H̃I

IIR 赤外正則条件, 赤外特異条件を定義するときの積分 IIR =
∫
Rd

|φ̂|2
ω3 dk

Q[−t,t] Q[−t,t] = e−
∫ t
−t V (Bs)dsJ∗0e

−ϕE(
∫ t
−t jsφ̃(·−Bs)ds)Jt

Lt Lt = ϕ(B−t)Q[−t,t]ϕ(Bt)

dµT µT (A) =
1
ZT

∫
Rd ExW [1lALT ]で (Ω, σ(G ))上の確率測度を表す

dµ∞ (Ω, σ(G ))に定義されたGibbs測度
W (x, T ) Nelson模型のペアポテンシャルW (x, T ) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2
2ω(k)

e−Tω(k)e−ik·xdk

S[−T, T ] 1
2

∫ T
−T ds

∫ T
−T dtW (Xt −Xs, t− s)

h(a) 1
2
(p− a)2

h2(a)
1
2
(σ · (p− a))2

hΨ(a, V ) Ψ(h(a)) + V

KΨ(a, V ) Ψ(h(a)) + V , ただし V は Kato分解可能クラス
M M = M(U,U1, · · · , Up−1)一般化されたスピン作用素
hp hp = hp(a, U, U1, · · · , Up−1) = h(a) +M(U,U1, · · · , Up−1)

hΨp hΨp = hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V ) = Ψ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1)) + V

Πt(x) 熱核 (2πt)−d/2 exp(−|x|2/2t)
B(K) 位相空間K上のボレルシグマ代数
σ(H) Hのスペ久トラム
Zp {θ(p)1 , ..., θ

(p)
p }
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第 I部

Feynman-Kac 公式

1 確率論的準備

確率空間, Wiener測度, Brown運動, Lévy 過程, Lévy 測度, Lévy-Khintchine 公式, Markov

過程, Martingale, 確率積分, Itôの公式など, 必要最小限の確率論の基本的アイテムを復習

する.

1.1 Brown運動

Rdに値をとる連続パスの全体を

Ω = C([0,∞);Rd)

で表す. Ωは線形空間になる. Ωで fk → f(k → ∞)とは

lim
k→∞

∞∑
n=0

(sup0≤t≤n |fk(t)− f(t)|) ∧ 1

2n
= 0

と定める. これは fkが [0,∞)の任意のコンパクト集合上で f に一様収束することと同値であ

る. これをΩの局所一様位相という. Ωを位相空間とみなして, そのボレルシグマ代数2をF
で表す. 実はこのようにして定義したF は, Ωの柱状集合

C =
∪

0≤t1<···<tn<∞
1≤n

{w ∈ Ω|(w(t1), ..., w(tn)) ∈ A1 × · · · × An, Aj ∈ B(Rd), j = 1, ..., n}

から生成されるシグマ代数 σ(C)と一致する, i.e., σ(C) = F . 柱状集合で定義すると位相の

ことを気にしなくていいので便利なことも多い. d次元の熱核を

Πt(x) =
1

(2πt)d/2
exp

(
−|x|2

2t

)
, t > 0

2全ての開集合を含む最小のシグマ代数.
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で表す. 柱状集合 C = {w ∈ Ω|w(t1) ∈ F1, · · · , w(tn) ∈ Fn, Fj ∈ B(Rd), j = 1, ..., n} ∈ F に
対して

W x(C ) =

∫
RdN

(
n∏
j=1

1lFj
(xj)

)(
n∏
j=1

Πtj−tj−1
(xj − xj−1)

)
dx1 · · · dxn, x0 = x,

で決まる集合関数は, Ω上の確率測度に一意的に拡張できる. これを可測空間 (Ω,F)上の

Wiener測度といい, W x, x ∈ Rd,で表す. 特に W 0 =W とおく. さて, このとき座標過程

Bt(·) : Ω → Rd, Ω ∋ w 7→ w(t), t ≥ 0, (1.1)

は x ∈ Rdから出発する (Ω,F ,W x)上の d次元Brown運動になる. つまり

(1) W x(B0 = x) = 1.

(2) t 7→ Bt は a.s.に3連続.

(3) 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tnに対して {Bti −Bti−1
}1≤i≤nは独立な n個の確率変数族.

(4) Bti −Bti−1
は平均がゼロ, 分散 ti − ti−1のガウス過程.

ExW [· · · ] =
∫
Ω
· · · dW xと表す4. そうすると, 次が従う.

ExW [f(Bt)] = E0
W [f(Bt + x)], f 有界ボレル可測関数.

また, x = 0から出発するBtの分布関数はΠtなので

ExW [f(Bt)] =

∫
Rd

Πt(x− y)f(y)dy

となる. さらに,これから

ExW [f(Bt)] = (et∆/2f)(x)

もわかる. Markov過程とMartingaleについて復習する. 以降, EQ[Z|G]は部分シグマ代数
G ⊂ F で条件付けられた確率変数 Zの条件付き期待値を表す.

3a.s.=almost surely
4一般にパス上の確率測度で時刻0でxから出発するパス全体の測度が1になるものをQxと書くときEQx = Ex

Q

と表す.

9



定義 1.1 (Markov過程とMartingale) (Y ,B, Q)を確率空間とし, (Bt)t≥0をフィルトレー

ション5とする.

(1) 確率過程 (Xt)t≥0が (Bt)t≥0 に関してMarkov過程であるとは6

EQ[f(Xt)|Bs] = EQ[f(Xt)|σ(Xs)], t ≥ s,

が任意の有界ボレル可測関数 f : Rd → Rに対して成り立つことである.

(2)確率過程 (Yt)t≥0が (Bt)t≥0 に関してMartingaleであるとは

EQ[|Yt|] <∞, EQ[Yt|Bs] = Ys, t ≥ s,

となることである.

Brown運動 (Bt)t≥0は自然なフィルトレーション FB
t = σ(Bs; 0 ≤ s ≤ t) に関してMarkov過

程でありMartingaleである. Markov性から

ExW [f(Bt)|Fs] = EBs
W [f(Bt−s)]

となることがわかる. f ∈ L2(Rd)のとき, E·
W [f(Bt)|Ft] ∈ L2(Rd)になり, f 7→ E·

W [f(Bt)|Ft]

は L2(Rd)上の射影になる.

1.2 確率積分

確率積分を定義しよう. 区間 [0, T ]の分割を 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T とし, fj はFB
tj
-可

測なCd-値関数であると仮定する. このとき階段関数

ϕ(t, w) =
n∑
j=0

fj(w)1l[tj ,tj+1)(t) (1.2)

に対して ∫ T

0

ϕ(t, w) · dBt =
n∑
j=0

fj(w) · (Btj+1
(w)−Btj(w)) (1.3)

と定めると, fjのFB
tj
-可測性から

EW

[(∫ T

0

ϕ(t, w) · dBt

)2
]
= EW

[∫ T

0

|ϕ(t, w)|2dt
]

5非減少な部分シグマ代数の族.
6σ(· · · ) とは · · · が生成する最小のシグマ代数を表す.
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が従う. (1.3)を拡張するために関数のクラスを定義する. 次の (1)-(3)を満たす関数全体を

M(0, T )と表す.

(1) f : R+ × Ω → Rd は (B(R+)×F)/B(Rd)可測.

(2) f(t, ·)はFB
t 可測, 0 ≤ t ≤ T .

(3) EW
[∫ T

0
|f(t, w)|2dt

]
<∞.

補題 1.2 f ∈M(0, T ) に対して

E0
W

[∫ T

0

|f(t, w)− ϕn(t, w)|2dt
]
→ 0

となる (1.3)のような階段関数列 ϕnが存在する.

補題 1.2 より f ∈M(0, T ) に対して
∫ T
0
ϕn(s, w) · dBsが L2(Ω, dW )でコーシー列になるので

IT を

IT = s− lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(s, w) · dBs in L2(Ω, dW ) (1.4)

と定める. このとき, (1.4)は ϕnの選び方によらないことも示せる.

定義 1.3 (確率積分) f ∈M(0, T )に対して IT を確率積分といい, 次のように表す.

IT =

∫ T

0

f(t, w) · dBt. (1.5)

また, (It)t≥0には連続修正7 が存在することも示せるので, 以降, t 7→ Itは a.s. に連続である

とみなす. さらに, (It)t≥0は,

(平均) E0
W [It] = 0, (1.6)

(分散) E0
W

[
|It|2

]
= E0

W

[∫ t

0

|f(s, w)|2ds
]

(1.7)

の (Ω,F ,W )上のMartingaleになる. (1.7)を Itô isometry という. (1.5)は, さらに広いクラ

スの f に拡張できる. 第 3 節を見よ.

7(Xt)t≥0 が (Yt)t≥0 の連続修正とは t 7→ Xt が a.s.に連続でかつXt = Yt a.s.が tごとに成り立つこと.
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補題 1.4 f = (f1, · · · , fn), fj ∈ C2
b(Rd), に対して8

lim
n→∞

2n∑
j=1

1

2
f(B(j−1)t/2n) · (Bjt/2n −B(j−1)t/2n) =

∫ t

0

f(Bs) · dBs, (1.8)

lim
n→∞

2n∑
j=1

1

2

(
f(Bjt/2n) + f(B(j−1)t/2n)

)
· (Bjt/2n −B(j−1)t/2n)

=

∫ t

0

f(Bs) · dBs +
1

2

∫ t

0

∇ · f(Bs)ds (1.9)

が成立する.

(1.9)の右辺を
∫ t
0
f(Bs)◦dBsと書いてStratonovich積分という. Brown運動を半開区間 [0,∞)

から全空間 Rへ拡張しておくと便利なことがある. Ω̃ = C(R;Rd)とおく. 座標過程 (B̃t)t∈R

が (1)-(5)を満たす d-次元Brown運動になる確率空間 (Ω̃, F̃ , W̃ x)が構成できる.

(1) W̃ x(B̃0 = x) = 1.

(2) B̃t と B̃s (t > 0, s < 0) は独立.

(3) (B̃ti − B̃ti−1
)1≤i≤n (0 = t0 < t1 < · · · < tn)は独立なガウス型確率変数族で B̃t − B̃sの

平均は 0, 分散は t− s (t > s), また, (B̃−ti−1
− B̃−ti)1≤i≤n (0 = −t0 > −t1 > · · · > −tn)

は独立なガウス型確率変数族で B̃−t − B̃−sの平均は 0, 分散は s− t (−t > −s).

(4) R ∋ t 7→ B̃t は連続 a.s.

(5) dx⊗ W̃ xに関する B̃t0 , . . . , B̃tnの同分布はシフト不変. つまり∫
Rd

dxEx
W̃

[
n∏
i=0

fi(B̃ti)

]
=

∫
Rd

dxEx
W̃

[
n∏
i=0

fi(B̃ti+s)

]
.

1.3 Lévy過程

Lévy過程について簡単に復習する. (Y ,B, Q)を確率空間, (Bt)t≥0をフィルトレーション

とする.

8C2
b(Rd)は 2階までの偏導関数が全て有界かつ連続な関数の空間.
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定義 1.5 (Lévy過程)確率過程 (ηt)t≥0, ηt(·) : Y → Rd,がd次元Lévy過程とは以下の (1)-(5)

を満たすことである.

(1) P (η0 = 0) = 1.

(2) 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tnに対して {ηti − ηti−1
}1≤i≤nが独立な n個の確率変数族.

(3) ηt+u − ηs+u の分布が uによらない.

(4) 任意の t ≥ 0, ϵ > 0に対して lim
s→t

Q(|ηt − ηs| > ϵ) = 0.

(5) t 7→ ηtは a.s. に右連続で, 左極限が存在する9.

例 1.6 Brown運動は Lévy過程でる.

例 1.7 N×-値10 Lévy過程 (Nt)t≥0が

Q(Nt = n) =
(λt)n

n!
e−λt, n ∈ N×

となるとき, (Nt)t≥0を intensity λ > 0 の Poisson過程という.

例 1.8 (Nt)t≥0を intensity λ > 0 の Poisson過程とするとき

Ñt = Nt − λt, t ≥ 0,

を compensated Poisson過程という. このとき, EQ[Ñt] = 0, EQ[Ñ2
t ] = λtになり, 自然なフィ

ルトレーションで (Ñt)t≥0はMartingaleになる.

例 1.9 (Nt)t≥0を intensity λ > 0 の Poisson過程とする. Zn, n ∈ N, を互いに独立で分布が
等しい確率変数の族とする11. このとき

Yt =
Nt∑
n=1

Zn, t ≥ 0,

は Lévy 過程になる. これを複合 (compound)Poisson過程という.

9右連続で, 左極限が存在するパスを càdlàgパス (=continue á droit, limitee á gaucher)という.
10N× = N ∪ {0}.
11iid(independently identified distribution)という.
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Rd\{0} のボレル集合全体の生成するシグマ代数を B0(Rd) = B(Rd\{0}) とおく. (ηt)t≥0

を Lévy 過程とする. s 7→ ηsの左極限 ηs−がいつも存在するので, 時刻 t = sでのジャンプを

∆ηs = ηs − ηs−と定める. 時刻 t > 0までの, 大きさが U ∈ B0(Rd)のジャンプの総数は

N(t, U) = #{0 < s ≤ t|∆ηs ∈ U} (1.10)

となる. U ̸∋ 0 に注意せよ. N(t, U) <∞ a.s. は知られている.

定義 1.10 (Lévy 測度) B0(Rd)上の測度 νで∫
Rd\{0}

1 ∧ |z|2ν(dz) <∞

となるものを Lévy 測度という.

命題 1.11 Lévy過程 (ηt)t≥0から (1.10)で定義されたN×-値確率過程 (N(t, U))t≥0 は intensity

ν(U) = EQ[N(1, U)] の Poisson過程になる. つまり

Q(N(t, U) = n) =
(ν(U)t)n

n!
e−ν(U)t.

また ν(·) : B0(Rd) → [0,∞)は Lévy測度になる.

命題 1.11で ν(·)を (ηt)t≥0に付随した Lévy測度という. これは有限測度とは限らない.

ν(|z| < 1) = ∞ (1.11)

ということも一般にはありえる. これは, 時刻 1までの大きさが 1より小さいジャンプの個

数の期待値が発散していることをいっている. 一般に A ∈ B([0,∞)), U ∈ B0(Rd) に対して

N(A,U) = #{s ∈ A|∆ηs ∈ U}と定めて, N を B([0,∞)) × B0(Rd)上のランダムな counting

測度に拡張できる.

Ñ(t, U) = N(t, U)− tν(U) (1.12)

とおく. tν(U)はN(t, U)の compensator と呼ばれる. Lévy過程で重要な事実を述べる.∫ t

0

∫
0<|z|<1

zÑ(dtdz) = lim
ε↓0

∫ t

0

∫
ε<|z|<1

zÑ(dtdz)

とする. ここで, limε↓0は L2(Y )の位相での極限.

14



命題 1.12 (Lévy-Itô分解) Lévy過程 (ηt)t≥0は次のように分解できる.

ηt = αt+ σ ·Bt +

∫ t

0

∫
0<|z|<1

zÑ(dtdz) +

∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(dtdz). (1.13)

ここで, α ∈ R, σ ∈ Rd, Btは (Y ,B, Q)上の 0から出発する Brown運動, N(dtdz)は (ηt)t≥0

に付随したランダムな counting測度, そして

Ñ(dtdz) = N(dtdz)− dtν(dz).

さらに,

(1) 3つの確率過程

(αt)t≥0, (σ ·Bt)t≥0, (

∫ t

0

∫
0<|z|<1

zÑ(dtdz) +

∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(dtdz))t≥0

は独立.

(2)
∫
|0<|z|<1

|z|v(dz) <∞のとき, 4つの確率過程

(αt)t≥0, (σ ·Bt)t≥0, (

∫ t

0

∫
0<|z|<1

zÑ(dtdz))t≥0, (

∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(dtdz))t≥0

は独立.

命題 1.12より Lévy過程 (ηt)t≥0 は Brown運動 σ · Bt, 非ランダムな項 αt, 大きなジャンプ∫ t
0

∫
|z|≥1

zN(dtdz), そして小さなジャンプ
∫ t
0

∫
0<|z|<1

zÑ(dtdz) からなることがわかる.

命題 1.13 (Lévy-Khintchine 公式) (ηt)t≥0が (Y ,B, Q)上のLévy過程ならば ηtの特性関数

EQ[eiuηt ] = etψ(u)

は 3つ組み (A, β, ν), 非負値対称行列A, β ∈ Rd, Lévy測度 νによって

ψ(u) = iβ · u− 1

2
u · Au+

∫
Rd\{0}

(eiuz − 1− iuz1l|z|<1)ν(dz) (1.14)

と表せる. 逆に 3つ組み (A, β, ν) が与えられたとき, (1.14)を満たす Lévy過程 (ηt)t≥0が存在

する.
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この命題から Lévy 過程 (ηt)t≥0と 3つ組み (A, β, ν)を同一視することができる. ψ(u)または

3つ組み (A, β, ν)を (ηt)t≥0のシンボルという.

例 1.14 Intensity λ の Poisson過程 (Nt)t≥0は常にジャンプの大きさが 1なので, 付随する

Lévy 測度は 1に重みを持ったデルタ測度 ν = λδ{1} になる. 対応する 3つ組は (0, 0, λδ{1})で

ある. もちろん, ν(R\{0}) = 1 なので確率測度である .

例 1.15 d次元 Lévy 過程 (ηt)t≥0のシンボルが ψ(u) = −|u|α, 0 < α ≤ 2, のとき, (ηt)t≥0を

α 安定過程という. 対応する 3つ組は (A, β, ν(dy)) = (0, 0, cdy/|y|d+α)になる. ここで c > 0

は定数.

Lévy 過程 (ηt)t≥0の再帰性と非再帰性についてコメントする. これはシンボル ψ(u)と深い

関係がある.

定義 1.16 (再帰性と非再帰性) (Y ,B, Q)上の Lévy過程 (ηt)t≥0 に対して, Q(lim inf
t→∞

|ηt| =

0) = 1のとき再帰的といい, Q( lim
t→∞

|ηt| = ∞) = 1のとき非再帰的という.

Lévy過程 (ηt)t≥0は必ず再帰的か非再帰的になることが知られている.

命題 1.17 (再帰性と非再帰性 1) a > 0を固定する. シンボル ψの Lévy 過程 (ηt)t≥0に関し

て次は同値.

(1) (ηt)t≥0は再帰的.

(2) lim
z↓0

∫
|u|≤a

ℜ
(

1

z − ψ(u)

)
du = ∞.

(3) lim sup
z↓0

∫
|u|≤a

ℜ
(

1

z − ψ(u)

)
du = ∞.

命題 1.18 (再帰性と非再帰性 2) シンボルψのLévy 過程 (ηt)t≥0が再帰的であるための必要

十分条件は
∫
|u|≤a

ℜ
(

1

−ψ(u)

)
du = ∞が任意の a > 0で成立すること.

命題 1.18からすぐに d次元 α安定過程 (0 < α ≤ 2)は α < dのとき非再帰的, α ≥ dのとき

再帰的であることが分かる.
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Lévy過程 (ηt)t≥0に対して, B0(Rd) ∋ U 7→ N(t, U)は Poissonランダム測度といわれるも

のである. また, 時刻 sまでの全てのジャンプの回数を数えるランダムな counting測度を

dNs =

∫
Rd\{0}

N(dsdz) (1.15)

と定義する. このとき, もちろん時刻 tまでの全てのジャンプの回数は∫ t+

0

dNs = N((0, t],Rd\{0})

となる12. さらに, (ηt)t≥0 に付随した counting測度 dNsでの積分は∫ t+

0

f(s, ηs)dNs =
∑

r∈(0,t],ηr+ ̸=ηr−

f(r, ηr) (1.16)

となる. ただし (1.16)ではジャンプする時刻 rだけの和 (有限個)をとる.

Lévy 過程と正値性保存作用素の関係をのべておく.

定義 1.19 (正値性保存作用素と正値性改良作用素) L2(M,dρ)上の有界作用素 T が f ≥ 0な

らば Tf ≥ 0となるとき T を正値性保存作用素 (positivity preserving operator)という. ま

た f ≥ 0(ただし f ̸≡ 0)ならば Tf > 0となるとき正値性改良作用素 (positivity improving

operator)という.

例 1.20 et∆はΠt(x − y)を積分核にもつ L2(Rd)上の積分作用素なので正値性改良作用素で

あり, et
d
dx はシフト作用素 f 7→ f(·+ t)なので正値性保存作用素である.

命題 1.21 (正値性保存作用素の特徴付け) F : Rd → Cでその実部が下から有界であるとす
る. このとき etF (−i∇)が正値性保存作用素であることとLévy-Kintchine公式の 3つ組 (A, β, ν)

で

F (u) = iβ · u− 1

2
u · Au+

∫
Rd

(eiuz − 1− iuz1l|z|≤1)ν(dz) (1.17)

と表せることは同値である.

12
∫ t+

0
=
∫
(0,t]
のこと.
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1.4 Semi-martingaleに対する Itôの公式

ここでは Semi-martingaleに対する Itôの公式を紹介する. 確率空間 (Y ,B, Q) の上のフィ
ルトレーション Btを考える. g(t, z, w) : R+ × Rd × Ω → R が

(1) g(t, ·, ·) は (B0(Rd)× Bt)/B(R)可測

(2) t 7→ g(t, z, w)は左連続

となるとき (g(t, z, w))t≥0は predictableという.

F =

{
h = h(s, z, w) : predictable

∣∣∣∣∫ t+

0

∫
Rd

|h|N(dsdz) <∞ a.e.

}
,

F2 =

{
h = h(s, z, w) : predictable

∣∣∣∣EQ [∫ t

0

∫
Rd

|h|2dsν(dz)
]
<∞

}
,

F2,loc =
{
h = h(s, z, w) : predictable | ∃ τn : Bt−停止時刻 s.t. τn ↑ ∞ かつ 1l[0,τn](t)h ∈ F2

}
とおこう13. 次を仮定する.

(1) f i(t, w) ∈ Rn と gi(t, w) ∈ R, i = 1, ..., n, は Bt-可測.

(2) EQ[
∫ t
0
|f i(s, ·)|2ds] <∞.

(3) gi(·, w) ∈ L1
loc(R) a.e. w ∈ Y .

(4) hi1 ∈ F, hi2 ∈ F2,loc.

このとき (Y ,B, Q)上の n次元確率過程Xt = (X1
t , ..., X

n
t ) を次で定義する.

X i
t =

∫ t

0

f i · dBs +

∫ t

0

gids+

∫ t+

0

∫
Rd\{0}

hi1N(dsdz) +

∫ t+

0

∫
Rd\{0}

hi2Ñ(dsdz). (1.18)

ここで, N(dsdz)は, ある Lévy 過程 (ηt)t≥0のランダムな counting 測度である. このXtを

Semi-martingaleと呼ぶことにする. Xt対して次の命題が成立する.

13τ が Bt の停止時刻とは {w ∈ Y |τ(w) ≤ t} ∈ Bt となることである.
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dt dBi
t N(dtdz) Ñ(dtdz)

dt

dBj
t δijdt

N(dtdz)

Ñ(dtdz) dtν(dz)

図 1: Itôの公式

命題 1.22 (Semi-martingale に対する Itô の公式) (Xt)t≥0 は (1.18) で与えられた Semi-

martingaleとする. ただし, 各点で hi1h
j
2 = 0, i ̸= j, と仮定する. F ∈ C2(Rn)のとき次

が成立する.

F (Xt)− F (X0)

=
N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)f
i · dBs +

N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)g
ids+

1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

Fij(Xs)f
i · f jds

+

∫ t+

0

∫
Rd\{0}

∇h1F (Xs)N(dsdz) +

∫ t+

0

∫
Rd\{0}

∇h2F (Xs)Ñ(dsdz) +

∫ t

0

∫
Rd\{0}

∇2
h2
F (Xs)dsν(dz).

ただし

Fi(Xs) = ∂iF (Xs),

Fij(Xs) = ∂i∂jF (Xs),

∇hjF (Xs) = F (Xs− + hj)− F (Xs−),

∇2
h2
F (Xs) = F (Xs + h2)− F (Xs)− h2 · ∇F (Xs).

連続な部分は微分, 不連続な部分は差分になっていることが分かる. Xtの生成子 L

LF (x) = lim
t→0

1

t
ExW [F (Xt)− F (X0)]

を求めるときに, 本質的に Itôの公式と dBs, Ñ(dsdz)の平均がゼロ14という事実を使う. 図 1

の約束の下で形式的に

dF = FidX
i
t +

1

2
FijdX

i
tdX

j
t

と表せる.

14EQ[N(dsdz)] = dsν(dz).
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補題 1.23 (積公式) (Lt)t≥0 と (Mt)t≥0 は 2つの Semi-martingaleとする. このとき

d(LtMt) = dLt ·Mt + Lt · dMt + dLt · dMt

となる.

命題 1.22でジャンプの項がないときは dXt = f · dBt + gdtに対して,

F (Xt)− F (X0) =
N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)f
i · dBs +

N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)g
ids+

1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

Fij(Xs)f
i · f jds

になる. 微分形式では

dF = Fif
i · dBt +

(
Fig

i +
1

2
Fijf

i · f j
)
dt

と形式的に表される. いくつかの例を示す.

例 1.24 F = e−
∫ t
0 V (Bs)ds のとき Xt =

∫ t
0
V (Bs)dsと思えば

dF = −e
∫ t
0 V (Bs)dsV (Bt)dt.

例 1.25 F = e−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBs−

∫ t
0 V (Bs)ds のとき Xt = −i

∫ t
0
a(Bs) ◦ dBs −

∫ t
0
V (Bs)dsと思えば

dF = e−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBs−

∫ t
0 V (Bs)ds

(
−ia(Bt) · dBt +

1

2
(−i∇ · a(Bt)− |a(Bt)|2)dt− V (Bt)dt

)
.

例 1.26 Xt = (−1)Ntとする. ここで (Nt)t≥0 は Poisson 過程. このとき

Xt −X0 = −2

∫ t+

0

Xs−dNs

になる.

例 1.27 F = e
∫ t+
0 W (Bs)dNsのとき

dF = e
∫ t+
0 W (Bs)dNs − 1 =

∫ t

0

e
∫ r+
0 W (Bs)dNs(eW (Br) − 1)dNr (1.19)

となる.
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2 Feynman-Kac 公式

この章でFeynman-Kac 公式の概略を述べて Itôの公式に慣れることを目標とする. 詳しい

条件, 定理などは第 3節でのべる.

2.1 Schrödinger 作用素とFeynman-Kac 公式

自己共役で下から有界な Schrödinger 作用素

Hp = −1

2
∆ + V (2.1)

の生成する熱半群 e−tHp を Brown運動 (Bt)t≥0 で表すのがいわゆる Feynman-Kacの公式で

ある. 以降, 定義域の議論を避けるために何も言及しないときは V ∈ C∞
0 (Rd)と仮定する.

Schrödinger 作用素 Hpの生成する熱半群の期待値 (f, e−tHpg)は次のFeynman-Kacの公式で

与えられる.

(f, e−tHpg) =

∫
Rd

dxExW
[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)ds

]
.

証明の方法はいろいろ知られている. Itôの公式を使って証明するのが手早いが, トロッタ積

公式を使った証明は例えば無限自由度系などへの応用範囲が広い.

命題 2.1 (トロッタ積公式) A,Bをヒルベルト空間H 上の正の自己共役作用素とする. A+B

がD(A)∩D(B)上で本質的に自己共役であると仮定する. このときC = A+B⌈D(A)∩D(B)と

すると,

s− lim
n→∞

(e−(t/n)Ae−(t/n)B)n = e−tC .

命題 2.2 (Feynman-Kac 公式) V は下から有界で, −1
2
∆に相対有界15で

∥V f∥ ≤ a∥ − 1

2
∆f∥+ b∥f∥, 0 ≤ a < 1, 0 ≤ b

と仮定する. このとき

(f, e−tHpg) =

∫
Rd

dxExW
[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)ds

]
(2.2)

15一般にD(T ) ⊃ D(S)で ∥Tf∥ ≤ a∥Sf∥+ b∥f∥ が任意の f ∈ D(S)で成り立つとき, T は S に相対有界と
いう. また上式を満たす aの下限を相対閾値ということにする.
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証明: Hp はD(−∆/2) ∩D(V ) = D(−∆/2)上で自己共役なので, 命題 2.1のトロッタ積公式

から

(f, e−tHpg) = lim
n→∞

(
f, (e−

t
n
(− 1

2
∆)e−

t
n
V )ng

)
= lim

n→∞

∫
Rd

dxExW
[
f(B0)g(Bt)e

−
∑n

j=1(t/n)V (Bjt/n)
]
= (2.2)

のようにして Feynman-Kac公式が示せる. □

Itôの公式による命題 2.2の別証明.

Ttg(x) = ExW [g(Bt)e
−

∫ t
0 V (Br)dr]

と定める. V は下から有界なので supx ExW [e−
∫ t
0 V (Br)dr] < ∞に注意. このとき ∥Ttg∥ ≤ c∥g∥

となる. ここで c は tに依らない定数である. よって Tt : L
2(Rd) → L2(Rd)は有界作用素に

なる. 次に Tt が C0 半群16 であることを示そう. T0 = 1lは自明. f, g ∈ C∞
0 (Rd)とする. この

とき

(f, TtTsg) =

∫
Rd

dxf̄(x)ExW [(Tsg)(Bt)e
−

∫ t
0 V (Br)dr]

=

∫
Rd

dxf̄(x)ExW [[EBt
W e

−
∫ s
0 V (Br′ )dr

′
g(Bs)]e

−
∫ t
0 V (Br)dr].

Brown運動のMarkov性から

=

∫
Rd

dxf̄(x)ExW [[Exe−
∫ t+s
t V (Br′ )dr

′ |Ft]e
−

∫ t
0 V (Br)dr]

=

∫
Rd

dxf̄(x)ExW [e−
∫ t+s
0 V (Br′ )dr

′
]

= (f, Ts+tg)

が従う. これは任意の f, g ∈ L2(Rd)まで拡大できるから TsTtg = Ts+tg が従う. 次に f, g ∈
C∞

0 (Rd)に対して

lim
t→0

(f, Ttg) =

∫
Rd

dxf̄(x)ExW [g(Bt)e
−

∫ t
0 V (Br)dr] = (f, g)

が簡単に示せる. 近似して lim
t→0

(f, Ttg) = (f, g)が任意の f, g ∈ L2(Rd)で示せる. この弱収束

は強収束を意味するから, lim
t→0

Tt = 1l がわかる. 半群性と ∥Tt∥ ≤ c から t 7→ Ttの強連続性が

16St が C0 半群とは S0 = 1l, SsSt = Ss+t かつ t 7→ St が強連続.
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わかる. 次に Tt が対称であることをみる. B̃s = Bt−s −Btとすれば B̃t
d
= Btなので17,

(f, Ttg) = E0
W [

∫
Rd

f̄(x)e−
∫ t
0 V (B̃r+x)drg(B̃t + x)dx]

= E0
W [

∫
Rd

f̄(y − B̃t)e
−

∫ t
0 V (B̃s−B̃r+y)drg(y)dy]

= E0
W [

∫
Rd

f̄(y +Bt)e
−

∫ t
0 V (Bt−s+y)drg(y)dy]

= (Ttf, g)

となるから対称性が示された. よって次の Stoneの定理から Tt = e−tK , t ≥ 0, となる自己共

役作用素Kが存在することがわかる. このKを求めよう. f, g ∈ C∞
0 (Rd)とする. Itôの公式

より

Ttg(x)− g(x)

= ExW [e−
∫ t
0 V (Br)drg(Bt)− g(x)]

= ExW
[∫ t

0

e−
∫ s
0 V (Br)dr(−V (Bs)g(Bs) +

1

2
∆g(Bs))ds

]
+ ExW

[∫ t

0

e−
∫ s
0 V (Br)dr∇g(Bs)dBs

]
なので

1

t
(f, (Tt − 1l)g) =

1

t

∫
Rd

f̄(x)ExW
[∫ t

0

e−
∫ s
0 V (Br)dr(−V (Bs)g(Bs) +

1

2
∆g(Bs))ds

]
dx

→ (f,−Hpg)(t→ 0).

C∞
0 (Rd)はHpの芯なので, K = Hpが示せた. □

命題 2.3 (Stoneの定理) St, t ≥ 0,が対称なC0 半群ならば, 下から有界な自己共役作用素 A

が存在して St = e−tAと表せる.

証明: [LHB11, Proposition 3.26]. □

(2.2)の表示から熱半群 e−tHpの性質や,またHpのスペクトルなど様々なことが分かる. 一

度, 経路積分表示が出来てしまえば, 逆に (2.2)の右辺が有界になるような V のクラスを設定

し, (2.2)の右辺から決まる対称なC0半群の自己共役な生成子としてHpを定義することも出

来る. そのような V の例としてKatoクラスや Stummelクラスなどがよく知られている.

17 Z
d
= Y は Z と Y が同分布をもつことを意味する.
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Schrödinger 方程式の固有値問題を考える.

HpΦ = EpΦ

としよう. このとき x ∈ Rdを固定した確率過程

Xt(x) = etEpe−
∫ t
0 V (Br+x)drΦ(Bt + x), t ≥ 0

を定義することができる. (FB
t )t≥0を Brown運動 (Bt)t≥0の自然なフィルトレーションとす

る.

命題 2.4 (Martingale性) (Xt(x))t≥0 は (FB
t )t≥0に関してMartingaleになる. つまり

E0
W [Xt(x)|FB

s ] = Xs(x), s ≤ t.

証明: (Bt)t≥0のMarkov性から

E0
W [Xt(x)|FB

s ] = etEe−
∫ s
0 V (Br+x)drE0

W [e−
∫ t
s V (Br+x)drΦ(Bt + x)|FB

s ]

= etEe−
∫ s
0 V (Br+x)drEBs

W [e−
∫ t−s
0 V (Br+x)drΦ(Bt−s + x)]

= esEe−
∫ s
0 V (Br+x)drΦ(Bs + x) = Xs(x)

となる. □

一般に停止時刻 τ に対して (Xt∧τ )t≥0 もMartingaleになるから,

E0
W [Xt∧τ (x)] = E0

W [X0(x)] = Φ(x)

が従う. よって |Φ(x)| ≤ E0
W [e−

∫ t∧τ
0 (V (Bs)−E)ds]∥Φ∥∞と評価できる. この評価は, 例えばΦ(x)

の減衰の様子を調べるときに有用になる. 第 11.1節を見よ.

2.2 ベクトルポテンシャルとFeynman-Kac-Itô 公式

次元を d = 3としよう. ベクトルポテンシャル aとミニマル結合したHamiltonian の経路

積分表示を構成しよう. a = (a1, a2, a3), aj ∈ C∞
0 (Rd), をベクトルポテンシャルとする. ajは

もちろんR値である. V ∈ C∞
0 (Rd)とする. このとき L2(Rd) 上の作用素18

H(a, V ) =
1

2
(p− a)2 + V (2.3)

はD(−∆)上で自己共役になる.
18p = (−i∂x1 ,−i∂x2 ,−i∂x3).
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命題 2.5 (Feynman-Kac-Itô公式) a = (a1, a2, a3), aj ∈ C∞
0 (Rd), V ∈ C∞

0 (Rd)とする. こ

のとき

(f, e−tH(a,V )g) =

∫
Rd

dxExW
[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)dse−i

∫ t
0 a(Bs)◦dBs

]
. (2.4)

証明: Feynman-Kac公式の別証明と同様の方法で示す.

Zt = eXt , Xt = −i
∫ t

0

a(Bs) ◦ dBs −
∫ t

0

V (Bs)ds

とおき

(Qtf)(x) = ExW [Ztf(Bt)]

とする. Qt が対称な C0半群になることを示す. すぐに Qt → 1l(t → 0) は分かる. また,

x ∈ Rdごとに

QsQtf(x) = ExW
[
e−i

∫ s
0 a(Br)◦dBrEBs [f(Bt)e

−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBs ]

]
= ExW

[
e−i

∫ s
0 a(Br)◦dBrExW [f(Bs+t)e

−i
∫ s+t
s a(Br)◦dBr |FB

s ]
]

= Qs+tf(x).

これは命題 2.2の別証明と同様に L2空間上の等式として示すことができる. よって半群性が

示せた. 次に対称性を示す. B̃s = Bt−s −Btとすれば Bt
d
= B̃tなので

(f,Qtg) =

∫
R3

dxf(x)ExW
[
e−i

∫ t
0 a(B̃s)◦dB̃se−

∫ t
0 V (B̃s)g(B̃t)

]
= E0

[∫
R3

dxf(x)e−i
∫ t
0 a(x+B̃s)◦dB̃se−

∫ t
0 V (x+B̃s)g(x+ B̃t)

]
.

簡単のために

Ij =
1

2

(
a(x+ B̃tj/n) + a(x+ B̃t(j−1)/n)

)
(B̃tj/n − B̃t(j−1)/n)

とおく. このとき
∑n

j=1 Ij →
∫ t
0
a(x+ B̃s) ◦ dB̃s (n→ ∞) が L2(Ω) で成り立つ. ある部分列

(
∑n′

j=1 Ij)n′ は
∫ t
0
a(x + B̃s) ◦ dB̃sに a.s. に収束する. 改めて n′ を nとかく. x を y − B̃tに

変数変換すれば,

(f,Qtg) = lim
n→∞

E0
W

[∫
R3

dyf(y − B̃t)e
−i

∑n
j=1 Ĩje−

∫ t
0 V (y−B̃t−B̃s)g(y)

]
.
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ここで

Ĩj =
1

2

(
a(y − B̃t + B̃jt/n) + a(y − B̃t + B̃t(j−1)/n)

)
(B̃tj/n − B̃t(j−1)/n).

そうすると L2(Ω)の位相で

lim
n→∞

n∑
j=1

Ĩj = −
∫ t

0

a(y +Bs) ◦ dBs

となる. これは

(f,Qtg) =

∫
R3

dxExW
[
f(Bt)e

−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 V (Bs)ds

]
g(x) = (Qtf, g) (2.5)

を意味する. よって Qt は対称である. その結果Qtは, 対称なC0半群になるからQt = e−tK

となる自己共役作用素Kが一意的に存在する. Kを求めよう.

dXt = −ia · dBt −
i

2
(∇ · a)dt− V dt

なので

dZt = ZtdXt +
1

2
Zt(dXt)

2 = Zt

(
− i

2
(∇ · a)− 1

2
a · a− V

)
dt+ Zt(−ia) · dBt

が Itô の公式から従う. Yt = f(Bt)とおく. dYt = (1/2)∆fdt+∇f · dBt と積公式から

d(ZtYt) = Zt

(
− i

2
(∇ · a)dt− 1

2
(a · a)dt+ (−ia) · dBt − V dt

)
Yt

+ Zt

(
1

2
∆fdt+∇f · dBt

)
+ Zt(−ia) · ∇fdt

= −H(a, V )fZtdt+ Zt(∇f + (−ia)f) · dBt

が得られる. よって

(Qtf)(x)− f(x) =

∫ t

0

(QsH(a, V )f)(x)ds.

これから L2の意味で

s−lim
t→0

1

t
(Qtf − f) = −H(a, V )f

となることが Feynman-Kac公式の別証明と同様に示せるから K = H(a, V ). □

これはFeynman-Kac-Itôの公式といわれている. (2.4)はかなり広いクラスの (a, V )まで拡

張できる. 詳しくは第 3節を見よ.
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注意 2.6 (1) Feynman-Kac-Itô公式では被積分関数に e−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBsが現れ, 作用素 e−tH(a,V )

の自己共役性に反するような印象を受ける. しかし, e−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBs → e−

∫ t
0 a(Bs)◦dBsとしてし

まうと, Stの対称性がこわれる. これは, (p − A)2 = (−i∇− A)2 = −(∇− iA)2とみれば理

解できる.

(2) e−tHpと全く同様にして, e−tH(a,V )の積分核は形式的には

e−tH(a,V )(x, y) = Πt(x− y)ExW
[
e−i

∫ t
0 a(Bs)◦dBs−

∫ t
0 V (Bs)ds|Bt = y

]
で与えられる. 特に |e−tH(a,V )(x, y)| ≤ e−tHp(x, y)が各点ごとに成立していることがわかる.

2.3 スピン 1/2と spin-Feynman-Kac-Itô 公式

H(a, V )にスピン 1/2を導入しよう. 2× 2パウリ行列を

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]

とし, σ = (σ1, σ2, σ3)とおく. パウリ行列は

σµσν = i

3∑
λ=1

ϵλµνσλ

を満たす. ここで, ϵλµν は反対称な Levi-Cività テンソルで ϵ123 = 1である. σµは対称でト

レース=0の行列であり, 反正準交換関係

σiσj + σjσi = 2δijI2

を満たす. L2(R3;C2)上の作用素HS(a, V )を

HS(a, V ) =
1

2
(σ · (p− a))2 + V = H(a, V )− 1

2
σ · b (2.6)

で定義する. ここで b = ∇× aである. HS(a, V )もD(−∆)上で自己共役である.

さて, Lévy過程で e−tHS(a,V )の経路積分表示を構成しよう. そのためにスピン変数 θを導入

しよう. 2次加法群を

Z2 = Z/2Z = {−1,+1}
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とおく.

U : L2(R3;C2) ∋ f(x) =

[
f(x,+1)

f(x,−1)

]
7→ f(x, θ) ∈ L2(R3 × Z2) (2.7)

の対応関係で,

L2(R3;C2) ∼= L2(R3 × Z2) (2.8)

とみなす. HS(a, V )を行列で表示すれば

HS(a, V ) =

(
H(a, V )− 1

2
b3 −1

2
(b1 − ib2)

−1
2
(b1 + ib2) H(a, V ) + 1

2
b3

)

なので, L2(R3 × Z2)上では

(HS(a, V )f) (θ) =

(
H(a, V )− 1

2
θb3

)
f(θ)− 1

2
(b1 + i(−θ)b2)f(−θ), θ ∈ Z2, (2.9)

となる. そこで, (2.9)をHS(a, V )の定義として L2(R3 × Z2)上の自己共役作用素とみなす.

C2-値L2関数上の作用素がC-値L2関数上の作用素に見直せたことになる. さらに, スピンの

部分はかけ算作用素と見なすことができる. これはありがたい.

さて, (Nt)t≥0 を (Ωµ,Fµ, µ)上の intensity 1の Poisson過程とする.

θNt : Z2 × Ωµ → Z2, (θ, w) 7→ θ × (−1)Nt(w)

と定義する. 直積確率空間 (Ω × Ωµ,F × Fµ,W
x ⊗ µ)上の (x, (−1)α) ∈ R3 × Z2から出発す

るR3 × Z2-値確率過程を

ξ = (ξt)t≥0 = (Bt, θNt+α)t≥0

で定義する. Ex,αW×µ[f(ξ)] =
∫
Ω×Ωµ

f(ξ)dW x × dνとおく.

命題 2.7 (Spin-Feynman-Kac-Itô公式)∫ t

0

ds

∫
R3

Πs(x− y)

∣∣∣∣log 1

2

√
b1(y)2 + b2(y)2

∣∣∣∣ dy <∞ (2.10)

と仮定する. f, g ∈ L2(R3 × Z2)に対して, 次が成立する.

(f, e−tHS(a,V )g) = et
∑
α=1,2

∫
dxEx,αW×µ

[
f(ξ0)g(ξt)e

Zt

]
. (2.11)
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ここで

Zt = −
∫ t

0

(
V (Bs)−

1

2
b3(Bs)θNs

)
ds− i

∫ t

0

a(Bs) ◦ dBs +

∫ t+

0

W (Bs,−θNs−)dNs,

W (x,−θ) = log

(
1

2
(b1(x) + i(−θ)b2(x))

)
. (2.12)

そして
∫ t+
0

· · · dNsは Poisson過程 (Nt)t≥0に付随した counting測度による積分である.

証明: (2.10) は |Ex,αW×µ[
∫ t+
0
W (Bs,−θNs)dNs]| <∞を保証する.

Stg(x, θ) = Ex,αW×µ
[
eZtg(ξt)

]
とする. St は対称な C0 半群になることは補題 4.10で一般的な場合で示す. よって下から

有界な自己共役作用素 K が存在して St = e−tK とかける. 以下で Itôの公式をつかって

K = HS(a, V ) + 1を示そう. Itôの公式より

θNt − θN0 =

∫ +t

0

−2θNs−dNs (2.13)

に注意する. U(x, θ) = −(1/2)b3(x)θとおく. 再度 Itôの公式と (2.13)から

g(ξt)− g(ξ0) = g(Bt, θNt)− g(x, θN0)

=

∫ t

0

∇g(Bs, θNs) · dBs +
1

2

∫ t

0

∆g(Bs, θNs)ds+

∫ t+

0

(
g(Bs,−θNs−)− g(Bs, θNs−)

)
dNs,

と

eZt − 1 =

∫ t

0

eZs(−ia(Bs)) ◦ dBs +

∫ t

0

eZs(−V (Bs))ds+
1

2

∫ t

0

eZs(−ia(Bs))
2ds

+

∫ t

0

eZs
1

2
(−i∇ · a)(Bs)ds+

∫ t

0

eZs(−U(Bs, θNs))ds+

∫ t+

0

(
eZs−+W (Bs,−θNs− ) − eZs−

)
dNs
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が従う. これより

eZtg(Bt, θNt)− g(x, θ0)

=

∫ t

0

eZs

(
1

2
∆− ia(Bs) · ∇+

1

2
(−i∇ · a)(Bs)−

1

2
a(Bs)

2 − V (Bs)

)
g(Bs, θNs)ds︸ ︷︷ ︸

スピンのない部分

+

∫ t

0

eZs (∇g(Bs, θNs)− ia(Bs)g(Bs, θNs)) · dBs︸ ︷︷ ︸
Martingale の部分

+

∫ t

0

eZs(−U(Bs, θNs))g(Bs, θNs)ds︸ ︷︷ ︸
スピンの対角成分

+

∫ t+

0

eZs−
(
g(Bs,−θNs−)e

W (Bs,−θN−s
) − g(Bs, θNs−)

)
dNs︸ ︷︷ ︸

スピンの非対角成分

.

両辺の期待値をとれば Ex,αW×µ[e
Ztg(Bt, θNt)− g(x, θ0)] =

∫ t
0
Ex,αW×µ[G(s)]ds. ここで

G(s) = eZs

[
1

2
∆g(Bs, θNs)− ia(Bs) · (∇g)(Bs, θNs)

+

(
−1

2
a(Bs)

2 − V (Bs) +
1

2
(−i∇ · a)(Bs)− U(Bs, θNs)

)
g(Bs, θNs)

]
+ eZs−

(
g(Bs,−θNs−)e

W (Bs,−θNs− ) − g(Bs, θNs−)
)
, s > 0.

そして

G(0) =

(
1

2
∆− ia · ∇ − 1

2
(i∇ · a)− 1

2
a2 − V − U(·, θ)− 1l + eW (·,−θ)

)
g(x, θ)

= −(HS(a, V ) + 1l)g(x, θ).

よって

lim
t→0

1

t
(f, (St − 1l)g)＝ lim

t→0

1

t

∫ t

0

ds
∑
α=1,2

∫
R3

dxf(x, θα)Ex,α[G(s)]

=
∑
α=1,2

∫
R3

dxf̄(x, θα)Ex,α[G(0)]

= (f,−(HS(a, V ) + 1l)g).

となるから K = HS(a, V ) + 1lとなる.
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注意 2.8 経路積分表示 (2.12)に logが現れる直感的な理由は, 例えば

e−
∫ t
0 V (Bs)ds − 1 =

∫ t

0

e−
∫ r
0 V (Bs)ds(−V (Br))dr

の公式から−(1/2)∆ + V の生成される熱半群の経路積分表示 (2.2)が得られる.

e
∫ t+
0 W (Bs,−θNs− )dNs − 1 =

∫ t

0

e
∫ r+
0 W (Bs,−θNs− )dNs(eW (Br,−θNr− ) − 1)dNr (2.14)

から非対角成分が−eW (x,−θ) + 1という形の経路積分表示ができそうだ. 実際L2(R3 × Z2)上

の掛け算作用素である非対角成分−(1/2)(b1 + i(−θ)b2)を強引に−elog[(1/2)(b1+i(−θ)b2)]と表し
て得たのが命題 2.7である. また+1 は spin-Feynman-Kac-Itô 公式に現れる et と相殺する.

2.4 スペクトルゼータ関数

測度W xの下でB0 = x a.s. だから,

(e−tHpg)(x) = ExW [g(Bt)e
−

∫ t
0 V (Bs)ds]

が従う. これから, 部分シグマ代数 σ(Bt)で条件付き期待値をとれば

(e−tHpg)(x) = E0
W

[
E0
W [g(Bt + x)e−

∫ t
0 V (Bs+x)ds|σ(Bt)]

]
になる. E0

W [g(Bt + x)e−
∫ t
0 V (Bs+x)ds|σ(Bt)] は, σ(Bt)-可測なのでBtと, 適当なボレル可測関

数G : Rd → Rの合成関数として表せる19. よって

G(Bt) = E0
W [g(Bt + x)e−

∫ t
0 V (Bs+x)ds|σ(Bt)]

となる. このGをRanBtに制限した関数を

G(y) = E0
W [g(Bt + x)e−

∫ t
0 V (Bs+x)ds|Bt = y]

19X,Y, Z を可測空間とする. f : X → Y , g : X → Z が可測関数で, さらに f が σ(g)-可測であるとする.こ
のとき可測関数 h : Z → Y で f = h ◦ gとなるものが存在する.
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X Y

Z

f

g h

図 2: f が σ(g)可測ならば f = h ◦ g

と表す. そうするとBtの分布関数Πt(y)を使って

(e−tHpg)(x) = E0
W [G(Bt)] =

∫
Rd

Πt(y)G(y)dy

=

∫
Rd

Πt(y)g(y + x)E0
W

[
e−

∫ t
0 V (Bs+x)ds|Bt = y

]
dy

=

∫
Rd

Πt(y − x)E0
W

[
e−

∫ t
0 V (Bs+x)ds|Bt = y − x

]
g(y)dy

=

∫
Rd

Πt(y − x)ExW
[
e−

∫ t
0 V (Bs)ds|Bt = y

]
g(y)dy

となるので, e−tHpの積分核は形式的に

e−tHp(x, y) = Πt(y − x)ExW [e−
∫ t
0 V (Bs)ds|Bt = y] (2.15)

と表されることがわかる. ExW [e−
∫ t
0 V (Bs)ds|Bt = y]は形式的に時刻 0で x, 時刻 tで y にいる

Brown運動で条件付けた確率変数と見なすこともでき, EW [e−
∫ t
0 V (Bs)ds|B0 = x,Bt = y]と表

記する場合もある. さらに

Tre−tHp =

∫
Rd

e−tHp(x, x)dx =

∫
Rd

Πt(0)ExW [e−
∫ t
0 V (Bs)ds|Bt = x]dx

となる. σ(Hp) = {En}∞n=1 とすれば, そのスペクトルゼータ関数

ζHp(s) =
∞∑
n=1

1

Es
n
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はBrown運動を使って次のように表すことができる.

ζHp(s) = TrH−s
p

= Tr

(
1

Γ(s)

∫ ∞

0

ts−1e−tHpdt

)
=

1

Γ(s)

1

(2π)d/2

∫ ∞

0

ts−1−d/2dt

∫
Rd

ExW [e−
∫ t
0 V (Br)dr|Bt = x]dx.

ここで Γ(s)はガンマ関数である. 特に,

Hosc = −1

2
∆ +

1

2
x2 +

1

2

のスペクトルは σ(Hosc) = Nなのでリーマンゼータ関数は

ζ(s) =
1

Γ(s)

1

(2π)1/2

∫ ∞

0

ts−3/2e−t/2dt

∫
R
ExW [e−

1
2

∫ t
0 |Br|2dr|Bt = x]dx

となり, 例えば特殊値 ζ(2)は

ζ(2) =
π2

6
=

1

(2π)1/2

∫ ∞

0

t1/2e−t/2dt

∫
R
ExW [e−

1
2

∫ t
0 |Br|2dr|Bt = x]dx

と表すことができる.

3 経路積分表示

前章で述べた概略を一般化し厳密に述べることにする.

3.1 Bernstein関数と subordinator

Non-localな作用素である相対論的 Schrödinger 作用素√
(σ · (p− a))2 +m2 −m+ V (3.1)

の経路積分表示を構成したい. (3.1)は h2(a) =
1
2
(σ · (p− a))2 をもちいて√

2h2(a) +m2 −m+ V

と表せることに注意しよう. ここで関数 u 7→ f(u) =
√
2u+m2 −m は
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(1) f ∈ C∞((0,∞)),

(2) f(u) ≥ 0,

(3) (−1)n
dnf

dun
(x) ≤ 0, n ≥ 1,

を満たすことは容易に確かめられる. 一般に上記 (1) - (3) を満たす関数 f を Bernstein関数

という. Ψを任意のBernstein関数として次のような自己共役作用素が生成する熱半群の経路

積分表示を構成することを考える.

Ψ

(
1

2
(σ · (p− a))2

)
+ V. (3.2)

もちろん相対論的 Schrödinger作用素も含んでいる. 正確にBernstein関数の定義をあたえる.

定義 3.1 (Bernstein関数とB0)

B =

{
f ∈ C∞((0,∞))

∣∣∣∣ f(x) ≥ 0, (−1)n
(
dnf

dxn

)
(x) ≤ 0, ∀n ∈ N

}
とする. B に含まれる関数をBernstein関数という. 部分集合B0を次で定める.

B0 =

{
f ∈ B

∣∣∣∣ limu→0+
f(u) = 0

}
.

Bernstein関数は正の単調増加関数で上に凸な関数 (concave)である. B0の典型的な例は

(a) Ψ(u) = cuα, c ≥ 0, α ∈ (0, 1],

(b) Ψ(u) = 1− e−au, a ≥ 0.

特にΨ(u) = 1− e−auは本質的である. L をB(R \ {0})上の測度 λで次を満たすもの全体と

する.

(1) λ((−∞, 0)) = 0, (2)

∫
R\{0}

(y ∧ 1)λ(dy) <∞.

λ ∈ L は
∫
R\{0}(y

2 ∧ 1)λ(dy) <∞ を満たすので Lévy 測度の一種である.

命題 3.2 (Bernstein関数の特徴付け) Bernstein関数 Ψ ∈ B0 に対して, (b, λ) ∈ R+×L で

Ψ(u) = bu+

∫ ∞

0

(1− e−uy)λ(dy) (3.3)

を満たすものが存在する. 逆に, 任意の (b, λ) ∈ R+ × L に対して (3.3) の右辺は B0 に含ま

れる関数になる.
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例 3.3 例えば Ψ(u) = uα, 0 < α < 1はBernstein関数であり,次のように表示できる.

uα =
α

Γ(1− α)

∫ ∞

0

(1− e−uy)y−1−αdy.

つまり, uαに対応する Lévy 測度は λ(dy) =
α

Γ(1− α)
y−1−αdyになる.

定義 3.4 (Subordinator) 確率空間 (Ων ,Fν , ν)上の確率過程 (Tt)t≥0 が次を満たすとき

subordinator とよばれる.

(1) (Tt)t≥0 は ゼロから出発する 1次元 Lévy過程.

(2) t 7→ Tt は非減少 a.s.

Subordinatorはもちろん Lévy 過程なのでMarkov過程でもある. S を subordinator 全体の

集合とする. 次の命題は基本的である.

命題 3.5 (Subordinatorの特徴付け) (Ων ,Fν , ν)を確率空間とし, Ψ ∈ B0とする. このと

き (Tt)t≥0 ∈ S で次を満たすものが一意的に存在する.

Eν [e−uTt ] = e−tΨ(u). (3.4)

逆に (Tt)t≥0 ∈ S としよう. このときΨ ∈ B0で (3.4) を満たすものが存在する.

命題 3.2, 3.5 から次が従う.

命題 3.6 S , B0, R+ × Lは, お互いに同一視することができる.

S ⇐⇒ B0 ⇐⇒ R+ × L

(Tt)t≥0 ⇐⇒ Ψ ⇐⇒ (b, λ)

記号 TΨ
t ∈ S はΨ ∈ B0に対応する subordinatorを表すものとする. Eν [e−Ttu] = e−tΨ(u)を右

から左に読んで, uが Schrödinger 作用素 hと思えば e−tΨ(h)の経路積分表示はランダムな時

間 Ttを導入して, e−Tthの Ttに関する期待値をとることで実現できそうなことがわかる. 実

際, このアイデアで non-localな場合の Schrödinger 熱半群の経路積分表示が構成できる.
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3.2 一般化されたベクトルポテンシャル

ベクトルポテンシャル aに対して次の条件を導入する.

条件 3.7 a = (a1, ..., ad) の各成分 aµは実数値関数とする. 次の条件を導入する.

(A1) a ∈ (L2
loc(Rd))d.

(A2) a ∈ (L2
loc(Rd))d, ∇ · a ∈ L1

loc(Rd).

(A3) a ∈ (L4
loc(Rd))d, ∇ · a ∈ L2

loc(Rd).

(A4) d = 3, a ∈ (L4
loc(R3))3, ∇ · a ∈ L2

loc(R3) かつ ∇× a ∈ (L2
loc(R3))3.

条件 (A1)は Schrödinger 作用素H(a, V )を 2次形式で定義するのに必要な条件である. 条件

(A2)は Feynman-Kac-Itô公式のために必要になる. 条件 (A3)はH(a, V )を

H(a, V ) =
1

2
(p2 − p · a− a · p+ |a|2) + V

と定義するときに有用な条件である. 条件 (A4)はスピンをもつ Schrödinger 作用素HS(a, V )

を

HS(a, V ) =
1

2
(p2 − p · a− a · p+ |a|2) + V − 1

2
σ · (∇× a)

と定義するときに有用な条件である.

∂µ : D ′(Rd) → D ′(Rd) はシュワルツ超関数空間上の微分作用素とする. pµ = −i∂µ,

Dµ = pµ − aµ

とする. 2次形式 qを

q(f, g) =
3∑

µ=1

(Dµf,Dµg) (3.5)

で定義し, その定義域を

Q(q) =
{
f ∈ L2(Rd) |Dµf ∈ L2(Rd), µ = 1, ..., d

}
とする.
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定義 3.8 (h(a)の定義) 2次形式 q は非負な閉 2次形式なので, 次を満たす自己共役作用素

h(a) がただ一つ存在する [RS80, p. 276].

(h(a)f, g) = q(f, g), f ∈ D(h(a)), g ∈ Q(q). (3.6)

さらに h(a)の定義域は

D(h(a)) =
{
f ∈ Q(q) | q(f, ·) ∈ L2(Rd)

′
}

で与えられる.

3.3 確率積分の拡張

一般化された Schrödinger 作用素の経路積分を得るために確率積分を一般化する. 特に被

積分関数 f が E0
W

[∫ t
0
∥f(Bs)∥2ds

]
<∞とならない場合を考察する.

f を Cd-値ボレル可測関数で次を満たすものとする.

E0
W

[∫ t

0

|f(Bs)|2ds
]
<∞. (3.7)

このとき確率積分
∫ t
0
f(Bs) · dBs はMartingaleとして定義され, 等式

E0
W

[∣∣∣∣∫ t

0

f(Bs) · dBs

∣∣∣∣2
]
= E0

W

[∫ t

0

|f(Bs)|2ds
]

を満たすことは既に述べた. しかしながら条件 (3.7) のベクトルポテンシャル a は, いつでも

条件 E0
W [
∫ t
0
|a(Bs)|2ds] < ∞を満たすとは限らない. そこで確率積分を拡張する必要がある.

関数のクラスを定義する. 以下の (1)-(3)を満たす関数全体を M̂(0, T )と表す.

(1) f : R+ × Ω → Rd は (B(R+)×F)/B(Rd)可測.

(2) f(t, ·)はFt可測 (0 ≤ t ≤ T ).

(3) W
(∫ t

0
|f(Bs)|2ds <∞

)
= 1.

(L2
loc(Rd))d ⊂ M̂(0, T )である. f ∈ M̂(0, T )に対して

Rn(w) = n ∧ inf

{
t ≥ 0

∣∣∣∣∫ t

0

|f(Bs(w))|2ds ≥ n

}
(3.8)
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はFB
t に関する停止時刻の列である. ただし,

∫∞
0

|f(Bs(w))|2ds < nとなる時は

inf

{
t ≥ 0

∣∣∣∣∫ t

0

|f(Bs(w))|2ds ≥ n

}
= ∞

とする. fn(s, w) = f(Bs(w))1l{Rn(w)>s} とすれば
∫∞
0

|fn(s, w)|2ds =
∫ Rn

0
|fn(Bs)|2ds ≤ nを

満たす. 特に E0
W

[∫ t
0
|fn|2ds

]
<∞ なので確率積分

∫ t
0
fn · dBs が定義される.

補題 3.9 Rmは (3.8)で与えられるとする. m < nのとき∫ t∧Rm

0

fn(s, w) · dBs =

∫ t

0

fm(s, w) · dBs (3.9)

が成立する.

定義 3.10 (確率積分) f ∈ M̂(0, T )と仮定する. このとき∫ t

0

f(Bs) · dBs =

∫ t

0

fn(s, w) · dBs, 0 ≤ t ≤ Rn (3.10)

と定める.

この定義は (3.9)と整合している. この拡張された確率積分をもちいて一般的な特異性の高い

a ∈
(
L2
loc(Rd)

)dに対して e−th(a) の経路積分表示が得られる.

3.4 一般化されたFeynman-Kac-Itô公式

この章では, 一般化された Schrödinger 作用素を定義し, その経路積分表示を構成する. は

じめに h(a)の自己共役性について知られている事実を羅列する.

命題 3.11 Ψ ∈ B0として次が示せる.

(1) 条件 (A1) を仮定する. このときC∞
0 (Rd) は 2次形式 qの芯である.

(2) 条件 (A3) を仮定する. このとき C∞
0 (Rd) は作用素 h(a)の芯である.

(3) 条件 (A1) を仮定する. このときC∞
0 (Rd) は 2次形式としてのΨ(h(a))の芯である.

(4) 条件 (A3) を仮定する. このとき C∞
0 (Rd) はΨ(h(a))の芯である.
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一般化されたベクトルポテンシャル aを持った Schrödinger 作用素 h(a)については次の命題

が従う.

命題 3.12 (Feynman-Kac-Itô公式) 条件 (A2) を仮定する. このとき次が成り立つ

(f, e−th(a)g) =

∫
R3

dxExW
[
f(B0)g(Bt)e

−i
∫ t
0 a(Bs)◦dBs

]
. (3.11)

ここで
∫ t
0
a(Bs) ◦ dBsの確率積分は定義 3.10 の意味.

証明: 例えば [HIL12, Lemma 3.71,Theorem 3.73]を参照せよ. □

定義 3.13 (一般化された Schrödinger 作用素) 条件 (A1)を仮定する. Ψ ∈ B0で V が有界

のとき

hΨ(a, V ) = Ψ(h(a)) + V (3.12)

を一般化された Schrödinger 作用素という.

Schrödinger 作用素 hΨ(a, V )が作る熱半群の経路積分表示を考える. アイデアは subordinator

を利用するところにある.

定理 3.14 (一般化された Feynman-Kac-Itô 公式) Ψ ∈ B0, V ∈ L∞(Rd)とし, 条件 (A2)

を仮定する. このとき次が成り立つ.

(f, e−th
Ψ(a,V )g) =

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTΨ

t
)e−i

∫ TΨ
t

0 a(Bs)◦dBse
−

∫ t
0 V (B

TΨ
s
)ds

]
. (3.13)

証明: 記号を簡単にするために TΨ を T と書くことにする.

(Step 1) V = 0とする. このとき次が成立する.

(f, e−tΨ(h(a))g) =

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBs

]
. (3.14)

証明: Eu を自己共役作用素 h(a)のスペクトル射影作用素としよう. このとき

(f, e−tΨ(h(a))g) =

∫
σ(h(a))

e−tΨ(u)d(f, Eug). (3.15)

ここに恒等式 E0
ν [e

−uTt ] = e−tΨ(u) を代入すれば

(f, e−tΨ(h(a))g) = E0
ν

[
(f, e−Tth(a)g)

]
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をえるので, Feynman-Kac-Itô 公式により

(f, e−tΨ(h(a))g) = E0
ν

[∫
Rd

dxExW
[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBs

]]
がわかる. よって (3.14) が従う.

(Step 2) 0 = t0 < t1 < · · · < tn, f0, fn ∈ L2(Rd) とする. また fj ∈ L∞(Rd), j = 1, ..., n, と

する. このとき次が成り立つ.(
f0,

n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Ψ(h(a))fj

)
=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)

(
n∏
j=1

fj(BTtj
)

)
e−i

∫ Tt
0 a(Bs)◦dBs

]
. (3.16)

証明: 簡単にGj(·) = fj(·)
(∏n

i=j+1 e
−(ti−ti−1)Ψ(h(a))fi

)
(·)と書く. (Step 1) により左辺は∫

Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1−t0
0 a(Bs)◦dBsG1(BTt1−t0

)

]
とあらわせる. FB

t = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t), Fν
t = σ(Ts, 0 ≤ s ≤ t)とする. Bt のMarkov性から(

f0,
n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Ψ(h(a))fj

)

=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBsE0

νE
BTt1
W

[
f1(B0)e

−i
∫ Tt2−t1
0 a(Bs)◦dBsG2(BTt2−t1

)

]]
=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBs

E0
ν

[
E0
W

[
f1(BTt1

)e
−i

∫ Tt2−t1
+Tt1

Tt1
a(Bs)◦dBs

G2(BTt1+Tt2−t1
)

∣∣∣∣FB
Tt1

]]]
.

が従う. その結果(
f0,

n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Ψ(h(a))fj

)

=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBsE0

ν

[
f1(BTt1

)e
−i

∫ Tt2−t1
+Tt1

Tt1
a(Bs)◦dBs

G2(BTt1+Tt2−t1
)

]]
となる. また右辺は∫

Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBsf1(BTt1

)ETt1ν

[
e−i

∫ Tt2−t1
0 a(Bs)◦dBsG2(BTt2−t1

)

]]
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と書けるから, Tt のMarkov性を使うと(
f0,

n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Ψ(h(a))fj

)

=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBsf1(BTt1

)E0
ν

[
e
−i

∫ Tt2
Tt1

a(Bs)◦dBs
G2(BTt2

)

∣∣∣∣Fν
t1

]]
=

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f0(B0)e

−i
∫ Tt1
0 a(Bs)◦dBsf1(BTt1

)e
−i

∫ Tt2
Tt1

a(Bs)◦dBs
G2(BTt2

)

]
となる. これを繰り返せば (3.16)が従う.

(Step 3) 0 ̸= V ∈ L∞ で連続と仮定する. このとき (3.13)が成り立つ.

証明: トロッタ積公式より

(f, e−th
Ψ(a,V )g) = lim

n→∞
(f, (e−(t/n)Ψ(h(a))e−(t/n)V )ng)

となるので, (Step 2) から

(f, e−th
Ψ(a,V )g) = lim

n→∞

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse

−
∑n

j=1(t/n)V (BTtj/n
)
]

となる. ここで s 7→ BTs(τ)(w) は càdlàg パス20 をもつこと, V (BTs(τ)(w)) は s ∈ [0, t] につい

て連続であること（ただし高々有限個の点を除いて）を用いれば
n∑
j=1

t

n
V (BTtj/n) →

∫ t

0

V (BTs)ds (n→ ∞)

が各パスごとに成立するので (3.13)が成立する.

(Step 4) V ∈ L∞と仮定する. このとき (3.13)が成立する.

証明: Vn = ϕ(x/n)(V ∗ jn)とおく. ここで jn = ndϕ(xn) は ϕ ∈ C∞
0 (Rd), 0 ≤ ϕ ≤ 1,∫

ϕ(x)dx = 1, ϕ(0) = 1である. このときVnは有界連続関数で,さらにVn(x) → V (x)(n→ ∞)

が x ̸∈ N に対して成り立つ. ここでN のルベーグ測度はゼロである. よってほとんど至る

ところの (w, τ) ∈ Ω×Ωµに対して, {t ∈ [0,∞) |BTt(τ)(w) ∈ N } のルベーグ測度はゼロであ
る. その結果 ∫

Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 Vn(BTs )ds

]
→
∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 V (BTs )ds

]
.

20右連続で左極限が存在するパス.
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一方Ψ(h(a)) + Vn が Ψ(h(a)) + V に共通定義域 D(Ψ(h(a)))上で強収束するので,

e−t(Ψ(h(a))+Vn) → e−t(Ψ(h(a))+V ) (強収束)

がわかる. 故に (3.13)が従う. □

定理 3.14から次のいくつかの系が従う.

系 3.15 (双極不等式) Ψ ∈ B0, V ∈ L∞(Rd) とし条件 (A2) を仮定する. このとき次が成り

立つ:

|(f, e−thΨ(a,V )g)| ≤ (|f |, e−t(hΨ(0,V ))|g|).

特に infσ
(
hΨ(0, V )

)
≤ infσ

(
hΨ(a, V )

)
が成り立つ.

証明: 定理 3.14 から

|(f, e−thΨ(a,V )g)| ≤
∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
|f(B0)||g(BTΨ

t
)|e−

∫ t
0 V (B

TΨ
s
)ds
]

なので系が従う. □

次に一般的な外場ポテンシャル V を持った Schrödinger 熱半群の経路積分表示を考えよう.

定義 3.16 一般にQ(T ) ⊃ Q(S)で T (f, f) ≤ aS(f, f) + b∥f ||2 が任意の f ∈ Q(S)で成り立

つとき, T は Sに 2次形式の意味で相対有界といい, aの下限を同様に相対閾値という.

系 3.17 条件 (A2) を仮定する.

(1) |V | はΨ(h(0))に 2次形式の意味で相対有界でその相対閾値を bとする. このとき, |V |
はΨ(h(a)) に対しても 2次形式の意味で相対有界でその相対閾値は bを超えない.

(2) |V | はΨ(h(0))に相対有界でその相対閾値を bとする. このとき, |V | はΨ(h(a)) に対し

ても相対有界でその相対閾値は bを超えない.

証明: 証明はもっと一般的な場合に系 4.13で与える. □

系 3.18 (1) 条件 (A2) を仮定し V はΨ(h(0)) に相対有界でその相対閾値は 1より真に小

さいとする. このとき hΨ(a, V ) はD(Ψ(h(a)))上で自己共役で下から有界である. さら

にΨ(h(a))の任意の芯上で本質的自己共役である.
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(2) さらに条件 (A3)を仮定する. このときC∞
0 (Rd) は hΨ(a, V )の芯である.

証明: (1) 系 3.17の (2)より, V はΨ(h(a)) に相対有界でその相対閾値は 1より真に小さいか

ら, (1)はKato-Rellichの定理 [RS75, p.162]から従う. (2) は命題 3.11から従う. □

系 3.17 からΨ(h(a))+V が 2次形式の意味で定義されることがわかる. V = V+ −V− とし,

V− は 2次形式の意味でΨ(h(0)) に相対有界で相対閾値は 1より真に小さいならば, Ψ(h(a))

にも相対有界でその相対閾値も真に 1より小さい. さらに V+ ∈ L1
loc(Rd)を仮定する. 条件

(A1)の下, Q(Ψ(h(a))) ∩Q(V+) は稠密であることがわかる. 2次形式を次で定義する.

q(f, f) = (Ψ(h(a))1/2f,Ψ(h(a))1/2f) + (V
1/2
+ f, V

1/2
+ f)− (V

1/2
− f, V

1/2
− f), (3.17)

定義域はQ(Ψ(h(a))) ∩Q(V+). KLMN 定理 [RS75, p.167]から q は下から有界な閉 2次形式

である. この 2次形式に対応する一意的な自己共役作用素を

Ψ(h(a)) +̇ V+ −̇ V− (3.18)

で表す. このように一般的な V に対して定義された Schrödinger 作用素に対してもFeynman-

Kac 公式は成立する. 結果だけを述べよう.

定理 3.19 条件 (A2)を仮定する. V = V+ − V− は V+ ∈ L1
loc(Rd) で V− はΨ(−∆/2) に関し

て 2次形式の意味で相対有界でその相対閾値が 1より真に小さいとする. このとき定理 3.14

で与えられた経路積分表示が (3.18)対しても成り立つ.

3.5 相対論的Schrödinger 作用素の経路積分表示

相対論的 Schrödinger 作用素を考えよう.

hrel(a, V ) =
√

(p− a)2 +m2 −m+ V, (3.19)

hrel(0, V ) =
√
−∆+m2 −m+ V. (3.20)

これは, hΨ(a, V )の特別なものであるから, 前章の一般論の帰結として次がいえる.

定理 3.20 (相対論的 Schrödinger 作用素のFeynman-Kac-Itô 公式)

(1) 条件 (A3)を仮定し, V が
√
−∆+m2に相対有界でその相対閾値が真に 1より小さいと

き hrel(a, V )はC∞
0 (R3)上で本質的自己共役である.
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(2) 条件 (A2) を仮定し V− は
√
−∆+m2 に 2次形式の意味で相対有界でその相対閾値は

真に 1より小さく, V+ ∈ L1
loc(R3)とする. このとき hrel(a, V )を (3.18)で定義すると

(f, e−threl(a,V )g) =

∫
Rd

dxEx,0P×ν

[
f(B0)g(BTΨ

t
)e−i

∫ TΨ
t

0 a(Bs)◦dBse
−

∫ t
0 V (B

TΨ
s
)ds

]
(3.21)

が成立する. ここで TΨ
t はΨ(u) =

√
2u+m2 −mに対応した subordinatorで, 具体的

には, Bs +msの到達時刻 TΨ
t = inf{s > 0|Bs +ms = t}で与えられる.

定理 3.20より次のエネルギー不等式をえる.

系 3.21 (双極不等式) 定理 3.20の条件を仮定する. このとき

|(f, e−threl(a,V )g)| ≤ (|f |, e−threl(0,V )|g|).

特に infσ(hrel(0, V )) ≤ infσ(hrel(a, V ))が成立する.

3.6 Lieb-Thirring 不等式

Lieb-Thirring 不等式は Schrödinger 作用素−1
2
∆+ V の非正の固有値の総数及びモメント

の上からの評価はを与える [Lie76, Lie80]. d ≥ 3として, −1
2
∆+ V の非正な固有値の総数を

N とすれば Lieb-Thirring 不等式は

N ≤ ad

∫
Rd

|V−(x)|d/2dx (3.22)

となる. ここで, adは次元にのみよる定数で, V−は V の負の部分である. これは, 形式的な議

論から導かれる等式

N =
1

(2π)d

∫
Rd×Rd

1l{(p,x)||p|2+V (x)≤0}dpdx (3.23)

から予想される. 実際, (3.23)の右辺は

1

(2π)d
σ(Sd−1)

d

∫
Rd

|V−(x)|d/2dx

となる. 相対論的Schrödinger作用素に対するLieb-Thirring不等式は [Dau83]はで与えられて

いる. さらに, [HL12]では一般的なSchrödinger作用素Ψ(−∆/2)+V , Ψ ∈ B0のLieb-Thirring

不等式 が Feynman-Kac 公式を用いて与えられている. 結果のみ述べる. Ψ(−∆/2) + V の非

正な固有値の総数を NΨとする.
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定理 3.22 次を仮定する.

(1) V は連続で非正.

(2) ∥(Ψ(−∆/2) + λ)−1/2|V |1/2∥ < 1が十分大きな λ > 0で成り立つ.

(3) (Ψ(−∆/2) + λ)−1/2|V |1/2は全ての λ > 0でコンパクト作用素.

(4) Tr
[
(|V |1/2Ψ(−∆/2) + λ)−1|V |1/2)n

]
<∞ が十分大きな nで成り立つ.

このとき

NΨ ≤ 1

F (1)

∫ ∞

0

ds

s
G(s)

∫
Rd

1l{|V (x)|>0}Q
Ψ(s, x)dx.

ここで

QΨ(s, x) = (2π)−d
∫
Rd

e−sΨ(|ξ|2/2)/|V (x)|dξ

で F とGは

F (x) = x

∫ ∞

0

e−yg(xy)dy, G(x) = xg(x)

を満たす任意の関数で, さらに, Gは下に凸な関数 (convex)である.

証明: [HL12, Theorem 3.7]を参照せよ. □

例 3.23 Ψ(u) = (2u+m2/α)α/2とする. このとき

m = 0 NΨ ≤ a′d

∫
Rd

|V (x)|d/αdx, (3.24)

m ̸= 0 NΨ ≤ a′′d

∫
Rd

|V (x)|d/αdx+ a′′′d

∫
Rd

|V (x)|d/2dx. (3.25)

証明は [HL12, Section 4.3]をみよ.

例 3.24 Ψ(u) は単調増加で, Ψ(au) = aγΨ(u), γ > 0, とする. このとき

NΨ ≤ Ad

∫
Rd

(Ψ−1(|V (x)|))d/2dx. (3.26)

証明は [HL12, Corollary 3.9]をみよ.
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4 スピンを含む経路積分表示

4.1 スピン 1/2

スピン 1/2をもった Schrödinger 作用素は形式的に L2(R3;C2)上に次で定義される.

1

2
(σ · (p− a))2. (4.1)

これを前章と同様に 2次形式で一般的に定義しよう. 2次形式 q2を次で定める.

q2(f, g) =
3∑

µ=1

(σµDµf, σµDµg). (4.2)

定義域は

Q(q2) = {f ∈ L2(R3;C2) |σµDµf ∈ L2(R3;C2), µ = 1, 2, 3}.

定義 4.1 (h2(a)の定義) 2次形式 q2 は非負な閉 2次形式になるので, 次を満たす自己共役作

用素 h2(a) がただ一つ存在する.

(h2(a)f, g) = q2(f, g), f ∈ D(h2(a)), g ∈ Q(q2). (4.3)

ここで

D(h2(a)) =
{
f ∈ Q(q2) | q2(f, ·) ∈ L2(R3;C2)′

}
. (4.4)

命題 4.2 Ψ ∈ B0としよう.

(1) 条件 (A1) を仮定する. d = 3のときC2 ⊗ C∞
0 (R3) は h2(a)の 2次形式の意味での芯で

ある.

(2) 条件 (A4) を仮定する. このとき C2 ⊗ C∞
0 (R3) は h2(a)の芯である.

(3) 条件 (A1) を仮定する. d = 3のときC2 ⊗C∞
0 (R3) はΨ(h2(a))の 2次形式の意味での芯

である.

(4) 条件 (A4)を仮定する. このとき C2 ⊗ C∞
0 (R3) はΨ(h2(a))の芯である.
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第 2-3節で示したように h2(a)はベクトル値関数空間上に作用する自己共役作用素なので, 例

えば h2(a)+ V が生成する熱半群の経路積分表示をトロッタ積公式を用いて直接求めても, 積

分核はもちろん 2× 2行列の無限積のようなものになり, あまり興味がわかない. 経路積分表

示のために h2(a) をL2(R3 × Z2)上の作用素へユニタリー変換する. L2(R3 × Z2)上に作用す

る作用素 hZ2を次で定める.

(hZ2f)(x, θ) = (hf)(x, θ)− 1

2
θb3(x)f(x, θ)−

1

2

(
b1(x)− iθb2(x)

)
f(x,−θ). (4.5)

ここで (b1, b2, b3) = ∇× a. 可閉作用素 hZ2⌈C2⊗C∞
0 (R3) の閉拡大も同じ記号で書くことにする.

命題 4.3 (ユニタリー同値性) 条件 (A4)を仮定する. このとき hZ2 は ℓ2(Z2) ⊗ D(h)上で自

己共役作用素で ℓ2(Z2)⊗ C∞
0 (R3)上で本質的自己共役作用素になる. さらに

Uh2(a)U−1 = hZ2 (4.6)

が従う. ここで, U : L2(R3 × Z2) → C2 ⊗ L2(R3) は (2.7)で与えられている.

証明: Uh2(a)U−1 = hZ2 が ℓ2(Z2)⊗C∞
0 (R3)上で成立することはわかる. U は ℓ2(Z2)⊗C∞

0 (R3)

を C2⊗C∞
0 (R3)へうつし, C2⊗C∞

0 (R3)はh2(a)の作用素としての芯なのでUh2(a)U−1 = hZ2

が成立する. □

以降 hZ2を混乱のない限り h2(a)と書くことにする.

4.2 一般化されたスピン

自己共役作用素 h2(a) を 3次元から d次元へ, また Z2 → Zpへ一般化する. Zp を 1の原始

p乗根の集合とする.

Zp = {θ(p)1 , ..., θ(p)p }. (4.7)

ここで

θ(p)α = exp

(
2πi

α

p

)
, α ∈ N.

以下で p ≥ 2を固定し θ
(p)
β を簡単に θβ と書くことにする. ℓ2(Zp) = {f : Zp → C} にスカ

ラー積

(f, g)ℓ2(Zp) =

p∑
β=1

f(θβ)g(θβ)

を導入する. スピン Zpをもった Schrödinger 作用素 を定義しよう. 始めに対角部分 U と非

対角部分 Uβ, β = 1, ..., p− 1, を定義する.
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定義 4.4 (一般化されたスピン作用素)

(1) (対角部分) U : Rd × Zp → R は maxθ∈Zp |U(x, θ)| が−∆/2に相対有界な掛け算作用素

とする.

(2) (非対角部分) Wβ : Rd ×Zp → C, 1 ≤ β ≤ p− 1, はmaxθ∈Zp |Wβ(x, θ)| が−∆/2に相対

有界となる掛け算作用素とする. Uβ : Rd × Zp → C を次で定める.

Uβ(x, θα) =
1

2

(
Wβ(x, θα+β) +Wp−β(x, θα)

)
, α = 1, ..., p, β = 1, ..., p− 1. (4.8)

(3) (一般化されたスピン作用素) M : L2(Rd × Zp) → L2(Rd × Zp),

M = M(U,U1, · · · , Up−1) : f(x, θα) 7→ U(x, θα)f(x, θα) +

p−1∑
β=1

Uβ(x, θα)f(x, θα+β)

(4.9)

を一般化されたスピン作用素とよぶ.

以下で

uβ(x) =


maxθ∈Zp |U(x, θ)| if β = p,

maxθ∈Zp |Uβ(x, θ)| if 1 ≤ β ≤ p− 1

(4.10)

とおく. 明らかに

∥uβf∥ ≤ cβ∥ −∆/2f∥+ bβ∥f∥, β = 1, ..., p, f ∈ D(−∆/2), (4.11)

となる cβ > 0 と bβ ≥ 0 が存在する.

例 4.5 (スピン 1/2) d = 3, p = 2としてW1(x, θ) = −1
2
(b1(x) + iθb2(x)), θ ∈ Z2 と定めれ

ば θ1 = −1, θ2 = 1 となり, また (4.8) から非対角部分は

U1(x, θ) =
1

2
(W1(x, θθ1) +W1(x, θ)), θ ∈ Z2

がわかる. また W1(x, θθ1) = −1
2
(b1(x) − iθb2(x)) = W1(x, θ) となるので非対角部分は

U1(x, θ) = −1
2
(b1(x) − iθb2(x))となる. 一方で対角部分は U(x, θ) = −1

2
θb3(x)である. こ

れはまさに (4.5)で与えたものに他ならない.
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定義 4.6 条件 (A1)を仮定する. h(a) は (3.6)で定義された Schrödinger 作用素, Mは (4.9)

で定義された一般化されたスピン作用素. このとき

hp = hp(a, U, U1, · · · , Up−1) = 1l⊗ h(a) +M (4.12)

とおく.

形式的に hpは

(hpf)(x, θα) =

(
1

2
(p− a(x))2 + U(x, θα)

)
f(x, θα) +

p−1∑
β=1

Uβ(x, θα)f(x, θα+β) (4.13)

となる. 以下では U , Uβ を一つ固定する.

定理 4.7 条件 (A2)を仮定する.
∑p

β=1 cβ < 1としよう. ここで cβ は (4.11)で与えられる

定数である. このとき hp(a, U, U1, · · · , Up−1) は ℓ2(Zp) ⊗ D(h)上で自己共役 で下から有界

である. さらに 1l ⊗ h(a)の任意の芯上で本質的自己共役 である. 特に ℓ2(Zp) ⊗ C∞
0 (Rd) は

hp(a, U, U1, · · · , Up−1)の芯である.

証明:

p∑
α=1

g(x, θα)

(
p−1∑
β=1

Wβ(x, θα+β)f(x, θα+β)

)
=

p∑
γ=1

(
p−1∑
β=1

Wp−β(x, θγ)g(x, θγ+β)

)
f(x, θγ)

なので,

(g(x, ·),Mf(x, ·))ℓ2(Zp) = (Mg(x, ·), f(x, ·))ℓ2(Zp)

が従い, M は対称になる. そのノルムは ∥Mf∥ ≤
∑p

β=1 ∥(1l⊗ uβ)f∥ のように評価できるか
ら h0 = −∆/2, E > 0とおいて ∥uβ(h(a) + E)−1g∥ ≤ ∥uβ(h0 + E)−1|g|∥ から21

∥Mf∥ ≤
p∑

β=1

∥uβ(h0 + E)−1∥∥1l⊗ (h(a) + E)f∥ ≤
p∑

β=1

cβ∥(1l⊗ h(a))f∥+ b∥f∥

が従う. 故にKato-Rellich の定理 [RS75, p.162] より定理が従う. □

21この不等式は Feynman-Kac 公式から導かれるため, 条件 (A2)が必要になる. (4.35)を見よ.
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定義 4.8 (一般化された Schrödinger 作用素) 条件 (A2)と
∑p

β=1 cβ < 1を仮定する. Mは

(4.9)の一般化されたスピン, Ψ ∈ B0 とし

hp(a, U, U1, · · · , Up−1) = hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− Ep

とおく. ここで Ep = infσ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1)). このとき

hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V ) = Ψ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)

)
+ V (4.14)

を一般化された Schrödinger 作用素という.

ΨはR+上で定義された関数なのでΨ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1))は一般に定義されない. そこで

Ψ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)

)
とした.

命題 4.9 条件 (A2) を仮定し
∑p

β=1 cβ < 1とする. もしΨ ∈ B0ならば, ℓ2(Zp)⊗C∞
0 (Rd) は

Ψ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1))の芯である.

証明: hp(a, U, U1, · · · , Up−1) は ℓ2(Zp)⊗C∞
0 (Rd)上で本質的自己共役なので, この命題は命題

3.11と同様に示せる. □

4.3 一般化された spin-Feynman-Kac-Itô公式

ここでは hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V )が生成する熱半群 e−th
Ψ
p (a,U,U1,··· ,Up−1,V ) の経路積分表示

を構成する. そのために p− 1個の独立な Poisson過程を用意する. (Nβ
t )t≥0, β = 1, ..., p− 1,

は (Ωµ,Fµ, µ)上の p− 1個の独立な intensity１をもつ Poisson過程とする. 即ち

µ(Nβ
t = n) =

tn

n!
e−t.

さらに, Lévy 過程 (Nt)t≥0 を

Nt =

p−1∑
β=1

βNβ
t (4.15)

によって定める. FN
t = σ(Ns, s ≤ t) とする. このときNt はFN

t に関してMarkov過程であ

る. Eµ[f(Nt+α)] をEαµ[f(Nt)]と書こう. また dNβ
s を (Nβ

t )t≥0に付随した counting測度とす

れば ∫ w+

v

g(Ns−)dN
β
s =

∫
(v,w]

g(Ns−)dN
β
s =

∑
v<r≤w

N
β
r+ ̸=N

β
r−

g(Nr−) (4.16)
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となる. νβ を (Nβ
t )t≥0に付随した Lévy測度とする. Ñβ(dsdz) = Nβ(dsdz) − dsνβ(dz)のと

きXt =
∫
U

∫ t
0
· · · Ñβ(dsdz), t ≥ 0, はMartingaleなので, Eµ [Xt] = 0. よって

Eµ
[∫

R\{0}

∫ t

0

· · ·Nβ(dsdz)

]
= Eµ

[∫
R\{0}

∫ t

0

· · · dsνβ(dz)
]

= Eµ
[∫ t

0

· · · dsνβ(R \ {0})
]
= Eµ

[∫ t

0

· · · ds
]

なので

Eµ
[∫ w+

v

g(Ns−)dN
β
s

]
= Eµ

[∫ w

v

g(Ns)ds

]
がわかる.

補題 4.10
∑p

β=1 cβ < 1とする. 条件 (A2) を仮定し∫ t

0

ds

∫
Rd

dy
e−|x−y|2/(2s)

(2πs)d/2
| log uβ(y)| <∞, β = 1, ..., p− 1, (4.17)

としよう. このとき

(f, e−thp(a,U,U1,··· ,Up−1)g) = e(p−1)t

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,αW×µ

[
f(B0, θN0)g(Bt, θNt)e

S
]

(4.18)

が従う. ただしS = Sa + SSで,

Sa = −i
∫ t

0

a(Bs) ◦ dBs,

SS = −
∫ t

0

U(Bs, θNs)ds+

p−1∑
β=1

∫ t+

0

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s .

ここで log z は主値をとるものと約束する.

証明: (Step 1) U(x, θα) と Uβ(x, θα) が連続であると仮定する. さらに a ∈ (C∞
0 (Rd))dとしよ

う. (4.17)から

Ex,αW×µ

[∫ t+

0

| log(−Uβ(Bs, θNs−))|dNβ
s

]
≤
∫ t

0

ds

∫
Rd

e−|x−y|2/(2s)

(2πs)d/2
| log uβ(y)| <∞

が従うので ∫ t+

0

| log(−Uβ(Bs, θNs−))|dNβ
s <∞ (4.19)
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がいえる. 等式 ∫
Ωµ

exp

(
p−1∑
β=1

rβN
β
t

)
dµ = exp

(
p−1∑
β=1

(erβ − 1)

)

と |cSS| ≤ c∥up∥∞t+ | log ∥uβ∥c∞|Nβ
t の評価から

∣∣Ex,αW×µ[e
cSS ]
∣∣ ≤ exp

(
t

(
c∥up∥∞ +

p−1∑
β=1

(∥uβ∥c∞ − 1)

))
. (4.20)

ここで uβ は (4.10)で与えられる.

Z[v,w] = −i
∫ w

v

a(Bs) ◦ dBs −
∫ w

v

U(Bs, θNs)ds+

p−1∑
β=1

∫ w+

v

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s

とすれば

Stg(x, θα) = Ex,αW×µ
[
eZ[0,t]g(Bt, θNt)

]
と表せる. g ∈ ℓ2(Zp)⊗ C∞

0 (Rd)とする. シュワルツの不等式から

∥Stg∥2 ≤ exp

(
t

(
2∥up∥∞ +

p−1∑
β=1

(∥uβ∥2∞ − 1)

))
∥g∥2

をえる. よって St は有界作用素であることがわかる. 次に St, t ≥ 0 が対称な C0半群であ

り, その生成子が−(hp(a, U, U1, · · · , Up−1) + p− 1)となることを示そう. 即ち (1) S0 = 1l, (2)

SsSt = Ss+t, (3) t 7→ Stg は連続, (4) lim
t→0

1

t
(Stg − g) = −(hp(a, U, U1, · · · , Up−1) + (p − 1))g.

(1)は自明. (2) を示そう.

StSsg(x, θα) = Ex,αW×µ

[
eZ[0,t]EBt,Nt

W×µ
[
eZ[0,s]g(Bs, θNs)

]]
(4.21)

に注意する. Brown運動のMarkov性から

(4.21) = Ex,αW×µ

[
eZ[0,t] exp

(
−i
∫ t+s

t

a(Br) ◦ dBr

)
ENt
µ

[
exp

(
−
∫ s

0

U(Bt+r, θNr)dr +

p−1∑
β=1

∫ s+

0

log(−Uβ(Bt+r−, θNr−))dN
β
r

)
g(Bt+s, θNs)

]]
(4.22)
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となる. さらにNtのMarkov性から

(4.22) = Ex,αW×µ
[
eZ[0,t]eZ[t,t+s]g(Bt+s, θNt+s)

]
= Ss+tg(x, θα)

もいえる. これで (2)が示された. 次に Stの生成子を求める. Itôの公式によって次が示せる.

dNt =

p−1∑
β=1

∫ t+

0

βdNβ
s ,

dθNt =

p−1∑
β=1

(θNt+β − θNt),

dg(Bt, θNt) =

∫ t

0

∇g(Bs, θNs) · dBs +
1

2

∫ t

0

∆g(Bs, θNs)ds

+

p−1∑
β=1

∫ t+

0

(g(Bs, θNs+β)− g(Bs, θNs))dN
β
s ,

deZ[0,t] =

∫ t

0

eZ[0,s](−ia(Bs)) · dBs +
1

2

∫ t

0

eZ[0,s](−i∇ · a(Bs)− a(Bs)
2)ds

−
∫ t

0

eZ[0,s]U(Bs, θNs)ds+

p−1∑
β=1

∫ t+

0

eZ[0,s−]

(
elog(−Uβ(Bs,θNs− )) − 1

)
dNβ

s .

また積公式 d
(
eZ[0,t]g

)
= deZ[0,t] · g + eZ[0,t] · dg + deZ[0,t] · dgから

d
(
eZ[0,t]g

)
(Bt, θNt) =

∫ t

0

eZ[0,s]

{
1

2
∆g(Bs, θNs)− ia(Bs) · ∇g(Bs, θNs)

+

(
−1

2
a(Bs)

2 − U(Bs, θNs)

)
g(Bs, θNs)

}
ds

+

∫ t

0

eZ[0,s]

(
∇g(Bs, θNs)− ia(Bs)g(Bs, θNs)

)
· dBs

+

p−1∑
β=1

∫ t+

0

eZ[0,s]

(
g(Bs, θNs−+β)e

log(−Uβ(Bs,θNs− )) − g(Bs, θNs−)
)
dNβ

s .

上の両辺の期待値をとれば

1

t
(f, (St − 1)g) =

1

t

∫ t

0

ds

∫
R3

dxf(x)Ex,αP×µ [G(s)]
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となる. ここで

G(s) = eZ[0,s]

(
1

2
∆− ia(Bs) · ∇ − 1

2
a(Bs)

2 − U(Bs, θNs)

)
g(Bs, θNs)

+

p−1∑
β=1

eZ[0,s]
(
g(Bs, θNs+β)e

log(−Uβ(Bs,θNs )) − g(Bs, θNs−)
)
,

G(0) = −(hp(a, U, U1, · · · , Up−1) + (p− 1))g(x, θα).

U(x, θ), Uβ(x, θ), aµ(x) は連続であるから, G(s) もｓ = 0で (w, τ) ∈ Ω×Ωµごとに連続. そ

して Ex,αP×µ[G(s)] は s = 0 で連続となることが優収束定理から示せる. 故に

lim
t→0

1

t
(f, (St − 1)g) = (f,−(hp(a, U, U1, · · · , Up−1) + (p− 1))g)

が従う. 最後に強連続性 (3) が (2)と (4)から示せる. その結果

et(p−1)Stg = e−thp(a,U,U1,··· ,Up−1)g (4.23)

がわかる.

(Step 2) 命題 3.12の証明と同様の近似議論で (4.23) は（A2)に従う a まで拡張できる.

(Step 3) (4.23) を一般のU と Uβ へ拡張する. 軟化子をもちいてU
(n)
β (x, θα) とU (n)(x, θα),

n = 1, 2, 3, ..., が連続で Uβ(x, θα), U(x, θα)に n→ ∞で xごとにに収束し, さらに

∥U (n)(·, θα)∥∞ ≤ ∥U(·, θα)∥∞, ∥U (n)
β (·, θα)∥∞ ≤ ∥Uβ(·, θα)∥∞

となるものを構成できる. 固定した τ ∈ Ωµごとに次を満たす r1 = r1(τ), ..., rM = rM(τ)が存

在する.

exp

(
p−1∑
β=1

∫ t+

0

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s

)
=

p−1∏
β=1

M∏
i=1

(−Uβ(Bri , θNri
)). (4.24)

よって τ ∈ Ωµに対して

lim
n→∞

e
∑p−1

β=1

∫ t+
0 log(−U(n)

β (Bs,θNs− ))dNβ
s = e

∑p−1
β=1

∫ t+
0 log(−Uβ(Bs,θNs− ))dNβ

s .

同様にして e−
∫ t
0 U

(n)(Bs,θNs )ds → e−
∫ t
0 U(Bs,θNs )ds (n → ∞)も示せる. 故に (4.23) が 一般の Uβ

と U に対して従う. □
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定理 4.11 (一般化された spin-Feynman-Kac-Itô公式) Ψ ∈ B0としよう. TΨ
t の R上の

分布を ρ(·, t)とする. uβ ∈ L∞(Rd), β = 1, ..., p, V ∈ L∞(Rd)とし, 条件 (A2)を仮定する. さ

らに ∫
R
drρ(r, t)

∫ r

0

ds

∫
Rd

dy
e−|x−y|2/(2s)

(2πs)d/2
| log uβ(y)| <∞, β = 1, ..., p− 1 (4.25)

が成立しているとする. このとき

(f, e−th
Ψ
p (a,U,U1,··· ,Up−1,V )g) =

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0W×µ×ν

[
e(p−1)TΨ

t f(B0, θN0)g(BTΨ
t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ
]
. (4.26)

ここでS Ψ = S Ψ
V + S Ψ

a + S Ψ
S は

S Ψ
V = −

∫ t

0

V (BTΨ
s
)ds,

S Ψ
a = −i

∫ TΨ
t

0

a(Bs) ◦ dBs,

S Ψ
S =



−
∫ TΨ

t

0

(
U(Bs, θNs)− Ep

)
ds+

p−1∑
β=1

∫ TΨ
t +

0

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s

if Ep < 0,

−
∫ TΨ

t

0

(
U(Bs, θNs)

)
ds+

p−1∑
β=1

∫ TΨ
t +

0

log(−Uβ(Bs, θNs−))dN
β
s

if Ep ≥ 0.

証明: (4.25)から

Ex,α,0W×µ×ν

[∫ TΨ
t

0

| log(−Uβ(Bs, θNs−))|dNβ
s

]
≤
∫
ρ(r, t)dr

∫ r

0

ds

∫
Rd

e−|x−y|2/(2s)

(2πs)d/2
| log uβ(y)| <∞

が従うので ∫ TΨ
t +

0

| log(−Uβ(Bs, θNs−))|dNβ
s <∞ (4.27)

であることに注意しよう. 補題 4.10から(
f, e−tΨ(hp(a,U,U1,··· ,Up−1))g

)
=

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0W×µ×ν

[
e(p−1)TΨ

t f(B0, θN0)g(BTΨ
t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ
a +S Ψ

S

]
.

(4.28)
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0 = t0 < t1 < · · · < tn = tに対して(
f0,

n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Ψ(hp(a,U,U1,··· ,Up−1))fj

)

=

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0W×µ×ν

[
e(p−1)TΨ

t f0(B0, θN0)

(
n∏
j=1

fj(BTΨ
tj
, θN

TΨ
tj

)

)
eS Ψ

a +S Ψ
S

]
(4.29)

となる. これは定理 3.14 (Step 2) の証明と同様にして示せる. V を連続としよう. トロッタ

積公式と (4.29) により(
f, e−th

Ψ
p (a,U,U1,··· ,Up−1,V )g

)
= lim

n→∞

(
f,
(
e−(t/n)Ψ(hp(a,U,U1,··· ,Up−1))e−(t/n)V

)n
g
)

=

p∑
α=1

∫
Rd

dxEx,α,0W×µ×ν

[
e(p−1)TΨ

t f (B0, θN0)g
(
BTΨ

t
, θN

TΨ
t

)
eS Ψ

]
となるから定理は連続な V に対して成立する. V ∈ L∞(Rd)までの拡張は容易である. □

E0
p = infσ(hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|))とする. 定理 4.11 から直ちに次の系が従う.

系 4.12 (双極不等式)定理 4.11の条件を仮定する. このときhp(a, U, U1, · · · , Up−1)−E0
p ≥ 0.

さらに

(1) もし infσ(hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)) ≥ 0ならば∣∣(f, e−t(Ψ(hp(a,U,U1,··· ,Up−1))+V )g
)∣∣ ≤ (|f |, e−t(Ψ(hp(0,U,|U1|,··· ,|Up−1|))+V )|g|

)
(4.30)

かつ

infσ
(
Ψ
(
hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)

)
+ V

)
≤ infσ(Ψ (hp(a, U, U1, · · · , Up−1)) + V ) ,

(2) もしE0
p < 0ならば,∣∣∣(f, e−t(Ψ(hp(a,U,U1,··· ,Up−1)−E0

p)+V )g
)∣∣∣ ≤ (|f |, e−t(Ψ(hp(0,U,|U1|,··· ,|Up−1|))+V )|g|

)
(4.31)

かつ

infσ
(
Ψ
(
hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)

)
+ V

)
≤ infσ

(
Ψ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− E0

p

)
+ V

)
.
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証明: 次の評価に注意せよ.∣∣∣∣∣exp
(
p−1∑
β=1

∫ TΨ
t +

0

log
(
−Uβ

(
θNβ

s−

))
dNβ

s

)∣∣∣∣∣ ≤ exp

(
p−1∑
β=1

∫ TΨ
t +

0

log |Uβ
(
θNβ

s−

)
|dNβ

s

)
.

(4.32)

定理 4.11 と (4.32) から

|
(
f, e−thp(a,U,U1,··· ,Up−1)g

)
| ≤

(
|f |, e−thp(0,U,|U1|,··· ,|Up−1|)|g|

)
. (4.33)

が従う. これはさらにE0
p ≤ Epを意味し, hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− E0

p ≥ 0. が従う. (4.30) と

(4.31) は定理 4.11 と (4.32)から従う. □

系 4.13 条件 (A2) と (4.17) を仮定する. |V | はΨ
(
hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)

)
に相対有界で

その相対閾値を bとする.
∑p

β=1 cβ < 1とする. このとき |V | もΨ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)

)
に

相対有界でその相対閾値は bを超えない.

証明: E0
p < 0の場合に証明する. E0

p ≥ 0 の場合はより簡単に示せる. ϵ > 0に対して,

∥V f∥ ≤ (b+ ϵ)
∥∥∥Ψ(hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)

)
f
∥∥∥+ c∥f∥. (4.34)

系 4.12 によって

∥|V |
(
Ψ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− E0

p

)
+ E

)−1
f∥

∥f∥

≤
∥|V |

(
Ψ
(
hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|)

)
+ E

)−1

|f |∥

∥f∥
. (4.35)

E → ∞のとき (4.34) から (4.35) の右辺は b+ ϵ より小さな数へ収束する. よって

∥V f∥ ≤ (b+ ϵ)
∥∥Ψ (hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− E0

p

)
f
∥∥+ cb∥f∥. (4.36)

X < Y かつ X < 0としよう.

Ψ(u−X)−Ψ(u− Y ) = b(Y −X) +

∫ ∞

0

e−(u−Y )y(1− e−(Y−X)y)λ(dy), u ≥ Y,

なので supu≥Y |Ψ(u−X)−Ψ(u− Y )| ≤ Ψ(Y −X). これとE0
p ≤ Ep から

sup
u≥Ep

∣∣Ψ(u− E0
p)−Ψ(u− Ep)

∣∣ ≤ Ψ(Ep − E0
p)
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をえる. よって

∥Ψ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− E0
p)f∥ ≤ ∥Ψ(hp(a, U, U1, · · · , Up−1)− Ep)f∥+Ψ(Ep − E0

p)∥f∥.

ϵ は任意だったので系が (4.36)から従う. □

系 4.14
∑p

β=1 cβ < 1とする. V がΨ(hp(0, U, |U1|, · · · , |Up−1|))に相対有界でその相対閾値が
真に 1より小さいとする. さらに (4.17)を仮定する. hΨp = hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V ) とおく.

(1) 条件 (A2) を仮定する. このとき hΨp は D
(
Ψ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)

))
上で自己共役,

またΨ
(
hp(a, U, U1, · · · , Up−1)

)
の任意の芯上で本質的自己共役である. 特に条件 (A3)

の下で hΨp はC∞
0 (Rd)上で本質的自己共役である.

(2) 条件 (A3)を仮定する. このとき e−th
Ψ
p の経路積分表示は (4.26)で与えられる.

証明: (1) は自明. (2) も定理 3.14の証明の (Step 4)と同様の近似理論で示せる. □

4.4 スピン 1/2相対論的Schrödinger 作用素の経路積分表示

d = 3, p = 2とする. よって θα = θ
(2)
α , α = 1, 2, かつ θ1 = −1, θ2 = +1. 相対論的

Schrödinger 作用素は L2(R3;C2)上に

H =
√

(σ · (p− a))2 +m2 −m+ V, m ≥ 0, (4.37)

で与えられる. 条件 (A4) を仮定しよう. このとき (4.37) は

√
2h+m2 −m+ V (4.38)

にユニタリー同値である. ここで h は L2(R3 × Z2) 上に

hf(x, θ) =

(
1

2
(p− a)2f

)
(x, θ)− 1

2
θb3(x)f(x, θ)−

1

2

(
b1(x)− iθb2(x)

)
f(x,−θ) (4.39)

で定義される. 今までの記号 hΨp (a, U, U1, · · · , Up−1, V )を使えばHは

H = hΨ2 (a,−
1

2
θb3,−

1

2
(b1 − iθb2), V ) (4.40)

と表される. ここで, Ψ(u) =
√
2u+m2 −m.
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定理 4.15 (スピン 1/2相対論的 Schrödinger 作用素の spin-Feynman-Kac-Itô 公式) 条

件 (A2) と以下の (1)-(4)を仮定する.

(1) V は
√
−∆+m2 に相対有界でその相対閾値がA < 1.

(2) −1
2
bj, j = 1, 2, 3, は−∆/2 に相対有界でその相対閾値が κj ≥ 0.

(3) A (1− (κ1 + κ2 + κ3))
−1/2 < 1.

(4)

∫
R3

| log(1
2

√
b1(y)2 + b2(y)2)|
2π|x− y|

dy <∞, a.e.x ∈ R3.

このとき (4.40)のH は ℓ2(Z2)⊗ C∞
0 (R3)上で本質的自己共役で

(f, e−tHg) =
∑
α=1,2

∫
R3

dxEx,α,0W×µ×ν

[
eT

Ψ
t f(B0, θN0)g(BTΨ

t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ
]

(4.41)

が成立する. ここでS Ψ = S Ψ
V + S Ψ

a + S Ψ
S は

S Ψ
V = −

∫ t

0

V (BTΨ
s
)ds,

S Ψ
a = −i

∫ TΨ
t

0

a(Bs) ◦ dBs,

S Ψ
S =

∫ TΨ
t

0

1

2
b3(Bs)θNsds+

∫ TΨ
t +

0

log

(
1

2

(
b1(Bs)− iθNs−b2(Bs)

))
dNs

で与えられる.

証明: S = −1
2

[
b3

√
b21 + b22√

b21 + b22 −b3

]
, h02 = −∆/2 + S とおこう. S は−∆/2 に相対有界でそ

の相対閾値は κ = κ1 + κ2 + κ3. 相対論版を

H(0) = hΨ2 (0,−
1

2
θb3 − E0

2 ,−
1

2

√
b21 + b22, V )

とおくと

|(f, Sf)| ≤ κ(f,−∆/2f) + κ′∥f∥2

なので

∥
√
−∆+m2f∥2 ≤ ∥(H(0) +m)f∥2 + κ∥

√
−∆+m2f∥2 + (2|E0

2 |+ κ′)∥f∥2.
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また

∥V f∥ ≤ A∥
√
−∆+m2f∥+ A′∥f∥

から

∥V f∥ ≤ A (1− κ)−1/2 ∥H(0)f∥+
(
A′ + Am+ A

√
2|E0

2 |+ κ′
)
∥f∥

がわかる. 条件 (3)により V はH(0) に相対有界でその相対閾値はA (1− κ)−1/2 < 1なので,

少なくとも 1よりは小さい. よってC2 ⊗ C∞
0 (R3)上でのHの本質的自己共役性が系 4.14か

ら従う.∫ ∞

0

ds

∫
R3

dy(2πs)−3/2e−
|x−y|2

2s | log(U1(y))| =
∫
R3

| log(1
2

√
b1(y)2 + b2(y)2)|
2π|x− y|

dy <∞

なので (4.25) は満たされる. よって bµ ∈ L∞(R3) のとき (4.41) が定理 4.11から従う. bµ ̸∈
L∞(R3) のときは, 近似の議論から (4.41) が導かれる. □

次に双極不等式を導こう. スピンを含むと少々複雑な形になる.

H̃ = hΨ2 (a,−
1

2
θb3 − E0

2 ,−
1

2
(b1 − iθb2), V )

としよう.

系 4.16 (双極不等式) 定理 4.15の条件を仮定する. このとき∣∣∣(f, e−tH̃g)∣∣∣ ≤ (|f |, e−t(H(0)+V )|g|
)
. (4.42)

特に infσ(H(0) + V ) ≤ infσ
(
H̃
)
が成り立つ.

次に磁場に零点が存在する場合を考えよう. つまり, b1(x)− iθb2(x) がある x ∈ Rdで消え

る場合を考える. このとき∫ ∞

0

∣∣∣∣log 1

2
(b1(Bs)− iθNs−b2(Bs))

∣∣∣∣ dNs <∞

は非自明である. δϵ(z) =

{
1, |z| < ϵ/2,

0, |z| ≥ ϵ/2,
, z ∈ C, として χϵ(z) = z + ϵδϵ(z)とおく. こうす

れば ∣∣∣∣χϵ(−1

2
(b1(x)− iθb2(x))

)∣∣∣∣ > ϵ/2, (x, θ) ∈ R3 × Z2
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となりゼロ点が回避できる. Hε を H = hΨ2 (a,−1
2
θb3,−1

2
(b1 − iθb2), V ) の非対角部分を

χϵ
(
− 1

2
(b1(x)− iθb2(x))

)
で置き換えたものとして定義する. 即ち

Hε = hΨ2 (a,−
1

2
θb3, χε(−

1

2
(b1 − iθb2)), V ).

定理 4.15 の条件の下（ただし (4)を仮定しない) Hε が ℓ2(Z2)⊗C∞
0 (R3) 上で本質的自己共役

となることが示せる. Hε の経路積分表示は (4.41)でS Ψ
S の代わりに

S Ψ
S (ϵ) =

∫ TΨ
t

0

(
1

2
b3(Bs)θNs − infσ(Hε)

)
ds

+

∫ TΨ
t +

0

log

(
−χϵ

(
−1

2
(b1(Bs)− iθNs−b2(Bs))

))
dNs

とすればいい. さらに lim
ϵ↓0

exp (−tHε) = exp (−tH) なので, 条件 (A4) と定理 4.15(1)-(3)を仮

定すると,

(f, e−tHg) = lim
ϵ↓0

∑
α=1,2

∫
R3

dxEx,α,0W×µ×ν

[
eT

Ψ
t f(B0, θN0)g(BTΨ

t
, θN

TΨ
t

)eS Ψ(ϵ)
]

(4.43)

で与えられる. ここでS Ψ(ϵ) = S Ψ
V +S Ψ

a +S Ψ
S (ϵ). 各 (x, ω, ω1, ω2) ∈ R3 ×Ω×Ωµ ×Ων ご

とに, 数 n = n(ω1, ω2) とランダムなジャンプ数 r1(ω1), . . . , rn(ω1) で次を満たすものがある.∫ Tt(ω2)+

0

logW (x+Bs(ω))dNs =

n(ω1,ω2)∑
j=1

logW (x+Brj(ω1)(ω)).

ここで

W (X) =
1

2

√
b21(X) + b22(X)

とおいた. 次の集合を考える.

W =

{
(x, ω, ω1, ω2) ∈ Rd × Ω× Ωµ × Ων

∣∣∣∣∫ Tt+

0

logW (x+Bs)dNs > −∞
}
. (4.44)

定義から (x, ω, ω1, ω2) ∈ W c ということは次の (1)-(3)を満たす rが存在することと必要十分

である.

(1) 0 < r ≤ t ≤ Tt(ω2),

(2) s 7→ Ns is discontinuous at s = r,
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(3) b1(Br(ω)) = b2(Br(ω)) = 0.

このとき, 次が示せる.

補題 4.17 各 (x, ω, ω1, ω2) ∈ W c ごとに

lim
ε→0

∣∣∣e∫ Tt+
0 log(−χε(− 1

2
(b1(Bs)−iθNs−b2(Bs)))dNs

∣∣∣ = 0.

証明: はじめに

|e
∫ Tt+
0 log(−χε(− 1

2
(b1(Bs)−iθNs−b2(Bs)))dNs| ≤ e

∫ Tt+
0 log(W (Bs)+ε)dNs .

以下を注意せよ.∫ Tt+

0

log(W (Bs) + ε)dNs =
n∑
j=1

log(W (Brj) + ε), r1, ..., rn ∈ (0, Tt].

(x, ω, ω1, ω2) ∈ W c なので, ri で b1(Bri(ω)) = b2(Bri(ω)) = 0となるものが存在する. よって∫ Tt+

0

log(W (Bs) + ε)dNs =
n∑
j ̸=i

log(W (Brj) + ε) + log ε,

e
∫ Tt+
0 log(W (Bs)+ε)dNs ≤ e

∑n
j ̸=i log(W (Brj )+ε)elog ε.

これから limε→0 |e
∫ Tt+
0 log(W (Bs)+ε)dNs| = 0 となる. □

定理 4.18 (磁場に零点がある場合の spin-Feynman-Kac-Itô公式) 定理 4.15の条件 ((4)以

外)を仮定する. このとき

(f, e−tHg) =
∑
α=1,2

∫
R3

dxEx,α,0W×µ×ν

[
eTtf(ξ0)g(ξt)e

S 1lW

]
. (4.45)

証明: (4.43)と補題 4.17から従う. □

4.5 固有状態の空間的減衰性

[HIL13]では

H =
√

(σ · (p− a))2 +m2 + V

の固有状態φpの空間的減衰性の評価が与えられている. スピンがない場合は [Car78, CMS90]

で与えられている. [HIL13]の結果のみを述べる.

62



定理 4.19 (固有状態の空間的減衰性) Hφp = Epφpとする. b3 ∈ L∞(R3), W =
√
b21 + b22 ∈

L∞(R3)として, V がΨ-Kato分解可能と仮定する. ただし, Ψ(u) =
√
2u+m2 −m.

(1) lim|x|→∞ V (x) = ∞のとき, a, b > 0が存在して,

|φp(x, (−1)α)| ≤ be−a|x|. (4.46)

(2) lim|x|→∞ V (x) = 0のときは, さらにm2 − ∥b3∥∞ − ∥W∥∞ > 0で

m−
√
m2 − ∥b3∥∞ − ∥W∥∞ < −2Ep

を仮定する. このとき (4.46)が成り立つ.

証明: 命題 2.4のMartingale性を応用して証明する. 詳しくは [HIL13, Theorems 4.7, 4.8]を

参照せよ. □

4.6 参考文献など

第 3章, 第 4章に関連する参考文献などをあげておく. 相対論的な Schrödinger 作用素やス

ピン 1/2相対論的な Schrödinger 作用素の生成する熱半群の経路積分表示は [ALS83, ARS91]

で与えられている. 数学的に厳密な解析は [HIL12]で議論されている. 特に第 3章, 第 4章は

[HIL12]の結果である. 実は, [ALS83, ARS91]の結果を全く知らずに考えていて, [HIL12]が

ほぼ完成してから, 先行結果の存在を知って驚いた.

第 4.5節は [HIL13]による. 第 3.6節は [HL12]による.

5 Kato クラスとΨ-Kato クラス

5.1 Kato-クラス

Schrödinger 作用素 Hp が生成する熱半群 e−tHp を確率論的に解析するために便利なKato

クラスといわれるポテンシャルのクラスを導入する.

定義 5.1 (Katoクラス) 可測関数 V : Rd → R が

lim
t↓0

sup
x∈Rd

ExW
[∫ t

0

|V (Bs)|ds
]
= 0

を満たすとき V をKatoクラスのポンテンシャルといい. その全体をKd であらわす.
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V = V+ − V−とし, V+ ∈ L1
loc(Rd), V− ∈ Kd となるとき, V はKato分解可能という. Katoク

ラスの同値な定義が知られている. V ∈ Kdであるための必要十分条件は

lim
r↓0

sup
x∈Rd

∫
|x−y|<r

|g(x− y)V (y)|dy = 0. (5.1)

ここで g(x) =


|x| d = 1

− log |x| d = 2

|x|2−d d ≥ 3

. Katoクラスポテンシャルの例をあげる.

(1) d = 3で |x|−(2−ε)(ε > 0),

(2) V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd). ここで p = 1 (d = 1), p > d/2(d ≥ 2).

命題 5.2 V ∈ Kdならば W (x) =
∑N

i ̸=j V (xi − xj) ∈ KdN (x = (x1, ..., xN) ∈ RdN).

証明: [CFKS87]を参照せよ. □

命題 5.3 0 ≤ V ∈ Kdとしよう. このとき β, γ > 0 で次を満たすものが存在する

sup
x∈Rd

ExW [e
∫ t
0 V (Bs)ds] < γetβ. (5.2)

証明: [LHB11, Section 3]を参照せよ. □

−1
2
∆+ V で V がKato分解可能な場合を考える. このとき, 写像

L2(Rd) ∋ f 7→ Stf(x) = ExW [e−
∫ t
0 V (Bs)f ] ∈ L2(Rd)

が定義できる. さらに St, t ∈ R, が対称なC0 半群になることもわかるから, 下から有界な自

己共役作用素 hが一意的に存在して St = e−thと表せる. この hを h = −1
2
∆+ V と書くこ

とにする.

5.2 Ψ-Kato クラス

Ψ ∈ B0に対応する (Ων ,Fν , ν)上の subordinator を (TΨ
t )t≥0と表す. このとき確率過程

Xt : Ω× Ων ∋ (w, τ) 7→ BTΨ
t (τ)(w), t ≥ 0,

は Lévy過程で, その特性関数は

E0,0
W×ν [e

iuXt ] = e−tΨ(u2/2)

である. (Xt)t≥0を subordinated Brownian motion という.
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条件 5.4 Ψ ∈ B0 は
∫∞
0
e−tΨ(u2/2)du <∞, ∀t > 0, を満たす.

条件 5.4 の下で

pt(x) =
1

(2π)3

∫
Rd

e−ixue−tΨ(u2/2)du (5.3)

とそのラプラス変換

Πλ(x) =

∫ ∞

0

e−λtpt(x)dt

を定義する. d = 3のときΠλは次で与えられる.

Πλ(x) =
1

2π2|x|

∫ ∞

0

r sin r

|x|2
(
λ+Ψ

(
r2

2|x|2

))dr.
∥f∥l1(L∞) =

∑
α∈Zd

sup
x∈Cα

|f(x)|とする. ここでCα は中心が α ∈ Zdの単位立方体とする.

条件 5.5 pt は supt>0 ∥1l{|x|>δ}pt∥l1(L∞) <∞を満たす.

もし pt が回転対称で動径方向に非増加であれば,条件 5.5は満たされる. 次の事実は [CMS90,

定理 III.1]と同様にして示すことができる.

命題 5.6 V ≥ 0とする. 条件 5.4 と 5.5 の下で, 以下の 3つは同値である.

(1) lim
t↓0

sup
x∈Rd

∫ t

0

Ex,0W×ν [V (Xs)]ds = 0,

(2) lim
λ→∞

sup
x∈Rd

(
(Ψ(h(0)) + λ)−1V

)
(x) = 0,

(3) lim
δ↓0

sup
x∈Rd

∫
|x−y|<δ

Π1(x− y)V (y)dy = 0.

定義 5.7 (Ψ-Katoクラス) 条件 5.4 と 5.5を仮定する. V がΨ-Kato クラス であるとは命題

5.6の (1)-(3)のどれかを満たすことである.

V = V+ − V−で V−が Ψ-Kato クラス, V+ ∈ L1
loc(Rd)のとき, V はΨ-Kato 分解可能という.

定理 5.8 Ψ ∈ B0とし V は Ψ-Kato 分解可能とする. 条件 (A2) を仮定し

Utf(x) = Ex,0W×ν

[
e−i

∫ TΨ
t

0 a(Bs)◦dBse
−

∫ t
0 V (B

TΨ
s
)ds
f(BTΨ

t
)

]
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とする. このとき (Ut)t≥0 は L2(Rd)上の対称なC0半群である. 特に

Ut = e−tK
Ψ(a,V ), t ≥ 0,

となる自己共役作用素 KΨ(a, V ) がただ一つ存在する.

証明: V が Ψ-Kato分解可能のとき

sup
x∈Rd

Ex,0W×ν

[
e
∫ t
0 V (Xs)ds

]
<∞ (5.4)

が成り立つことに注意しよう. よって

∥Utf∥2 ≤ Ct∥e−tΨ(h(0))f∥2 ≤ Ct∥f∥2

が従う. ここで Ct = supx∈Rd Ex,0W×ν [e
2
∫ t
0 V−(Xs)ds]である. 故に Ut は L2(Rd)上の有界作用素

である. 後の補題 4.10の証明と同じように半群性UtUs = Ut+s を示すことができる. Ut の

tに関する強連続性を示そう. Utが一様に有界なので,弱連続性を示せば十分である. いま

f, g ∈ C∞
0 (Rd)とする. このとき

(f,Utg) =

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(B0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 V (BTs )ds

]
である. Tt(τ) → 0 (t→ 0) が各 τ ∈ Ωνでいえるので, 優収束定理より (f,Utg) → (f, g)がわ

かる. 最後に Utの対称性U∗
t = Utを示そう. 簡単な極限操作により a ∈ (C2

b(Rd))dに対して

示せば十分である. B̃s = B̃s(w, τ) = BTt(τ)−s(w)−BTt(τ)(w)とする. このとき各 τ ∈ Ωνに対

して B̃s
d
= Bs となる. よって

(f,Utg) = E0,0
W×ν

[∫
Rd

dxf(x− B̃Tt)e
−i

∫ Tt
0 a(x+B̃s−B̃Tt )◦dB̃se−

∫ t
0 V (x+B̃Ts−B̃Tt )dsg(x)

]
となる22. ここで変数変換 x→ x− B̃Tt をして, さらに∫ Tt

0

a(B̃s − B̃Tt) ◦ dB̃s = −
∫ Tt

0

a(Bs) ◦ dBs

となるから, B̃Tt
d
= −BTt かつ B̃Ts − B̃Tt

d
= BTt−Tsより

(f,Utg) =

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(BTt)e

+i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 V (BTt−Ts )dsg(x)

]
22これは形式的な式変形である.

∫ Tt

0
a(x+ B̃s − B̃Tt) ◦ dB̃sの被積分関数が適合してないように見えるが, 確

率積分の定義に舞い戻って実は正当化できる. 詳しくは [HIL12]を参照せよ.
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となる. さらに Tt − Ts
d
= Tt−s (0 ≤ s ≤ t)から

(f,Utg) =

∫
Rd

dxEx,0W×ν

[
f(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBse−

∫ t
0 V (BTs )ds

]
g(x) = (Utf, g)

がわかる. よって Ut は対称である. Ut = e−tK
Ψ(a,V )となる自己共役作用素 KΨ(a, V ) の存在

はHille-Yoshida 定理による. □

V は Ψ-Kato クラス で条件 (A2)を仮定する. このとき KΨ(a, V ) をΨ-Kato クラスポテン

シャルをもった一般化された Schrödinger 作用素とよぶ.

定理 5.9 (Lp−Lq有界性) V は Ψ-Kato分解可能で条件 (A2)を仮定する. このとき e−tK
Ψ(a,V )

は Lp(Rd) から Lq(Rd) (1 ≤ ∀p ≤ ∀q ≤ ∞)への有界作用素へ拡張できる. さらに

∥e−tKΨ(a,V )∥p,q ≤ ∥e−tKΨ(0,V )∥p,q

が成立する.

証明: Riesz-Thorin 定理により e−tK
Ψ(a,V ) が (1) L∞(Rd) → L∞(Rd), (2) L1(Rd) → L1(Rd),

(3) L1(Rd) → L∞(Rd) の有界作用素として拡張できることを示せば十分である.

|e−tKΨ(a,V )f(x)| ≤ e−tK
Ψ(0,V )|f |(x), (5.5)

なので, (1)-(3) を e−tK
Ψ(0,V )に対して示せばいい. St = e−tK

Ψ(0,V )とおく. 即ち Stf(x) =

Ex,0W×ν [e
−

∫ t
0 V (Xs)dsf(Xt)] とする. f ∈ L∞(Rd)としよう. (5.4)により

∥Stf∥∞ ≤ sup
x∈Rd

(
Ex,0W×ν [e

−
∫ t
0 V (Xs)ds]

)
∥f∥∞

だから (1)が従う. 次に 0 ≤ f ∈ L1(Rd), g ≡ 1 ∈ L∞(Rd)としよう. このとき Stg ∈ L∞(Rd)

となることは (1) からわかる. 定理 5.8のUt の対称性の証明と同じようにして∫
Rd

dx [f(x) · Stg(x)] =
∫
Rd

dx [Stf(x) · g(x)] =
∫
Rd

dx[Stf(x)]

が示せる. Stf(x) ≥ 0なので ∥Stf∥1 ≤ ∥f∥1∥St1∥∞ となる. 任意の f ∈ L1(Rd) を f =

ℜf+ −ℜf− + i(ℑf+ −ℑf−)のように分ければ ∥St∥1 ≤ 4∥f∥1∥St1∥∞となり (2)が示せた. (1)

と (2) と Riesz-Thorin 定理により St が Lp(Rd) から Lp(Rd)への有界作用素となることがわ

かる. 最後に下図のダイアグラムに沿って (3)を示そう.

L1(Rd)
St−→ L2(Rd)

St−→ L∞(Rd). (5.6)
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f ∈ L2(Rd)とする. このとき

∥Stf∥2∞ ≤ Ex,0W×ν [e
−2

∫ t
0 V (Xs)ds]Ex,0W×ν [|f(Xt)|2] ≤ Ct

∫
Rd

dx|f(x+ y)|2pt(y)dy

は (5.4)からわかる. ここでCt = supx∈Rd Ex,0W×ν [e
−2

∫ t
0 V (Xs)ds]. また条件 5.4から

|pt(y)| ≤
∫ ∞

0

e−tΨ(u2/2)du <∞

が従うので

∥Stf∥∞ ≤ (Ct∥pt∥∞)1/2 ∥f∥2 (5.7)

がわかる. よって St は L2(Rd) から L∞(Rd)への有界作用素である. 次に f ∈ L1(Rd)かつ

g ∈ L2(Rd)としよう. このとき
∫
Rd

dx[Stf(x) · g(x)] =
∫
Rd

dx[f(x) · Stg(x)]. よって (5.7) から

∣∣∣∣∫
Rd

dxStf(x) · g(x)
∣∣∣∣ ≤ ∥Stg∥∞∥f∥1 ≤ (Ct∥pt∥∞)1/2∥g∥2∥f∥1

をえる. g ∈ L2(Rd) は任意なので Stf ∈ L2(Rd) と

∥Stf∥2 ≤ (Ct∥pt∥∞)1/2∥f∥1 (5.8)

が従う. その結果, St は L1(Rd) から L2(Rd)への有界作用素になることがわかる. よってダ

イアグラム (5.6) が示せた. (Xt)t≥0のMarkov性から St が Lp(Rd)上の半群になることもわ

かる. この半群性と (5.6) から f ∈ L1(Rd)に対して,

∥Stf∥∞ = ∥St/2St/2f∥∞ ≤ (Ct/2∥pt/2∥∞)1/2∥St/2f∥2 ≤ Ct/2∥pt/2∥∞∥f∥1

となり, (3)が示せた. ∥e−tKΨ(a,V )∥p,q ≤ ∥e−tKΨ(0,V )∥p,q は (5.5) からわかる. □

6 P (ϕ)1過程

6.1 基底状態変換とP (ϕ)1過程

ここで説明する P (ϕ)1過程というのは, Ornstein-Uhlenbeck過程の一般化である. まずは,

自己共役作用素の基底状態の定義を与える.
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定義 6.1 (基底状態)自己共役作用素Kのスペクトルの下限を Eとかく. m = dimKer(K−E)
とおく. m ≥ 1となるときKの基底状態は存在するといい, m = 1のときKの基底状態は一

意的に存在するという. また m = 0のとき Kの基底状態は存在しないという.

Hp は正規化された基底状態 φp > 0をもつと仮定する. Hpφp = Epφpとして,

Hp = Hp − Ep (6.1)

とおく. 基底状態が正規化されているので

dN0 = φ2
p(x)dx (6.2)

はRd上の確率測度になる.

定義 6.2 (基底状態変換) U : L2(Rd, dN0) → L2(Rd, dx), f 7→ φpf を基底状態変換という23.

基底状態変換はユニタリー変換である. 基底状態変換した自己共役作用素を

Lp = U −1HpU , D(Lp) = {f ∈ L2(Rd, dN0) |U f ∈ D(Hp)} (6.3)

で定義する. −∆に付随した拡散過程が Brown運動であるように, Lpに付随した拡散過程24

(Xt)t≥0が存在する. 形式的には次のように考える.

Lpf = −1

2
∆f −∇ logφp · ∇f

なので確率微分方程式 (SDE)

dXt = ∇ logφp(Xt)dt+ dBt, X0 = x (6.4)

の解 (Xx
t )t≥0 は Itôの公式から

EW [f(Xx
t )] =

(
e−tLpf

)
(x) (6.5)

を満たすことがわかる. 例として調和振動子について考えてみる. 次元を d = 1 とし

V (x) =
1

2
x2 − 1

2
(6.6)

23 確率論では Doobの h-変換として知られている.
24パスが連続なMarkov過程を拡散過程という.
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とする. 調和振動子

Hosc = −1

2

d2

dx2
+

1

2
x2 − 1

2
(6.7)

を考える. その基底状態は

Ψosc(x) = (1/π)1/4e−x
2/2 (6.8)

基底状態変換 Ug : L
2(R,Ψ2

oscdx) → L2(R), Ugf = Ψoscf , により

Losc = U −1
g HoscUg = −1

2

d2

dx2
+ x

d

dx
.

Ψoscが具体的に分かっているので∇ log Ψosc(x) = −xとなり, 次の SDE

dXt = −Xtdt+ dBt, B0 = x (6.9)

を考える. その解は Ornstein-Uhlenbeck 過程

Xx
t = e−tx+

∫ t

0

e−(t−s)dBs (6.10)

といわれる. Itôの公式から EW [f(Xx
t )] =

(
e−tLpf

)
(x) を満たすこともわかる.

しかし, 一般のHpを考えるとき, SDE(6.4)が well-defined かどうか, また, その解が存在

するかどうか, これらを厳密にチェックするのは容易ではない. しかし, SDEを経由せずに

(X ,B(X )) 上の確率測度N x
0 , x ∈ Rd, で拡散過程 (Xt)t∈R が (6.5)を満たし, Lpを生成する

ものを構成することが出来る.

定理 6.3 (P (ϕ)1過程の存在) V は Kato分解可能で, Hp は基底状態 φp > 0をもち. Lp =

U −1H̄U はその基底状態変換とする. Xt は (X ,B(X ))上の座標過程とする. このとき

(X ,B(X )) 上に確率測度 N x
0 で以下を満たすものが存在する.

(初期分布) N x
0 (X0 = x) = 1.

(鏡映対称性) (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は独立で25 X−t
d
= Xt.

(Markov性) フィルトレーションをF+
t = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), F−

t = σ(Xs, t ≤ s ≤ 0)と定義

する. このとき (Xt)t≥0 と (Xs)s≤0 は (F+
t )t≥0 と (F−

t )t≤0に関して各々拡散過程である.

i.e., s, t ≥ 0に対して

ENx
0
[Xt+s|F+

s ] = ENx
0
[Xt+s|σ(Xs)] = ENXs

0
[Xt],

ENx
0
[X−t−s|F−

−s] = ENx
0
[X−t−s|σ(X−s)] = ENX−s

0

[X−t].

ここで ENXs
0
は EN y

0
で y = Xsとしたもの. さらにR ∋ t 7→ Xt ∈ Rd が a.s.に連続.

25分布 (distribution)が等しい.
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(シフト不変性) −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn <∞とする. このとき∫
Rd

ENx
0

[
n∏
j=0

fj(Xtj)

]
dN0 = (f0, e

−(t1−t0)Lpf1 · · · e−(tn−tn−1)Lpfn)L2(Rd,dN0).

ここで f0, fn ∈ L2(Rd, dN0), fj ∈ L∞(Rd), j = 1, ..., n− 1. 特にシフト不変になる.∫
Rd

ENx
0

[
n∏
j=1

fj(Xtj)

]
dN0 =

∫
Rd

ENx
0

[
n∏
j=1

fj(Xtj+s)

]
dN0, s ∈ R.

定義 6.4 (P (ϕ)1過程) 確率空間 (X ,B(X ),N x
0 )上の座標過程Xt を P (ϕ)1過程という.

定理 6.3の証明の概略. 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn に対して, 集合関数 νt0,...,tn : ×n
j=0B(Rd) → R

を次で定義する

νt0,...,tn (×n
i=0Ai) = (1lA0 , e

−(t1−t0)Lp1lA1 · · · e−(tn−tn−1)Lp1lAn)L2(Rd,dN0) (6.11)

また νt : B(Rd) → R を

νt (A) = (1l, e−tLp1lA)L2(Rd,dN0) = (1l, 1lA)L2(Rd,dN0) (6.12)

とする.

(Step 1)

補題 6.5 (6.11)-(6.12)で与えられる集合関数族 {νΛ}Λ⊂R,|Λ|<∞ は consistency 条件

νt0,...,tn+m

(
(×n

i=0Ai)× (×n+m
i=n+1Rd)

)
= νt0,...,tn (×n

i=0Ai)

を満たす.

証明: これは (6.11)から従う. □

柱状集合をA =
{
w : R → Rd|w⌈Λ∈ E, E ∈ (B(Rd))|Λ|, Λ ⊂ R, |Λ| <∞

}
とおく. 補題 6.5

からKolmogorov の拡張定理により確率測度 ν∞ が ((Rd)[0,∞), σ(A))上に存在することがわ

かる. ここで

νt (A) = Eν∞ [1lA(Yt)] , (6.13)

νt0,...,tn (×n
i=0Ai) = Eν∞

[
n∏
j=0

1lAj
(Ytj)

]
, n ≥ 1. (6.14)
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(Yt)t≥0は座標過程である. その結果 ((Rd)[0,∞), σ(A), ν∞) 上の確率過程 (Yt)t≥0 は次を満たす

ことがわかる.

(f0, e
−(t1−t0)Lpf1 · · · e−(tn−tn−1)Lpfn)L2(Rd,dN0) = Eν∞ [

n∏
j=0

fj(Ytj)] (6.15)

(1, f)L2(Rd;dN0) = (1, e−tLpf)L2(Rd,dN0) = Eν∞ [f(Yt)] = Eν∞ [f(Y0)] . (6.16)

ここで fj ∈ L∞(Rd), j = 0, 1, ..., n, 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn.

(Step 2)

補題 6.6 (Yt)t≥0 は連続修正をもつ.

証明: Kolmogorov-Čentsov 定理から, ある n ≥ 2に対して

Eν∞ [|Yt − Ys|2n] ≤ |t− s|n

を示せば十分. s < tとする.

Eν∞ [|Yt − Ys|2n] =
d∑

µ=1

2n∑
k=0

(
2n

k

)
(−1)k(φp, x

µe−(t−s)Hpxµφp)

となる. Brown運動で

(φp, x
µe−(t−s)Hpxµφp) =

∫
Rd

dxExW
[
Bµ

0φp(B0)B
µ
t−sφp(Bt−s)e

−
∫ t−s
0 V (Br)dr

]
e(t−s)Ep

と示せる. Schwarz の不等式より,

Eν∞ [|Yt − Ys|2n] =
∫
Rd

dxExW
[
|Bt−s −B0|2nφp(B0)φp(Bt−s)e

−
∫ t−s
0 V (Br)dr

]
e(t−s)Ep

≤ E0
W

[
|Bt−s −B0|2n

(∫
Rd

dxe−2
∫ t
0 V (Br+x)drφp(x)

2

)1/2(∫
Rd

dxφp(Bt−s + x)2
)1/2

]
e(t−s)Ep

≤ E0
W [|Bt−s −B0|4n]1/2E0

W

[(∫
Rd

dxe−2
∫ t
0 V (Br+x)drφp(x)

2

)]
∥φp∥e(t−s)Ep .

V がKato分解可能なので,

≤ E0
W [|Bt−s −B0|4n]1/2 sup

x
ExW

[
e−2

∫ t
0 V (Bs)ds

]
∥φp∥2e−(t−s)Ep

≤
√
C2n|t− s|n sup

x
ExW

[
e−2

∫ t
0 V (Bs)ds

]
∥φp∥2e−(t−s)Ep .
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ここで, Brown運動のモーメント

ExW [|Bt −Bs|2n] = Cn|t− s|n (6.17)

をつかった. □

(Y t)t≥0 を (Yt)t≥0 の連続修正とする. 確率変数 Y · : ((Rd)[0,∞), σ(A), ν∞) → (X ,B(X )) に

関する (X ,B(X )) 上の像測度を

M = ν∞ ◦ Y·
−1

(6.18)

とする. X 上の座標過程を Ỹt とすれば, (X ,B(X ),M)上の確率過程 (Ỹt)t≥0 で Ȳt
d
= Ỹtな

るものが構成できたことになる. その結果 (6.15) と (6.16) が

(f0, e
−(t1−t0)Lpf1 · · · e−(tn−tn−1)Lpfn)L2(Rd,dN0) = EM

[
n∏
j=0

fj(Ỹtj)

]
,

(1l, f)L2(Rd,dN0) = (1l, e−tLpf)L2(Rd,dN0) = EM[f(Ỹt)] = EM

[
f(Ỹ0)

]
と表せる. X 上の確率測度を

Mx(·) = M(·|Ỹ0 = x), x ∈ Rd (6.19)

で定義する. M(·|σ(Y0)) = G(Y0)と書ける可測関数があるので, G(x) = M(·|Ỹ0 = x)と書く

約束であった. Ỹ0 の分布が dN0なので, M(A) =
∫
Rd EMx [1lA]dN0に気をつける. その結果

(f0, e
−(t1−t0)Lf1 · · · e−(tn−tn−1)Lfn)L2(Rd;dN0) =

∫
Rd

EMx [
n∏
j=0

fj(Ỹtj)]dN0,

(1l, e−tLpf)L2(Rd,dN0) = (1l, f)L2(Rd,dN0) =

∫
Rd

EMx [f(Ỹ0)]dN0 =

∫
Rd

f(x)dN0 (6.20)

を満たす.

(Step 3)

補題 6.7 (Ỹt)t≥0 は (X ,B(X ),Mx) 上のFX
t = σ(Ỹs, 0 ≤ s ≤ t), t ≥ 0,に関するMarkov過

程である.

証明:

pt(x,A) =
(
e−tL1lA

)
(x), A ∈ B(Rd), t ≥ 0 (6.21)
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としよう. (6.20) から (Ỹt)t≥0の有限次元分布は

EMx

[
n∏
j=1

1lAj
(Ỹtj)

]
=

∫
(Rd)n

n∏
j=1

1lAj
(xj)

n∏
j=1

ptj−tj−1
(xj−1, dxj) (6.22)

となる. ここで t0 = 0, x0 = x. 今から pt(x,A) が確率遷移関数26 であることを証明す

る. そうすれば (Ỹt)t≥0のMarkov性が従う. 半群 e−tLp は正値改良性作用素である. よって

0 ≤ e−tLpf ≤ 1lが 0 ≤ f ≤ 1lに対して成り立つ. さらに e−tLp1l = 1lとなる. よって pt(x, ·) は
Rd上の確率測度で pt(x,Rd) = 1となる. 次に pt(·, A) は ボレル可測であることはすぐにわ
かる. 最後に e−sLpe−tLp1lA = e−(s+t)Lp1lA から Chapman-Kolmogorov 恒等式が従う. よって

pt(x,A) は確率遷移関数であるから (Ỹt)t≥0 はMarkov過程になる. □

(Step 4) (Ỹt)t≥0 を R上の確率過程に拡張する. X̃ = X × X , M̃ = B(X ) × B(X ),

M̃x = Mx ×Mxとしよう. (X̃t)t∈R は次で定義される (X̃ , M̃ ,M̃x)上の確率過程である.

X̃t(w) =

{
Ỹt(w1), t ≥ 0,

Ỹ−t(w2), t < 0.
w = (w1, w2) ∈ X̃ . (6.23)

補題 6.8 (1) X̃0 = x a.s. で t 7→ X̃t は a.s. に連続. (2) X̃t, t ≥ 0, と X̃s, s ≤ 0, が独立. (3)

X̃t
d
= X̃−t.

証明: 簡単なので略する. □

(Step 5) 定理 6.3の証明: (X ,B(X ))上の測度 M̃x の X̃· に関する像測度を

N x
0 = M̃x ◦ X̃−1

· (6.24)

とする. (X ,B(X ),N x
0 )上の座標過程をXtとする. このとき

Xt
d
= Ỹt (t ≥ 0), Xt

d
= Ỹ−t (t ≤ 0). (6.25)

26pt(x,A)が確率遷移関数であるとは次をみたすこと. pt(·, ·) : Rd × B(Rd) → R, t ≥ 0, が

(1) pt(x, ·)が B(Rd)上の測度,

(2) pt(·, A)がボレル可測,

(3) pt+s(x,A) =
∫
Rd pt(y,A)ps(x, dy)dy.

特に (3)を Chapman-Kolmogorov 恒等式という.
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(Step 3) から, (Ỹt)t≥0 と (Ỹ−t)t≤0 は F̃+
t = σ(Ỹs, 0 ≤ s ≤ t) と F̃−

t = σ(Ỹs,−t ≤ s ≤ 0)に関

するMarkov過程で, (Xt)t≥0 と (Xt)t≤0 は (F+
t )t≥0 と (F−

t )t≤0に関するMarkov過程である.

ここでF+
t = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), F−

t = σ(Xs,−t ≤ s ≤ 0). よって拡散過程であることが分か

る. また (Xs)s≤0 と (Xt)t≥0 が独立であることと, X−t
d
= Xt が (6.25) と (Step 4) からわか

る. その結果鏡映対称性が従う. シフト不変性は次の補題から従う. □

補題 6.9 (シフト不変性) −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tnとする. このとき∫
ENx

0

[
n∏
j=0

fj(Xtj)

]
dN0 = (f0, e

−(t1−t0)Lpf1 · · · e−(tn−tn−1)Lpfn)L2(Rd,dN0). (6.26)

証明: t0 ≤ · · · ≤ tn ≤ 0 ≤ tn+1 ≤ . . . ≤ tn+mとする. このとき (Xs)s≤0 と (Xt)t≥0の独立性

から, ∫
ENx

0

[
n+m∏
j=0

fj(Xtj)

]
dN0 =

∫
Rd

ENx
0

[
n∏
j=0

fj(Xtj)

]
ENx

0

[
n+m∏
j=n+1

fj(Xtj)

]
dN0.

さらに

ENx
0

[
n+m∏
j=n+1

fj(Xtj)

]
=
(
e−tn+1Lpfn+1e

−(tn+2−tn+1)Lpfn+2 · · · e−(tn+m−tn+m−1)Lpfn+m
)
(x)

(6.27)

と

ENx
0

[
n+m∏
j=0

fj(Xtj)

]
= ENx

0

[
n+m∏
j=0

fj(X−tj)

]
=
(
e+tnLpfne

−(tn−tn−1)Lpfn−1 · · · e−(t1−t0)Lpf1
)
(x).

(6.28)

(6.27)と (6.28)から∫
ENx

0

[
n+m∏
j=0

fj(Xtj)

]
dN0

= (e+tnLpfn · · · e−(t1−t0)Lpf1, e
−tn+1Lpfn+1 · · · e−(tn+m−tn+m−1)Lpfn+m)L2(Rd,dN0)

= (f1, e
−(t1−t0)Lpf2 · · · e−(tn+m−tn+m−1)Lpfn+m)L2(Rd,dN0).

よって (6.26) が従う. □
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X × Rd上の確率測度N0を次で定義する

dN0 = dN0 ⊗ dN x
0 . (6.29)

この測度をつかって次を得る.

系 6.10 (P (ϕ)1-Feynman-Kac 公式) Hpは φp > 0なる基底状態をもつと仮定する.

Lp =
1

φp

(Hp − Ep)φp (6.30)

とする. f, g ∈ L2(Rd, dN0)とする. このとき

(f, e−tLpg)L2(Rd,dN0) = (fφp, e
−t(Hp−E)gφp)L2(Rd) = EN0 [f̄(X0)g(Xt)]. (6.31)

証明: 定理 6.3から従う. □

注意 6.11 定理 6.3から (e−tLpf)(x) = ENx
0
[f(Xt)]. 一方, 右辺はBrown運動で

ENx
0
[f(Xt)] =

1

φp(x)
ExW

[
e−

∫ t
0 V (Bs)dsf(Bt)φp(Bt)

]
etE (6.32)

と表せる.

熱半群 e−tHpの Feynman-Kac 公式は, Brown運動をつかって

(f, e−tHpg)L2(Rd) =

∫
Rd

dxExW [f(B0)e
−

∫ t
0 V (Bs)dsg(Bt)]

と表せた. 一方, 基底状態変換した e−tLpは P (ϕ)1過程によって

(f, e−tLpg)L2(N0) = EN0 [f(X0)g(Xt)]

と表せる. こちらはポテンシャル V の情報が全て P (ϕ)1過程に組み込まれている. 2つの公式

は一長一短がある. パスの性質はBrown運動が分かりやすいが, 評価は後者の方がしやすい.
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6.2 Dirichlet 原理

Dirichlet 原理を示そう. V はKato分解可能であると仮定する. (Xt)t∈Rは Lpに付随した

P (ϕ)1過程とする.

補題 6.12 (Dirichlet 原理) 自然数 n を固定し, Tj = Tj/2n, j = 0, 1, ..., 2nとおく. G ⊂ Rd,

τ = inf{Tj ≥ 0|XTj ∈ G}としよう. このとき ψ(x) ≥ 1 (x ∈ G)を満たす任意の ψ ≥ 0 に対

して ∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψ, ψ)L2(N0) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψ, (1l− e−(T/2n)Lp)ψ)L2(N0).

証明: ψϱ(x) = ExN0
[ϱτ ]と定める. Xs が Gの内側から出発すれば τ = 0なので, ψϱ(x) = 1

(x ∈ G) が従う. Gt = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t) をX = (Xt)t≥0の自然なフィルトレーションとしよ

う. X のMarkov性から

e−(T/2n)Lpψϱ(x) = ExN0
[EXT/2n

N0
[ϱτ ]] = ExN0

[ExN0
[ϱτ◦θT/2n |FT/2n ]] = ExN0

[ϱτ◦θT/2n ]

となる. ここで θt は X 上のシフトで (θtw)(s) = w(s + t) (w ∈ X )で定義される. x =

X0(w) ∈ Rd \Gのとき (τ ◦ θT/2n)(w) = τ(w)− T/2n ≥ 0に注意せよ. その結果, 恒等式

ϱT/2
n

e−(T/2n)Lpψϱ(x) = ψϱ(x), x ∈ Rd \G

が従う. ∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2dN0 = (ψϱ, ψϱ) ≤ (ψϱ, ψϱ) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψϱ, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ)

は自明. 右辺は (ψϱ1lG, ψϱ1lG) +
ϱT/2n

1−ϱT/2n (ψϱ1lG, (1l − e−(T/2n)Lp)ψϱ) と計算できる. さらに

(ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ) = (ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG) なので∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψϱ1lG, ψϱ1lG) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG). (6.33)

ψϱ1lG(x) ≤ ψ(x) が全ての x ∈ Rdで成り立つことに注意せよ. このとき

(ψϱ1lG, ψϱ1lG) +
ϱT/2

n

1− ϱT/2n
(ψϱ1lG, (1l− e−(T/2n)Lp)ψϱ1lG)

≤ (ψ, ψ) +
ϱT/2

n

1− ϱT/2n
(ψ, (1l− e−(T/2n)Lp)ψ). (6.34)
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(6.33) と (6.34) から題意が示された. □

f ∈ L2(Rd)とする. このとき

N0 (|f(X0)| ≥ Λ) = N0 (|f(x)| ≥ Λ) ≤ 1

Λ

√
(f, f)L2(N0)

は自明である. 実は P (ϕ)1過程のパスについてはもう少し深いことがいえる. それを説明す

る.

命題 6.13 V はKato 分解可能であると仮定する. Λ > 0 として, f ∈ C(Rd) ∩D(L
1/2
p )と仮

定する. (Xt)t∈Rは Lpに付随した P (ϕ)1過程とする. このとき

N0

(
sup

0≤s≤T
|f(Xs)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f)L2(N0) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)L2(N0).

証明: Tj = Tj/2n, j = 0, 1, ..., 2n, とおき, T と nを固定する. G = {x ∈ Rd||f(x)| ≥ Λ}に対
して τ = inf{Tj ≥ 0|XTj ∈ G} を定義する. このとき恒等式

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj)| ≥ Λ

)
= N0(τ ≤ T )

が従う. この右辺を評価しよう. 0 < ϱ < 1 とし, あとで適当な ϱ を選ぶ . dN0に関する

Schwarz の不等式から

N0(τ ≤ T ) = EN0

[
1l{τ≤T}

]
≤ EN0

[
ϱτ−T

]
≤ ϱ−T

(∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2

)1/2

dN0.

0 ≤ ψ は ψ(x) ≥ 1 (x ∈ G) を満たす任意の関数とする. そうするとDirichlet 原理 から∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2dN0 ≤ (ψ, ψ)L2(N0) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
(ψ, (1l− e−(T/2n)Lp)ψ)L2(N0).

ここで

|f(x)|/Λ =

{
≥ 1, x ∈ G,

|f(x)|/Λ, x ∈ Rd \G

を ψ に代入すれば∫
Rd

(ExN0
[ϱτ ])2dN0 ≤

1

Λ2
(f, f) +

ϱT/2
n

1− ϱT/2n
1

Λ2
(|f |, (1l− e−(T/2n)Lp)|f |).
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e−(T/2n)Lp は正値改良型なので (|f |, (1l− e−(T/2n)Lp)|f |) ≤ (f, (1l− e−(T/2n)Lp)f). これから

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj)| ≥ Λ

)
≤ ϱ−T

Λ

√
(f, f) +

ϱT/2n

1− ϱT/2n
(f, (1l− e−(T/2n)Lp)f).

ϱ = e−1/T とおけば ϱT/2n

1−ϱT/2n ≤ 2nより

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f) + 2n(f, (1l− e−(T/2n)Lp)f).

(f, (1l− e−(T/2n)Lp)f) ≤ (T/2n)(L1/2f, L
1/2
p f)なので,

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj)| ≥ Λ

)
≤ e

Λ

√
(f, f) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)

がわかる. n→ ∞ とすればルベーグの優収束定理から

lim
n→∞

N0

(
sup

j=0,...,2n
|f(XTj)| ≥ Λ

)
= N0

(
lim
n→∞

sup
j=0,...,2n

|f(XTj)| ≥ Λ

)
.

さらに関数 f(Xt) は t に関してほとんどいたるところ連続なので lim
n→∞

sup
j=0,...,2n

|f(XTj)| =

sup
0≤s≤T

|f(Xs)| が従う. これで命題が示せた. □

6.3 Mehler公式

再度, 調和振動子について考える. つまり

V (x) =
ω2

2
|x|2 − ω

2

について考える. d = 1 として Schrödinger 作用素

Hosc = − 1

2m

d2

dx2
+
mω2

2
x2 − ω

2
(6.35)

を考える. ここで, m は質量, ω は振動数. Hosc は C∞
0 (R) で本質的に自己共役. そして

σ(Hosc) = {mωn|n ∈ N}がわかる. 基底状態は

Ψosc(x) = (mω/π)1/4e−mωx
2/2 (6.36)
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さらに固有ベクトルは

Ψn(x) = (mω/(4n(n!)2π))1/4e−
x2

2 Hn(x), (6.37)

ここでHn, n = 1, 2, ..., はエルミート多項式である. m,ω, σ > 0 とする. 次の SDE

dXt = −mωXtdt+ σdBt, B0 = x (6.38)

を考える27. その解は Ornstein-Uhlenbeck 過程

Xx
t = e−mωtx+ σ

∫ t

0

e−mω(t−s)dBs (6.39)

になる. 計算すると

E0
W [Xx

t ] = e−mωtx, E0
W [Xx

t X
x
s ] = e−mω(t+s)x2 +

σ2

2mω
(1− e−2mω(s∧t)) (6.40)

が (6.39)から従う. Xx
t の生成子は

σ2

2

d2

dx2
−mωx

d

dx
. (6.41)

(6.35)を考察する. X ·
t = Xt とおき, Eµ[· · · ] =

∫∞
−∞ E0

W [· · · ]Ψosc(x)
2dxとおく.

Eµ[Xt] = 0, Eµ[XsXt] =
σ2

2mω
e−|t−s|mω (6.42)

になる.

基底状態変換 Ug : L
2(R,Ψ2

oscdx) → L2(R), Ugf = Ψoscf , により

Losc = U −1
g HoscUg = − 1

2m

d2

dx2
+mωx

d

dx
.

これは, 1/m = σ2とすれば (6.41)と一致する. そうすると

Eµ

[
n∏
j=0

fj(Xtj)

]
=

(
1l, f0

(
n∏
j=1

e−(tj−tj−1)Loscfj

)
1l

)
L2(R,Ψ2

oscdx)

.

HoscxΨosc = mωΨoscなので,

Eµ [XtXs] = (Ψosc, xe
−(t−s)HoscxΨosc)

= e−mω|t−s|
∫ ∞

−∞
|x|2Ψ2

osc(x)dx =
σ2

2mω
e−mω|t−s|

で (6.42)が現れる.
27Langevin方程式という.

80



命題 6.14 (Mehler公式) κt =
1− e−2mωt

2mω
, t ≥ 0, とする. このとき e−tHosc の積分核は次で

与えられる.

e−tHosc(x, y) =
1√

2πκt/m
exp

(
−2xye−mωt − (ωκt + e−2mωt)x2 − (e−2mωt − ωκt)y

2

2κt

)
.

(6.43)

証明: e−tHosc を L2(R) の作用素とみなし kernelを導き出す. (6.39)から

E0
W [f(Xx

t )] = E0
W

[
f

(
e−mωtx+ σ

∫ t

0

e−mω(t−s)dBs

)]
.

任意の固定された tに対して,

rt = σ

∫ t

0

e−mω(t−s)dBs = σe−mωt
(
emωtBt − (mω)−1

∫ t

0

Bse
mωsds

)
はガウス型の確率変数で平均ゼロ, 共分散が

E[rtrt] = (σ2/2mω)(1− e−2mωt) =
σ2

2
κt.

よって

e−tHoscf(x) = Uge
−tLoscU −1

g f(x) = Ψosc(x)E[(Ψ−1
oscf)(X

x
t )].

Xx
t = e−mωtx+ rt で rtはガウス型確率変数. 右辺は(

2π
σ2

2
κt

)−1/2

Ψosc(x)

∫ ∞

−∞

f(e−mωt + y)

Ψosc(e−mωt + y)
exp

(
−|y|2
σ2

2
κt

)
dy. (6.44)

e−mωt + y を zに変数変換して σ2 = 1/mとおけば,

=

∫ ∞

−∞
f(z) (πκt/m)−1/2 Ψosc(x)

Ψosc(z)
exp

(
−|z − e−mωt|2

κt
2m

)
dz.

これから (6.43) が従う. □
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6.4 Rabi模型

P (ϕ)1過程の簡単な応用としてRabi模型の経路積分表示を紹介する.

a =
1√
2
(
1√
ω

d

dx
+
√
ωx), a =

1√
2
(− 1√

ω

d

dx
+
√
ωx)

とする. このとき, 交換関係 [a, a∗] = 1を満たす. Rabi模型は次で定義されるC2 ⊗ L2(R)上
の自己共役作用素である.

HRabi = ∆σz ⊗ 1l + 1l⊗ ω(a∗a+
1

2
) + gσx ⊗ (a+ a∗). (6.45)

ここで, ∆ > 0と ω > 0は定数, g ∈ Rは結合定数である. 伝統的にこのような記号を使う. ∆

はラプラシアンではない. e−tHRabiの経路積分表示を求めてみよう. そのためにHRabi変換す

る. n ∈ R3, θ ∈ [0, 2π)としよう. e(i/2)θn·σ は

e(i/2)θn·σσµe
−(i/2)θn·σ = (Rσ)µ

をみたす. ここで R は 3 × 3 行列で n の周りの角度 θの回転を表す. 特に n = (0, 1, 0),

θ = π/2のとき

e(i/2)θn·σσxe
−(i/2)θn·σ = σz, e(i/2)θn·σσze

−(i/2)θn·σ = −σx.

U = e(iπ/4)σy とおくと,

UHRabiU
−1 = ωa∗a+ gσz(a+ a∗)− σx∆ (6.46)

となる. さらに UHRabiU
−1の基底状態変換を考える. 正規化された基底状態Ψg は正なので

Ug : L
2(Rd) → L2(R,Ψ2

gdx) を Ugf = Ψ−1
g f で定義する. 確率測度 Ψ2

gdx を dµで表す. その

結果 UHRabiU
−1 はC2 ⊗ L2(R, dµ)上の作用素

UgUHRabiU
−1U−1

g =
1

2

(
− d2

dx2
+ ωx

d

dx

)
+ gσz

√
2ωx− σx∆ (6.47)

に変換される. 行列で表示すれば1
2

(
− d2

dx2
+ ωx d

dx

)
+ g

√
2ωx −∆

−∆ 1
2

(
− d2

dx2
+ ωx d

dx

)
− g

√
2ωx
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となり, 非対角成分に−∆が現れる. さらに C2 ⊗ L2(R, dµ) を

H = L2(R× Z2, dµ) =

{
f = f(x, σ)

∣∣∣∣∣∑
σ∈Z2

∫
|f(x, σ)|2dµ(x) <∞

}
(6.48)

と同一視して, (6.47) は

Hf(x, σ) =

{
1

2

(
− d2

dx2
+ ωx

d

dx

)
+ g

√
2ωσx

}
f(x, σ)−∆f(x,−σ), σ ∈ Z2 (6.49)

に変換される.

h =
1

2

(
− d2

dx2
+ ωx

d

dx

)
とする. (Xx

t )t≥0 を xから出発するOrnstein-Uhrenbeck 過程としよう. つまり∫
dµ(x)EW [Xx

t ] = 0,

∫
dµ(x)EW [Xx

t X
x
s ] =

e−|t−s|ω

2ω
.

Xx
t の生成子は−h であり

(f, e−thg)H =

∫
dµ(x)EW

[
f(Xx

0 )g(X
x
t )
]
.

Xx
t の分布 ρt(x, y)は

ρt(x, y) = Ψg(x)
−1Kt(x, y)Ψg(y) (6.50)

となり, Kt(x, y)は Mehler核

Kt(x, y) =
1√

π(1− e−2t)
exp

(
4xye−t − (x2 + y2)(1 + e−2t)

2(1− e−2t)

)
である. スピンに対応して, intensity 1の Poisson過程 (Nt)t≥0 を導入する. 前章のように

θNt = (−1)Nt とする.

定理 6.15 (Rabi模型の P (ϕ)1-Feynman-Kac 公式) f, g ∈ H とする. このとき

(∆ > 0) (f, e−tHg)H = et
∑
α=1,2

∫
dµ(x)EανEW

[
f(x, θN0)g(X

x
t , θNt)e

−g
√
2ω

∫ t
0θNsX

x
s ds∆Nt

]
,

(6.51)

(∆ = 0) (f, e−tHg)H = et
∑
α=1,2

∫
dµ(x)EανEW

[
1lNt=0f(x, θα)g(X

x
t , θα)e

−gθα
√
2ω

∫ t
0X

x
s ds
]
.

(6.52)
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証明: 記号を簡単化するために E =
∑

α=1,2

∫
dµ(x)EανEW とおく. 命題 2.7から

(f, e−tHRabig)H = etE
[
f(x, θN0)g(X

x
t , θNt)e

−g
√
2ω

∫ t
0θNsX

x
s dse

∫ t
0log∆dNs

]
. (6.53)

ここで e
∫ t
0log∆dNs = elog∆

Nt = ∆Nt なので (6.51) が従がう. ∆ = 0のときはNt = 0 なる集合

のみ生き残るから

(f, e−tHRabig)H = etE
[
f(x, θα)g(X

x
t , θNt)e

−g
√
2ω

∫ t
0θNsX

x
s ds1lNt=0

]
. (6.54)

□

系 6.16 (基底状態の一意性) HRabiの基底状態は一意的である.

証明: f, g ≥ 0 とする. 十分小さな ϵ > 0に対して, Ωf = {(x, θ) ∈ R × Z2|f(x, θ) > ϵ} と
Ωg = {(x, θ) ∈ R× Z2|g(x, θ) > ϵ} の測度は正である. (6.51)から

(f, e−tHRabig) ≥ ϵetE
[
1lΩf

(x, θN0)1lΩg(X
x
t , θNt)e

−g
√
2ω

∫ t
0θNsX

x
s ds∆Nt

]
.

Ωf はR×Z2の部分集合で, Ωf =
∪
θ∈Z2

(Ωθ
f , θ)と表せる. Ω+1

f または Ω−1
f (⊂ R) のどちらか

一方は少なくても正の測度をもつ. Ω+1
f が正の測度をもつとする. 同様に Ωg =

∪
θ∈Z2

(Ωθ
g, θ)

でΩ+
g は正の測度とする. Ω を (Ω+

f ,+)の中から出発して (Ω+
g ,+)中に到着するパスの集合と

する.

E [1lΩ] = E
[
1lΩ+1

f
(x)1lΩ+1

g
(Xx

t )1lNt=even

]
.

Xx
t の分布 ρt をつかって

E [1lΩ] =
∞∑
n=0

t2n

(2n)!
e−t
∫
Ω+1

f

dx

∫
Ω+1

g

dyΨg(x)Kt(x, y)Ψg(y) > 0.

その結果Ω は正測度をもち,

(f, e−tHRabig) ≥ ϵetE
[
1lΩe

−g
√
2ω

∫ t
0θNsX

x
s ds∆Nt

]
> 0

が結論できる. 故に e−tHRabi は正値改良型作用素になるので Perron-Frobenius の定理から基

底状態の一意性が従がう. □
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図 3: スペクトル曲線の交叉

6.5 参考文献など

P (ϕ)1過程の詳しい記述は [LHB11, Chapter 3]にある. Rabi模型の Feynman-Kac公式は

[HH14]による. 数値計算の図 6.428から, 予想されるように g 7→ En(g) というスペクトル曲線

を描くと, E2n(g)とE2n+1 (n = 01, 2, ...) は n回交叉することが予想される. 基底状態の一意

性は E0と E1が交わらないことを示している [HH14].

Dirichlet 原理は [KV86]にある.

28佐々木格氏提供
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第 II部

場の量子論

7 Boson Fock 空間

この章ではFock空間に関する基本的な事柄を紹介し, これから使う基本的な記号を定義す

る. Boson Fock 空間, Euclid 場, P (ϕ)1過程, Katoクラスを熟知している読者はこの章と次

の章をスキップしても構わない.

7.1 お話

場の量子論において自由場とは互いに相互作用していない同じ素粒子がたくさん集まった

状態を表している. この自由場と Schrödinger 方程式に支配される粒子の相互作用する系を

考えて, そのHamiltonian のスペクトル解析を行う. その数学的な解析方法のひとつとして,

Hilbert 空間上の作用素論を用いるものがある. それは Fock空間F といわれる Hilbert 空

間と Schrödinger 作用素の状態ベクトルのつくるHilbert 空間K のテンソル積空間K ⊗ F

上の自己共役作用素H のスペクトル解析に帰着される. H の点スペクトルや連続スペクト

ルの解析がHamiltonian の固有ベクトルやスペクトル散乱理論の解析に対応することは von

Neuman 以来よく知られている.

一方 Euclid 的場の量子論では実シュワルツ超関数空間上のガウス測度が定める L2空間の

ベクトルに値をとる確率変数をもちいて, 場の量子論を解析する. この場合, 自由場とは直感

的には無限次元ガウス超過程になる.

上記の 2つはFeynman-Kac型汎関数積分表示によって関係づけられる. 自由場を表す自己

共役作用素 Hf の生成する熱半群 e−tHf の期待値 (F, e−tHfG) を無限次元ガウス超過程で表す

ためには時間発展を表すユニタリー作用素 e−itHf を e−tHf に変えること, つまり実時間 t を

虚数時間 −itへ解析接続することが必要になる. それを形式的にみてみよう. 1l(∈ F )をFock

真空とする. 質量 ν ≥ 0のスカラー場

ϕt(f) = e−itHfϕ(f)eitHf

のローレンツ不変な理論では自由場の 2点関数は

(1l, ϕt(f)ϕs(g)1l) =

∫
R3×R

f(x)g(y)W (x− y)dxdy
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で与えられ, W はWightman超関数といわれる. 形式的に

W (x− y) = (1l, ϕ(x)ϕ(y)1l)

である. ここで x = (t,x) ∈ R× R3 で

W (x) =
1

2(2π)3

∫
R3

eit
√

|k|2+ν2−ik·x√
|k|2 + ν2

dk.

E. Nelson はEuclid 場から場の量子論を構成する仕方を発見した. W ((t,x)) の解析接続され

た関数は Schwinger 関数とよばれる.

W ((it,x)) =
1

2(2π)3

∫
R3

e−t
√

|k|2+ν2−ik·x√
|k|2 + ν2

dk =
1

2(2π)4

∫
R4

eik0t−ik·x

|k|2 + ν2 + k20
dk,

k = (k0, k) ∈ R× R3. つまり, Euclid 場

ϕEt(f) = e−tHfϕE(f)e
tHf

の共分散は

(1l, ϕEt(f)ϕEs(g)1l) =
1

2

∫
R4

f̂(k)ĝ(k)e−|t−s|
√

|k|2+ν2 dk

|k|2 + ν2 + k20
(7.1)

となる. これは形式的にHf1l = 0と思えば,

(1l, ϕEt(f)ϕEs(g)1l) = (ϕ(f), e−(s−t)Hfϕ(g))

と読める. Euclid 場とは (7.1)を共分散に持つようなガウス過程のことであり, 共分散の形か

らも分かるようにOrnstein-Uhlenbeck過程の無限次元版とも思える.

7.2 Boson Fock 空間

上で述べた形式的な議論をHilbert空間論的に厳密に述べる. W をHilbert空間とし, ⊗n
s W

は W の n-重対称テンソル積を表す. つまり⊗n
sW = Sn(⊗nW ) で射影作用素 Sn を

Sn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) =
1

n!

∑
π∈℘n

fπ(1) ⊗ · · · ⊗ fπ(n), n ≥ 1,
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で定める. ここで ℘n は n次置換群を表す. F (n) = F (n)(W ) = ⊗n
s W , ⊗0

sW = C として, 無

限直和空間

F = F (W ) =
∞⊕
n=0

F (n)(W )

を考える. ここにスカラー積を定めて位相を入れる. そのスカラー積は

(Ψ,Φ)F =
∞∑
n=0

(Ψ(n),Φ(n))F (n)

で与えられる.

(F (W ), (·, ·)F (W ))

は W 上の Boson Fock 空間といわれ, これは Hilbert 空間である. Fock 空間F は ℓ2-列

(Ψ(n))n∈N で Ψ(n) ∈ F (n) かつ ∥Ψ∥2F =
∞∑
n=0

∥Ψ(n)∥2F (n) < ∞ となるものと同一視される.

Ωb = (1, 0, 0, ...) は Fock真空とよばれる.

生成・消滅作用素というF 上の 2つの重要な閉作用素を定義しよう. それは各々a∗(f), a(f)

と表される. 生成作用素は

(a∗(f)Ψ)(n) =
√
nSn(f ⊗Ψ(n−1)), n ≥ 1,

そして (a∗(f)Ψ)(0) = 0 で定義される. これらは可閉作用素で, その閉包も同じ記号で書くこ

とにする. 定義域は

D(a∗(f)) =

{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

n∥Sn(f ⊗Ψ(n−1))∥2F (n) <∞

}

である. さらに消滅作用素は

a(f) = (a∗(f̄))∗ (7.2)

と定める. 我々の定義では f 7→ a♯(f)は複素数体上で線形になる29. 名前からわかるように

a∗(f) はボゾン数を一つふやし, a(f) は一つ減らす作用である. D ⊂ W を稠密な部分集合と

すれば

L.H.{a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωb,Ωb| fj ∈ D, j = 1, .., n, n ≥ 1}

29 a∗(f) = (a(f))∗と定義して f 7→ a∗(f)が線形でない形式も存在する. このノートでは後に Schrödinger 表
現をとり, 場の作用素 ϕ(f)が f に関して複素線形となるように構成するので, f 7→ a♯(f)が線形にる形式をと
る.
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も稠密になる. ちなみに

(
m∏
j=1

a∗(fj)Ω)
(n) = δnm

√
n!Sn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn)

である.

Ffin =
{
(Ψ(n))n≥0 ∈ F

∣∣∃M s.t. Ψ(m) = 0(∀m ≥M)
}

は有限粒子部分空間といわれる. a, a∗ は Ffinを不変にし, Ffin上で正凖交換関係

[a(f), a∗(g)] = (f̄ , g)1l, [a(f), a(g)] = 0, [a∗(f), a∗(g)] = 0

をみたす. T を W 上の縮小作用素とする. T の第 2量子化 Γ(T ) を

Γ(T ) =
∞⊕
n=0

(⊗nT )

で定義する. ここで ⊗0T = 1l. Γ(T )も縮小作用素になる. 第 2量子化 Γ はファンクター

Γ : C (W → W ) → C (F → F ) を定める. ここで C (X → Y ) はX から Y への縮小作用素

全体の集合である. ファンクター Γ は半群の性質をみたし, さらにC (W → W ) は ∗-代数で
ある. つまり

Γ(S)Γ(T ) = Γ(ST ), Γ(S)∗ = Γ(S∗), Γ(1l) = 1l

が S, T ∈ C (W → W )に対して成り立つ. 自己共役作用素 h に対して {Γ(eith) : t ∈ R} は強
連続 1径数ユニタリー群になる. Stoneの定理により一意的な自己共役作用素 dΓ(h) : F → F

で

Γ(eith) = eitdΓ(h), t ∈ R,

となるものが存在する. これも hの第 2量子化という.

dΓ(h) = −i d
dt
Γ(eith)⌈t=0

だから

dΓ(h) = 0⊕

[
∞⊕
n=1

(
n∑
j=1

1l⊗ · · ·⊗
j

h ⊗ · · · ⊗ 1l

)]
となる. よって

dΓ(h)Ωb = 0, dΓ(h)a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωb =
n∑
j=1

a∗(f1) · · · a∗(hfj) · · · a∗(fn)Ωb.
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第 2量子化作用素のスペクトルは

σ(dΓ(h)) =

{
n∑
j=1

λj

∣∣∣∣∣λj ∈ σ(h), j = 1, ..., n, n ≥ 1

}
∪ {0},

σp(dΓ(h)) =

{
n∑
j=1

λj

∣∣∣∣∣λj ∈ σp(h), j = 1, ..., n, n ≥ 1

}
∪ {0}

となるので, もし 0 ̸∈ σp(h)ならば dΓ(h)の固有値 0は単純になる.

N = dΓ(1l)

は個数作用素といわれ, σ(N) = σdisc(N) = N ∪ {0} である.

a♯(f)は非有界作用素である. そこで有用な不等式を紹介する.

命題 7.1 h は正の自己共役作用素, f ∈ D(h−1/2), Ψ ∈ D(dΓ(h)1/2)とする. このとき Ψ ∈
D(a♯(f)) かつ

∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥h−1/2f∥∥dΓ(h)1/2Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥h−1/2f∥∥dΓ(h)1/2Ψ∥+ ∥f∥∥Ψ∥.

特に f ∈ D(h−1/2)のときD(dΓ(h)1/2) ⊂ D(a♯(f)).

この命題から f ∈ W に対して,

∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥f∥∥N1/2Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥f∥(∥N1/2Ψ∥+ ∥Ψ∥)

が分かる. 最後に第 2量子化作用素と生成・消滅作用素の交換関係を与えておく.

[dΓ(h), a∗(f)]Ψ = a∗(hf)Ψ, [dΓ(h), a(f)]Ψ = −a(hf)Ψ.

ここで Ψ ∈ D(dΓ(h)3/2) ∩ Ffin. これは極限操作によりΨ ∈ D(dΓ(h)3/2)まで拡張できる.

Segal 場 Φ(f) は

Φ(f) =
1√
2
(a∗(f) + a(f̄))

で定義される. またその共役運動量作用素は

Π(f) =
i√
2
(a∗(f)− a(f̄))

で定義される. すぐに

[Φ(f),Π(g)] = iRe(f, g), [Φ(f),Φ(g)] = iIm(f, g), [Π(f),Π(g)] = iIm(f, g)

がわかる.
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命題 7.2 (Nelsonの解析ベクトル定理) K を対称作用素とする. 部分集合 D ⊂ ∩∞
n=1D(Kn)

を次で定める. f ∈ D とは, ある t > 0に対して
∑∞

n=0 ∥Knf∥tn/n! <∞. Dが稠密なとき, K

はD上本質的自己共役である.

この命題と

s− lim
m→∞

m∑
n=0

∥Φ(f)nΨ∥tn

n!
<∞, s− lim

m→∞

m∑
n=0

∥π(f)nΨ∥tn

n!
<∞

が Ψ ∈ Ffin と t ≥ 0で成り立つので, Φ(f) と Π(g) がともにFfin上本質的自己共役作用素

であることがわかる. その閉包も同じ記号で表す.

Wick 積 :
∏n

i=1 Φ(fi) : は帰納的に

:Φ(f) := Φ(f),

:Φ(f)
n∏
i=1

Φ(fi) := Φ(f) :
n∏
i=1

Φ(fi) : −
1

2

n∑
j=1

(f, fj) :
∏
i ̸=j

Φ(fi) :

で定義される. すぐに

:Φ(f)n :=

[n/2]∑
k=0

n!

k!(n− 2k)!
Φ(f)n−2k

(
−1

4
∥f∥2

)k
がわかる. :Φ(f1) · · ·Φ(fn) : Ωb = 2−n/2a∗(f1) · · · a∗(fn)Ωbなので(

:
n∏
i=1

Φ(fi) : Ωb, :
m∏
i=1

Φ(gi) : Ωb

)
= δnm2

−n/2
∑
π∈Pn

n∏
i=1

(gi, fπ(i))

となる. さらに

:eαΦ(f) : Ωb = s− lim
m→∞

m∑
n=0

αn

n!
:Φ(f)n : Ωb = e−(1/4)α2∥f∥2eαΦ(f)Ωb.

つまり実数値関数 f , gに対して (Ωb,Φ(f)Ωb) = 0, (Ωb,Φ(f)Φ(g)Ωb) =
1
2
(f, g). さらに

(Ωb, e
αΦ(f)Ωb)F = e(1/4)α

2∥f∥2

が成り立つ.
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7.3 Q-空間

実ベクトル空間 E を指数にもつ, 確率空間 (Q,Σ, µ)上のガウス超過程について考える.

定義 7.3 (ガウス超過程) (ϕ(f), f ∈ E ) が確率空間 (Q,Σ, µ) 上の E を指数に持つガウス超

過程であるとは次を満たすことである.

(1) ϕ(f) は (Q,Σ, µ) 上のガウス過程で平均ゼロ, 共分散が Eµ[ϕ(f)ϕ(g)] = 1
2
(f, g)E .

(2) ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g), α, β ∈ R.

(3) Σ は {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

ガウス超過程の存在は知られている.

SQ = {F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) |F ∈ S (Rn), fj ∈ E , j = 1, ..., n, n ≥ 1}

と定義する.

補題 7.4 次は同値である.

(1) SQ は L2(Q)で稠密.

(2) Σ は {ϕ(f) | f ∈ E }を可測にする最小のシグマ代数.

7.4 Wiener-Itô-Segal 同型

L2(Q) = L2(Q,Σ, µ)とおく. E を実ヒルベルト空間とする. L2(Q) と F (EC)はユニタ

リー同値になることが知られている. ここでEC は複素ヒルベルト空間でE の複素化である30.

これをみてみよう. Fock空間のWick積と同様にL2(Q)上のWick積を定義する.
∏n

i=1 ϕ(fi)

のWick積を帰納的に

:ϕ(f) := ϕ(f),

:ϕ(f)
n∏
i=1

ϕ(fi) := ϕ(f) :
n∏
i=1

ϕ(fi) : −
1

2

n∑
j=1

(f, fj) :
∏
i ̸=j

ϕ(fi) :

30 複素化 ECは EC = {{f, g}|f, g ∈ E } で定義し, λ ∈ Rに対して λ{f, g} = {λf, λg}, iλ{f, g} = {−λf, λg},
{f, g} + {f ′, g′} = {f + f ′, g + g′}となるものである. スカラー積は EC 上に ({f, g}, {f ′, g′})EC = (f, f ′) +
(g, g′) + i ((f, g′)− (g, f ′))で定義される. (EC, (·, ·)EC) は Hilbert 空間になる.
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で定義する. すぐに fi, gj ∈ E に対して(
:
n∏
i=1

ϕ(fi) :, :
m∏
i=1

ϕ(gi) :

)
= δmn

∑
π∈℘n

2−n
n∏
i=1

(fi, gπ(i)).

さらに

:eαϕ(f) := s− lim
m→∞

m∑
n=0

αn

n!
:ϕ(f)n := e(1/4)α

2∥f∥2eαϕ(f)

もわかる. 部分空間を

L2
n(Q) = L.H.

{
:
n∏
i=1

ϕ(fi) :

∣∣∣∣∣ fi ∈ E , i = 1, ..., n

}
∪ {1l}

としよう. このとき L2
m(Q) ⊥ L2

n(Q) (n ̸= m)がわかる. L2(Q) ⊃
⊕∞

n=0 L
2
n(Q)は自明だが,

実は次が示せる.

補題 7.5 L2(Q) =
⊕∞

n=0 L
2
n(Q).

補題 7.5 はWiener-Itô分解として知られている. UW : F (EC) → L2(Q) を

UW :
n∏
i=1

Φ(fi) : Ωb =:
n∏
i=1

ϕ(fi) :, f1, ..., fn ∈ E , UWΩb = 1l

で定める.

命題 7.6 (Wiener-Itô-Segal 同型) UW : F (EC) → L2(Q) は次を満たす: (1) UWΩb = 1l,

(2) UWF (n)(EC) = L2
n(Q), (3) UWΦ(f)U−1

W = ϕ(f), f ∈ E .

T : EC → EC を縮小作用素とする.

UWΓ(T )U−1
W : L2(Q) → L2(Q)

もL2(Q)上の第 2量子化作用素とよばれ, 簡単にΓ(T )と書くことにする. T : E → E のとき,

Γ(T ) :
n∏
i=1

ϕ(fi) :=:
n∏
i=1

ϕ(Tfi) :, fi ∈ E , Γ(T )1l = 1l

がわかる. さらに自己共役作用素 hに対してUWdΓ(h)U
−1
W も混乱しない限りは簡単に dΓ(h)

とかくことにする. もちろん h : E ∩D(h) → E のとき

dΓ(h) :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=
n∑
j=1

:ϕ(f1) · · ·ϕ(hfj) · · ·ϕ(fn) :, fi ∈ E , dΓ(h)1l = 0

である.
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命題 7.7 (正値保存性) T を実Hilbert 空間 E 上の縮小作用素とする. このとき Γ(T ) は正値

保存作用素になる.

証明: Γ(T ) :exp(αϕ(f)) :=:exp(αϕ(Tf)) : が α ∈ Cに対して成立する. よって

Γ(T )eαϕ(f) = eαϕ(Tf)e
1
4
α2(f,(1−T ∗T )f)

となる. F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) ∈ SQに対しては,

Γ(T )F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) = (2π)−n/2
∫
Rn

dkF̂ (k)e−
1
4

∑n
i,j=1(fi,(1−T ∗T )fj)kikjei

∑n
j=1 kjϕ(Tfj).

∥T∥ ≤ 1なので, {(fi, (1− T ∗T )fj)}i,j は正定値31. よって F とガウス核 DT のたたみこみで

Γ(T )F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) = (2π)−n/2(F ∗DT )(ϕ(Tf1), · · · , ϕ(Tfn))

と表せる. これから F ≥ 0 は Γ(T )F ≥ 0を意味する. Ψ ∈ L2(Q) を非負としよう. Fn ∈ SQ

で 0 ≤ Fn → Ψ (n→ ∞)となる列が存在するので極限操作により命題が従う. □

7.5 スカラー場

スカラー場を考える. W = L2(Rd) とする. このときF (n) は L2(Rdn) の対称関数の全体

{f ∈ L2(Rdn)|f(k1, . . . , kn) = f(kπ(1), . . . , kπ(n)), ∀π ∈ ℘n} と同一視できる. 生成・消滅作用

素は32

(a(f)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
√
n+ 1

∫
Rd

f(k)Ψ(n+1)(k, k1, ..., kn)dk, n ≥ 0,

(a∗(f)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
1√
n

n∑
j=1

f(kj)Ψ
(n−1)(k1, ..., k̂j, ..., kn), n ≥ 1,

(a∗(f)Ψ)(0) = 0

31positive semi-definite.
32形式的に記号 a(k) と a∗(k) は

(a(k)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
√
n+ 1Ψ(n+1)(k, k1, ..., kn),

(a∗(k)Ψ)(n)(k1, ..., kn) =
1√
n

n∑
j=1

δ(k − kj)Ψ
(n−1)(k1, ..., k̂j , ..., kn),

となり [a(k), a∗(k′)] = δ(k − k′), [a(k), a(k′)] = 0 = [a∗(k), a∗(k′)] をみたす.
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となる. ω : L2(Rd) → L2(Rd) はかけ算作用素で33, 次で定義される.

ω(k) =
√

|k|2 +m2, k ∈ Rd. (7.3)

ここでm ≥ 0はボゾンの質量を表す. その第 2量子化作用素は

(dΓ(ω)Ψ)(n) (k1, ..., kn) =

(
n∑
j=1

ω(kj)

)
Ψ(n)(k1, ..., kn)

となる. dΓ(ω) は自由Hamiltonian といわれ,

Hf = dΓ(ω) (7.4)

とおく34.

σ(Hf) = [0,∞), σp(Hf) = {0} (7.5)

である. 特にHfΩb = 0. 交換関係は

[Hf , a(f)] = −a(ωf), [Hf , a
∗(f)] = a∗(ωf).

もし f/
√
ω ∈ L2(Rd)ならば次の有用な不等式

∥a(f)Ψ∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥H1/2

f Ψ∥, ∥a∗(f)Ψ∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥H1/2

f Ψ∥+ ∥f∥∥Ψ∥

が成り立つ. 形式的な表記

a♯(f) =

∫
a∗(k)f(k)dk

をこのノートでは断りなしに使う.

7.6 Euclid 場とMarkov性

ガウス超過程の作る空間 L2(Q, dµ) がF (L2(Rd))と自然に同型となるものを構成しよう.

定理 7.8 (Bochner-Minlosの定理) Q = SR(Rd)′として, ϕ(f) = ⟨ϕ, f⟩, f ∈ SR(Rd), と

する. このとき, ϕ(f), f ∈ SR(Rd) がガウス超過程になる測度 µがQ上に存在する.

33 dispersion relationとよばれる.
34 形式的にHf =

∫
ω(k)a∗(k)a(k)dk と書くこともある.
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定理 7.8により

Eµ[|ϕ(f)|2] =
1

2
∥f∥2L2(Rd)

となるから, ϕ(f)は f ∈ L2
R(Rd)まで拡大することが出来る. 実際 f ∈ L2

R(Rd)に対して

fn → f となる列 fn ∈ SR(Rd)が存在するので

ϕ(f) = s− lim
n→∞

ϕ(fn)

として定義できる.

定理 7.9 (ϕ(f), f ∈ L2
R(Rd)) は (Q,Σ, µ) 上のガウス超過程である.

f ∈ L2(Rd)に対して

ϕ(f) = ϕ(ℜf) + iϕ(ℑf), f ∈ L2(Rd)

まで拡張しておく. L2(Q) ∼= F (L2(Rd)) がWiener-Itô-Segal 同型から従う. F : L2(Rd) →
L2(Rd)をフーリエ変換とし, ユニタリー作用素 Γ(F ) : F → F を考える. このとき

Γ(F )a∗(f)Γ(F )−1 = a∗(f̂), Γ(F )a(f)Γ(F )−1 = a(
¯̄̂
f)

となる. 特に

Γ(F )Φ(f)Γ(F )−1 = Φ(f̂), f ∈ L2(Rd)

が成り立つから, Φ(f)と Φ(f̂)は同型である. よって UWϕ(f)U
−1
W = Φ(f), f ∈ L2

R(Rd), な

ので

ϕ(f) ∼= Φ(f̂), f ∈ L2
R(Rd)

となる. ここで, 細かな注意をあたえる. 一般の f ∈ L2(Rd)に対しては ϕ(f)と Φ(f̂)は同型

にならない. なぜならば, ϕ(f)は f について複素線形だが, Φ(f̂)は実線形なため. そこで,

ϕb(f) =
1√
2

∫ (
a∗(k)f̂(k) + a(k)f̂(−k)

)
dk

とすれば,

ϕ(f) ∼= ϕb(f), f ∈ L2(Rd),

となる. もちろん f ∈ L2
R(Rd)のときΦ(f̂) = ϕb(f)である. また, 時間発展について考えてみ

よう. hを自己共役作用素とする. このとき

eitdΓ(h)a∗(f)e−itdΓ(h) = a∗(eithf), eitdΓ(h)a(f)e−itdΓ(h) = a∗(eithf̄)
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となる. よって

eitdΓ(h)Φ(f)e−itdΓ(h) = Φ(eithf), f ∈ L2(Rd),

となる. しかし, 一般に

eitdΓ(h)ϕ(f)e−itdΓ(h) ̸= ϕ(eithf)

である. ただし, 条件 eith : L2
R(Rd) → L2

R(Rd)のとき

eitdΓ(h)ϕ(f)e−itdΓ(h) = ϕ(eithf), f ∈ L2
R(Rd),

が従う.

さて, ϕE(F ) は確率空間 (QE,ΣE, µE)上の F ∈ L2
R(Rd+1)を指数に持つガウス超過程とす

る. 構成の仕方は ϕ(f)と全く同じである. 違うのは次元が d + 1次元に変ったところだけで

ある. これを Euclid場という. いまから

Jt : L
2(Q) → L2(QE) (7.6)

を

jt : L
2(Rd) → L2(Rd) (7.7)

の第 2量子化作用素で定義しよう. ここで

ĵsf(k0, k) =
e−itk0√
π

√
ω(k)√

ω(k)2 + |k0|2
f̂(k). (7.8)

f ∈ L2
R(Rd)に対して jtf = jtf だから jt は実を実にうつす. I.e., jt : L

2
R(Rd) → L2

R(Rd).

ω̂ = ω(−i∇) =
√
−∆+ ν2 (7.9)

とする.

命題 7.10 任意の t, s ∈ Rに対して, j∗sjt = e−|t−s|ω̂. 特に jt は等長作用素である.

証明: 簡単なので省略する. □

Jt : L
2(Q) → L2(QE)を

Jt1lM = 1lE, Jt :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=:ϕE(jtf1) · · ·ϕE(jtfn) : (7.10)

で定義する. 恒等式 j∗sjt = e−|t−s|ω̂ から

J∗tJs = e−|t−s|U−1
W HfUW (7.11)

が従う. ここで U−1
W HfUW は L2(Q)の自由Hamiltonian で, 以降Hf と書くことにする.
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命題 7.11 (自由Hamiltonian の汎関数積分表示) F,G ∈ L2(Q) とし t ≥ 0とする. この

とき

(F, e−tHfG)L2(Q) = (J0F, JtG)L2(QE).

証明: (7.11)から従う. □

ユークリッド場のMarkov性について説明する. O ⊂ Rに対して

U(O) = {f ∈ L2
R(Rd+1)|f ∈ Ran(jt), t ∈ O}

とおき, 射影作用素 L2
R(Rd+1) → U(O) を eO で表す. ΣO は

ΣO = σ({ϕE(f) ∈ L2(QE)|f ∈ U(O)}) ⊂ Σ.

一方

EO = {Φ ∈ L2(QE)|ΦはΣO可測 }

とする. et = jtj
∗
t : L2

R(Rd+1) → Ran(jt), t ∈ R, とすれば {et}t∈Rは射影作用素の族になる.

Σt = Σ{t}, Et = E{t} としよう.

補題 7.12 a ≤ b ≤ t ≤ c ≤ dとする. 次の (a)-(d)が成立する. (a) eaebec = eaec, (b)

e[a,b]ete[c,d] = e[a,b]e[c,d], (c) ecebea = ecea, (d) e[c,d]ete[a,b] = e[c,d]e[a,b].

Et = JtJ
∗
t = ΓE(et), EO = ΓE(eO), O ⊂ R, としよう.

命題 7.13 (Markov性) (1) Ran(E[a,b]) = E[a,b]. (2) E[a,b]EtE[c,d] = E[a,b]E[c,d], E[c,d]EtE[a,b] =

E[c,d]E[a,b] が a ≤ b ≤ t ≤ c ≤ dに対して成り立つ. (3) もし [a, b] ⊂ [c, d]ならば E[a,b]E[c,d] =

E[c,d]E[a,b] = E[a,b].

注意 7.14 命題 7.13 (1)から E[a,b] は Σ[a,b]可測な L2(QE)関数全体への射影である. E[a,b]F

は EµE [F |Σ[a,b]]と一致する35. また EtF = EµE [F |Σt]. 命題 7.13 (2) は Es, s ∈ R, のMarkov

性とよばれる.

命題 7.15 F ∈ Es+tとするとき EµE [F |Σ(−∞,s]] = EµE [F |Σs]が成り立つ.

35条件付き期待値という.
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証明: EµE [F |Σ(−∞,s]] = E(−∞,s]F = E(−∞,s]Es+tF = E(−∞,s]EsEs+tF がMarkov性から従う.

E(−∞,s]Es = E(−∞,s]E{s} = E{s} = Es なので E(−∞,s]EsEs+tF = EsEs+tF = EsF = EµE [F |Σs]

がわかる. □

このMarkov性を使ってFeynman-Kac型汎関数積分表示を構成できる. 簡単な例を紹介し

よう. 多項式

P (X) = a2nX
2n + a2n−1X

2n−1 + · · ·+ a1X + a0

で a2n > 0とする. f ∈ L2
R(Rd) に対して

HI =:P (ϕ(f)) :

そして

HP = Hf +̇ HI

とする36. e−tHP の Feynman-Kac型汎関数積分表示を形式的に求める. トロッタ積公式から

e−tHP = s− lim
n→∞

(
e−(t/n)Hfe−(t/n)HI

)n
.

ここに e−|t−s|Hf = J∗tJs を代入すると

e−tHP = s− lim
n→∞

J∗0

(
n∏
j=1

Jtj/ne
−(tj/n)HIJ∗tj/n

)
Jt.

よって

e−tHP = s− lim
n→∞

J∗0

(
n∏
j=1

Etj/ne
−(tj/n)HI(tj/n)Etj/n

)
Jt.

HI(t/n) はL2(QE)に作用する作用素. Es のMarkov性からすべての Es を消し去ることがで

きて

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(
J0F,

(
n∏
j=1

e−(tj/n)HI(tj/n)

)
JtG

)
= (J0F, e

−
∫ t
0 HI(s)dsJtG)

となる. 厳密に証明すれば以下のようになる.

定理 7.16 (Feynman-Kac-Nelson 公式) F,G ∈ L2(Q)とする. このとき

(F, e−tHPG)L2(Q) = (J0F, e
−

∫ t
0 HI(s)dsJtG)L2(QE).

36+̇は quadratic form sum を表す.
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証明: F0 = JtF , Gt = JtGとおく. トロッタ 積公式と e−|t−s|Hf = J∗tJsによって,

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(F, (e−(t/n)Hfe−(t/n)HI)nG) = lim
n→∞

(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
.

ここでRj = e−(t/n):P (ϕE(jjt/nf)):, 等式

Js exp(−tHI)J
∗
s = Es exp(−t :P (ϕE(jsf)) :)Es

をつかった. 実際, この等式は以下のように示すことができる.

Jtϕ(f) :
n∏
i=1

ϕ(fi) : =:ϕE(jtf)
n∏
i=1

ϕE(jtfi) : +
1

2

n∑
j=1

(jtf, jtfj) :
n∏
i̸=j

ϕ(jtfi) := ϕE(jtf)Jt :
n∏
i=1

ϕ(fi) : .

よって Jtϕ(f)J
∗
t = ϕE(jtf)Et = EtϕE(jtf)Etとなり, 帰納的に

Jt

(
n∏
j=1

ϕ(fj)

)
J∗t = Et

(
n∏
j=1

ϕE(jtfj)

)
Et

が示せて, 簡単な極限操作で等式をえる. よって(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
=

 F0︸︷︷︸
∈E{0}

,Et/nR1Et/n(E2t/nR2E2t/n) · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[t/n,t]

 .

Markov性から Et/n を消してもいいから(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
=

 R1F0︸ ︷︷ ︸
∈E[0,t/n]

,Et/n (E2t/nR2E2t/n) · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[2t/n,t]

 .

同様に Et/n も消していいので(
F0,

n∏
i=1

(Eti/nRiEti/n)Gt

)
=

 R1F0︸ ︷︷ ︸
∈E[0,t/n]

,E2t/nR2E2t/n · · · (EtRnEt)Gt︸ ︷︷ ︸
∈E[2t/n,t]

 .

帰納的に全ての Es を消していいから

(F, e−tHPG) = lim
n→∞

(F0, R1 · · ·RnGt) = (F0, e
−

∫ t
0 HI(s)dsGt)L2(Q).

□
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7.7 Euclid 群と射影作用素の分解

L2(Rd+1)上のEuclid群 {ut, R}は時間シフトutf(x0,x) = f(x0−t,x),時間反転rf(x0,x) =

f(−x0,x)で定義される. Ut = Γ(ut) : L2(QE) → L2(QE), R = Γ(r) : L2(QE) → L2(QE)

と定義する. このとき U∗
t = U−t, R

∗ = Rを満たし, ともにユニタリーである. UtJs = Js+t,

RUs = U−sRが成立する. また, 射影作用素はEs = JsJ
∗
s = JsJ

∗
0U−sのように分解できる.

8 Nelson 模型

8.1 Nelson 模型の形式的な導出

Nelson 模型はスカラー場と Schrödinger 方程式に従う非相対論的な粒子が線形の相互作用

をする模型である. E. Nelson は 1964年に [Nel64a, Nel64b]で今日Nelson 模型といわれるも

のを厳密に定義し, UVくりこみに成功して紫外切断のない自己共役作用素を定義した.

Nelson模型の Lagrangian 密度LN = LN(x, t), (x, t) ∈ R3 × R, は

LN = iΨ∗Ψ̇ +
1

2m
∂jΨ

∗∂jΨ+
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
ν2ϕ2 +Ψ∗Ψϕ

で与えられる. ここで Ψ = Ψ(x, t) は非相対論的でスピンのない粒子を表す複素スカラー

場, ϕ(x, t) は中性スカラー場, ν ≥ 0 はボゾンの質量, m > 0 は粒子の質量である. ここ

で ∂µϕ∂
µϕ = ϕ̇ϕ̇ − ∂jϕ∂jϕ, ∂j = ∂xj , ϕ̇ は時間微分を表し ∗は複素共役を表す. これは湯

川型の強い相互作用と同じ相互作用項Ψ∗Ψϕをもつ. ただし素粒子論で強い相互作用に現れ

るフェルミオン37は生成消滅をしない非相対論的な Schrödinger 作用素に置換えられている.

Euler-Lagrange 方程式は
(□+ ν2)ϕ(x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t),

(
i∂t+ 1

2m
∆x

)
Ψ(x, t) = ϕ(x, t)Ψ(x, t).

前者がΨ∗(x, t)Ψ(x, t)を電荷密度 (のようなもの)にもったクラインゴルドン方程式で, 後者が

ϕ(x, t)をポテンシャルにもった Schrödinger 方程式である. Legendre 変換からHamiltonian

密度を計算してみよう. 共役な運動量は

Φ =
∂LN

∂Ψ̇
= iΨ∗, π =

∂LN

∂ϕ̇
= ϕ̇.

37グルオン
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よってHamiltonian 密度H = HN(x, t) は

H = ΦΨ̇ + πϕ̇− LN =
1

2m
|∂xΨ|2 + 1

2
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)−Ψ∗Ψϕ.

さらにHamiltonian は

H =

∫
R3

{
Ψ∗
(
−1

2
∆x

)
Ψ+

1

2
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)−Ψ∗Ψϕ

}
dx.

運動項は
∫
R3 Ψ

∗ (−1
2
∆x

)
Ψdx→ −1

2
∆ に置換えられ, 相互作用項は−

∫
R3 Ψ

∗Ψϕdx→ ϕ(x) に

置換えられる. 粒子のポテンシャル V を加えて,形式的にNelson模型は−1
2
∆+V +Hf+ϕ(x)

となる. ここでHf =
1
2

∫
(ϕ̇2 + (∂xϕ)

2 + ν2ϕ2)dx である. 次の節で厳密に自己共役作用素とし

てNelson 模型のHamiltonian を定義する.

8.2 Fock空間上のNelson 模型

空間次元を dとする. L2(Rd)上の Fock 空間を簡単にF とおき, Nelson 模型の状態ベクト

ルのなすHilbert 空間は

HN = L2(Rd)⊗ F (8.1)

で与えられる.

条件 8.1 (Dispersion relation) ω = ω(k) =
√
|k|2 + ν2, ν ≥ 0.

(荷電分布) φ : Rd → R, φ̂(k) = φ̂(−k) = φ̂(k), φ̂/
√
ω ∈ L2(Rd), φ̂/ω ∈ L2(Rd).

(ポテンシャル) V = V+ − V− は Kato分解可能.

以降, 断らない限りは条件 8.1を仮定する. HN を F 値 L2 関数の空間と同一視する.

HN
∼=
∫ ⊕

Rd

Fdx =

{
F : Rd → F

∣∣∣∣∫
Rd

∥F (x)∥2Fdx <∞
}
.

HI(x), x ∈ Rd, を

HI(x) =
1√
2

{
a∗(φ̂e−ikx/

√
ω) + a(˜̂φeikx/√ω)}

で定める38. ここで ˜̂φ(k) = φ̂(−k), φ̂(k) = φ̂(−k)なのでHI(x) は対称作用素でF の有限粒

子部分空間上で本質的に自己共役になる. HI(x)の自己共役拡大をHI(x)とかく.

38 形式的にHI(x) =

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)e−ikxa∗(k) + φ̂(−k)eikxa(k)

)
dk と書かれる.
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定義 8.2 (相互作用項) 相互作用項 HI を

HI =

∫ ⊕

Rd

HI(x)dx

で定める. これは (HIΨ)(x) = HI(x)Ψ(x) のように作用し, 定義域は

D(HI) =
{
Ψ ∈ HN

∣∣∣Ψ(x) ∈ D(HI(x)), x ∈ Rd
}
.

自由Hamiltonian はHf = dΓ(ω) で与えられる.

定義 8.3 (Fock空間上のNelson Hamiltonian )

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

をNelson Hamiltonian という.

自己共役性に関しては次のことが容易に示せる.

命題 8.4 (自己共役性)

(1) H0 = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf はD(H0) = D(Hp ⊗ 1l) ∩D(1l⊗Hf)上非負自己共役である.

(2) H は D(H0) 上自己共役である. さらに H0の任意の芯39で本質的自己共役である.

証明: (1) は一般論. (2) を示す.

∥HI(x)Ψ∥F ≤ (2∥φ̂/ω∥+ ∥φ̂/
√
ω∥)∥(Hf + 1)1/2Ψ∥F , Ψ ∈ D(Hf),

が x ∈ Rdごとに成り立つ. よって Φ ∈ D(1l⊗Hf)に対して,

∥HIΦ∥HN
≤ (2∥φ̂/ω∥+ ∥φ̂/

√
ω∥)∥1l⊗ (Hf + 1l)1/2Φ∥HN

.

さらに

∥(1l⊗Hf + 1l)1/2Ψ∥ ≤ ε∥H0Ψ∥+ (1 +
1

4ε
)∥Ψ∥

なので, Kato-Rellich の定理 [RS75, p.162] から H がD(H0) 上自己共役で, H0の任意の芯上

本質的自己共役になることがわかる. □

39core
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8.3 汎関数空間上のNelson 模型

ガウス超過程 (Q,Σ, µ), (ϕ(f), f ∈ L2(Rd)), を固定する. Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積

分表示をもちいて Nelson Hamiltonian を解析するときは確率空間上に Hamiltonian を定義

すると便利である. すぐに

UWHI(x)U
−1
W = ϕ(φ̃(· − x))

がわかる. ここで

φ̃ = (φ̂/
√
ω)∨.

定義 8.5 (相互作用項) L2(QE) 上の相互作用項を次で定義する.

H̃I =

∫ ⊕

Rd

ϕ(φ̃(· − x))dx.

つまり H̃I : F (x, ϕ) 7→ ϕ(φ̃(· − x))F (x, ϕ)となるかけ算作用素.

定義 8.6 (汎関数空間上のNelson Hamiltonian ) ヒルベルト空間 L2(Rd) ⊗ L2(Q)上の

Nelson Hamiltonian を

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + H̃I

で定義する.

Hpの作用するHilbert 空間 L2(Rd)も基底状態変換で変換する. 基底状態変換は

Uφp : L2(Rd, dN0) → L2(Rd, dx), f 7→ φpf,

だった. P0 = N0 × µ とおけば, これはRd ⊗ Q上の確率測度になる. L2(Rd ⊗ Q, dP0)とHN

は

Uφp ⊗ UW : HN → L2(Rd × Q, dP0)

によってユニタリー同値になる. 簡単のために L2(Rd × Q, dP0) を L2(P0), L
2(Rd, dN0)を

L2(N0) で表す.

定義 8.7 (Nelson Hamiltonian ) L2(P0) 上のNelson Hamiltonian を

L = Lp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + H̃I

で定義する.

もちろん, Hと Lはユニタリー同値である. 以降 H̃Iを簡単にHIと書くことにする.
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8.4 Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示

半群 e−tH の Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示を求めよう. ここでは Brown運動に

よる構成と, P (ϕ)1過程による構成を紹介する.

定理 8.8 (Brown運動による構成) F,G ∈ HNとする. このとき,

(F, e−tHG)HN
=

∫
Rd

dxExW
[
e−

∫ t
0 V (Bs)ds

(
J0F (B0), e

−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Bs)ds)JtG(Bt)

)]
.

ここで F,G ∈ HN は L2(QE)値 L2 関数とみなされている.

証明: V ∈ C∞
0 (Rd)と仮定する. トロッタ積公式と e−|t−s|Hf = J∗tJsから

(F, e−tHG) = lim
n→∞

(F, (e−(t/n)Hpe−(t/n)HIe−(t/n)Hf )nG)

= lim
n→∞

∫
Rd

dxExW
[
e−

∑n
j=0(t/n)V (Btj/n)

(
J0F (B0), e

−
∑n

j=0(t/n)ϕE(jtj/nφ̃(·−Bjt/n))JtG(Bt)
)]
.

s 7→ jsφ̃(· −Bs) はR → L2
R(Rd+1)の写像として殆ど至るところ強連続であることを注意して

おく. その結果, s 7→ ϕE(jsφ̃(· − Bs)) も写像R → L2(QE)として強連続になる. よって定理

が従う. V がKato分解できるときは簡単な極限操作によって証明できる. □

定理 8.9 (P (ϕ)1過程による構成) F,G ∈ L2(P0)とする. このとき,

(F, e−tLG)L2(P0) = EN0

[(
J0F (X0), e

−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Xs)ds)JtG(Xt)

)]
.

証明: 証明は定理 8.8と同じである. □

定理 8.8, 8.9の成分表示をFeynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示といい, 目的にあわせて

使い分けられる. 例えばNelson Hamiltonian の基底状態の存在・非存在の証明には P (ϕ)1過

程を用いた表示を使い, 基底状態の空間的指数減衰性の評価にはBrown運動を用いた表示が

有用である.

eϕE(h)はもちろん有界作用素ではない. しかし次の不等式はよく知られている.

補題 8.10 Φ ∈ L1(Q)とする. このとき J∗tΦJs, t ̸= s, は有界作用素でその作用素ノルムは

∥J∗tΦJs∥ ≤ ∥Φ∥L1(Q)となる. 特に J∗0e
ϕE(h)Jtは有界作用素で ∥J∗0eϕE(h)Jt∥ ≤ e∥h∥

2/4となる.
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8.5 ユークリッド場の一般化とFeynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示

この章ではユークリッド場 ϕE(f)を一般化する. dは空間次元を表し, Φd(f) は f ∈ L2
R(Rd)

を指数にもつ (Qd,Σd, µd) 上のガウス超過程で平均ゼロで共分散が

Eµd [Φd(f)Φd(g)] =
1

2
(f̂ , ĝ)L2(Rd)

となるものとする. : Φd(f1) · · ·Φd(fn) : で張られるベクトル空間は L2(Qd)で稠密である.

Wick積は ϕ(f)のそれと同様に定義する. ヒルベルト空間 A と Bに対して,

C (A,B) = {T : A→ B|∥T∥A→B ≤ 1}

はA から Bへの縮小写像全体の集合とし, 特に

C0(A,B) = {T ∈ C (A,B)|T は等長作用素 }

とおく. 第 2量子化の記号 Γ はファンクター

Γ : C (L2(Rd), L2(Rd′)) → C (L2(Qd), L
2(Qd′)),

Γ : C0(L
2(Rd), L2(Rd′)) → C0(L

2(Qd), L
2(Qd′)),

を定める. つまり

Γ(T )1lL2(Qd) = 1lL2(Qd′ )
, (8.2)

Γ(T ) : Φd(f1) · · ·Φd(fn) :=: Φd′(Tf1) · · ·Φd′(Tfn) : . (8.3)

それは半群性Γ(T )Γ(S) = Γ(TS)を満たすことはすぐに分かる. 記号Γ(T )は本来Γdd′(T )と表

すべきだが簡単にΓ(T )と表すことにする. K を L2(Rd)の自己共役作用素とすれば, Γ(e−itK),

t ∈ R, はL2(Qd)の 1系数ユニタリー群になる. そこで, その生成子を dΓ(K)で表す. つまり

Γ(e−itK) = e−itdΓ(K). h ≥ 0をRd上のボレル可測関数とする. jd,h(t) ∈ C0(L
2(Rd), L2(Rd+1)),

t ∈ R, を

̂jd,h(t)f =
e−itkd+1

√
π

(
h(k)

h(k)2 + |kd+1|2

)1/2

f̂(k), k ∈ Rd, kd+1 ∈ R (8.4)

で定める. そうすると

jd,h(s)
∗jd,h(t) = e−|t−s|h(−i∇) (8.5)
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となる. 同様に与えられた非負ボレル可測関数 h1 (Rd上), h2 (Rd+1上), h3 (Rd+2上),...., に

対して

L2(Rd)
jd,h1 (t)−→ L2(Rd+1)

jd+1,h2
(t)

−→ L2(Rd+2)
jd+2,h3

(t)
−→ · · · (8.6)

となる. (8.6) の等長作用素は (8.5)を満たす. Jd,h(t) ∈ C0(L
2(Qd), L

2(Qd+1)) を jd,h(t)の第

2量子化で定義する. つまり,

Jd,h(t) = Γ(jd,h(t)). (8.7)

その結果 Jd,h(s)
∗Jd,h(t) = Γ(e−|t−s|h(−i∇)) となる. 列 (8.6) は

L2(Qd)
Jd,h1 (t)−→ L2(Qd+1)

Jd+1,h2
(t)

−→ L2(Qd+2)
Jd+2,h3

(t)
−→ · · · (8.8)

を導く. h と f をRd上のボレル可測関数とする. そうすると次の intertwining 性が従う.

Γ(e−t(h(−i∇)⊗1l))Jd,f (s) = Jd,f (s)Γ(e
−th(−i∇)). (8.9)

ここで, h(−i∇)⊗ 1lは L2(Rd+1)上の作用素で, L2(Rd+1) ∼= L2(Rd)⊗ L2(R)と同一視してい
る. これは次の命題を示したことになる.

命題 8.11 hj, j = 1, ..., N , を Rd 上の非負ボレル可測関数, tj ≥ 0, j = 1, ..., N , とする.

Hj = dΓ(hj(−i∇))としよう. このとき(
Ψ,

N∏
i=1

e−tiHiΦ

)
L2(Qd)

=

(
1∏

i=N

Ji+d−1,hexi
(0)Ψ,

1∏
i=N

Ji+d−1,hexi
(ti)Φ

)
L2(Qd+N )

. (8.10)

ここで
∏N

i=1 Ti = T1 · · ·TN ,
∏1

i=N Ti = TN · · ·T1. そして hexi は h の L2(Rd−1+i)上の非負関

数への拡張で hexi (k, kd+1, ..., kd−1+i) = hi(k), k ∈ Rd,と定義する.

さて

ξt = jd+1,I(t) (8.11)

とする. ここで I は L2(Rd+1)上の恒等作用素. 今までの記号と対応させれば

Q = Qd, µ = µd, jt = jd,ω(t),

QE = Qd+1, µE = µd+1, ξt = jd+1,I(t).
(8.12)

Ξt ∈ C0(L
2(QE), L

2(Qd+2)) を

Ξt = Γ(ξt) = Jd+1,I(t) (8.13)

と定める. NEを L2(QE)の個数作用素とする. 次の補題が成り立つ.
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補題 8.12 任意の s, t ∈ Rに対して Ξ∗
sΞt = e−|t−s|NE . さらに

e−βNEJs = Jse
−βN , β ≥ 0. (8.14)

また, Ψ,Φ ∈ L2(Q)とする. このとき次が成り立つ.

(Ψ, e−βNe−tHfΦ)L2(Q) = (Ξ0J0Ψ,ΞβJtΦ)L2(Qd+2). (8.15)

証明: 命題 8.11 から従う. □

8.6 赤外発散, 紫外発散, 基底状態の存在・非存在

量子論では電子は点と考えられるので, 電荷の分布を表す φ(x)は φ(x) = δ(x)とみなされ

る. これは ∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
dk = ∞ (φ̂(k) = (2π)−d/2)

を意味する. これを紫外発散という. 数学的に厳密にHを定義するためには φ̂ に∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
dk <∞

なる条件を取りあえず仮定する必要がある. その結果HI がF 上の作用素として意味をもつ.

もう一つの発散が赤外発散である. φ̂(k) = (2π)−d/2 (|k| < ε)としよう. この場合∫
|k|<ε

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk = ∞ (d ≤ 3)

となる. これを赤外発散という. 物理的な理解ではH の基底状態Ψgのボゾン数の期待値は

有限, (Ψg, NΨg) <∞, で

(Ψg, NΨg) ≈
∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk (8.16)

のように予想され, ∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk = ∞

のときは (8.16)からわかるように, 基底状態に運動量の小さなボゾン (軟ボゾン)が沢山まと

わりつき, 結局Hの 基底状態が存在しないと期待される. 基底状態の存在・非存在の議論で

最も重要な記号

IIR =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk (8.17)

を導入する.
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定義 8.13 (赤外正則条件と赤外特異条件) IIR < ∞ を赤外正則条件といい, IIR = ∞ を赤外

特異条件という.

(1) ω(k) = |k|, φ̂(k) = 1l{κ<|k|<Λ}, d = 3 とする. κ と Λ は夫々赤外切断パラメター, 紫外

切断パラメターといわれる. κ = 0のとき赤外特異条件をみたし, κ > 0のとき赤外正則

条件をみたす.

(2) φ > 0かつ φ ∈ L1(Rd)とする. d ≤ 3のとき IIR = ∞になる.

(3) ω(k) =
√

|k|2 + ν2, φ̂(k) = g1l{|k|<Λ}のときは赤外正則条件をみたす.

(1),(2) はmassless模型, (3) はmassive模型とよばれる.

8.7 埋蔵固有値の摂動問題

Nelson 模型を例に埋蔵固有値について説明する. gを結合定数として,

Hg = H0 + gHI

とおこう. V (x) = −1/|x| としよう. このとき,

σ(Hp) = {Ej}∞j=0 ∪ [0,∞), E0 ≤ E1 ≤ · · · < 0,

となる. σ(Hf) = {0} ∪ [ν,∞), σp(Hf) = {0} であるから, 非結合Hamiltonian H0 = Hp +Hf

のスペクトルは

σ(H0) = [E0 + ν,∞) ∪ {Ej}∞j=0

となる. 0 < ν が十分小さければ図 4のように点スペクトル {Ej}∞j=0 の一部は連続スペクト

ルに埋め込まれ, 埋蔵固有値になる. ν > 0 とすれば E0 は多重度 1の離散固有値である. E0

の摂動について考えよう.

s
E0

ν s
E1

s
E3 · · ·

s
E2

s s s
0

図 4: Hg (ν > 0)
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定義 8.14 (解析族) R を C の開集合とする. {Hg, g ∈ R} は閉作用素の族 (自己共役作用素

とは限らない)で ρ(Hg) ̸= ∅ とする. 次の (1), (2) をみたすとき {Hg, g ∈ R} を A 型の解析

族という. (1) ある稠密な D が存在して D(Hg) = D, g ∈ R, をみたす. (2) Hgu, u ∈ D, が g

について強解析的である.

命題 8.15 Hg を g = 0 の近傍で A 型の解析族とする. E を 多重度 m の H0 の離散固有

値とする. このときHg の離散固有値 E(1)(g), ..., E(r)(g) で次をみたすものが存在する. (1)

E = E(k)(0), k = 1, ..., r. (2) E(1)(g), ..., E(r)(g) の多重度の和は m. (3) 各 E(r)(g) に対して

ある p ∈ N ∪ {0} が存在してE(r)(g) は g1/p の解析関数. (4) Hg が g ∈ R で自己共役作用素
ならば E(r)(g) は g の解析関数.

ν > 0 のとき, 命題 8.15 より |g| ≪ 1 で E0(g) は離散固有値であり g について解析的である

ことがわかる. 特に E0(g) は H の基底状態である. しかし ν = 0 のときは様相が一変する.

このときは図 5 のように E0 が埋蔵固有値になる. そのため |g| ≪ 1 でも E0(g) が固有値と

して存在するのかどうかすぐにはわからない. また g に関する微分可能性も一般にはよくわ

からない. これが埋蔵固有値の摂動問題である.

s
E0

s
E1

s
E3 · · ·

s
E2

s s s
0

図 5: Hg (ν = 0)

8.8 ペアポテンシャル

Lの固有ベクトルを解析するために, Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示を使う. L が

至るところ正な基底状態Ψgを一意的にもつと仮定する. このとき

∥e−T (L−E)F∥−1e−T (L−E)F → Ψg(T → ∞).

ここで F ∈ L2(P0)は F > 0なるベクトル. よって Ψg の性質を調べる処方箋の一つが

∥e−T (L−E)F∥−1e−T (L−E)F の解析である.

系 8.16 (P (ϕ)1過程による真空期待値) f, g ∈ L2(N0)とする. このとき T > 0に対して(
f ⊗ 1l, e−TLg ⊗ 1l

)
L2(P0)

= EN0

[
f(X0)g(XT )e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Xs−Xt,s−t)

]
.
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ここで

W (x, t) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|dk. (8.18)

証明: IT =
∫ T
0
jsφ̃(· −Xs)dsとおく. このとき(

f ⊗ 1l, e−TLg ⊗ 1l
)
L2(P0)

= EN0

[
f(X0)g(Xt)EµE

[
e−IT

]]
.

IT の分散が

EµE [I
2
T ] =

∫ T

0

ds

∫ T

0

dtW (Xt −Xs, t− s)

なので

EµE
[
e−IT

]
= exp

(
1

2

∫ T

0

ds

∫ T

0

dtW (Xs −Xt, s− t)

)
.

よって, Fubiniの定理から系が従う. □

定義 8.17 (ペアポテンシャル)

W (x, t) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|dk

はNelson模型に付随するペアポテンシャルといわれる.

系 8.18 (Brown運動による真空期待値) f, g ∈ L2(Rd)とする. このとき T > 0に対して

(
f ⊗ 1l, e−THg ⊗ 1l

)
HN

=

∫
Rd

dxExW
[
e−

∫ T
0 V (Bs)dsf(B0)g(BT )e

1
2

∫ T
0 ds

∫ T
0 dtW (Bs−Bt,s−t)

]
.

証明: 証明は系 8.16 と全く同じである. □

これから頻繁に使うのでペアポテンシャルW の評価と IIRの関係をチェックしておく.

|
∫ T

0

dt

∫ T

0

dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ T

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk −

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
(1− e−Tω(k))dk

|
∫ T

−T
dt

∫ T

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ 2T

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk −

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
(1− e−2Tω(k))dk

|
∫ T

0

dt

∫ 0

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ 1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
(1− e−Tω(k))2dk.
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特に

|
∫ T

0

dt

∫ T

0

dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ T

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk

|
∫ T

−T
dt

∫ T

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ 2T

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk

|
∫ T

0

dt

∫ 0

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ 1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
dk

|
∫ T

0

dt

∫ 0

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ T

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk

|
∫ T

0

dt

∫ 0

−T
dsW (Xt −Xs, t− s)| ≤ T 2

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
dk

がわかり, 非対角成分の積分は IIR <∞のとき T → ∞で収束する.

8.9 参考文献など

無限次元OU過程 (ξt)t∈Rを用いたFeynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示も存在する. 無

限次元OU過程 (ξt)t∈Rの詳しい構成法などは [LHB11, Section 5.6]にある.

9 赤外正則条件と基底状態の存在

9.1 存在

この章ではHの基底状態の存在をP (ϕ)1過程によるFeynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表

示を応用して示す. 基底状態が存在すればその一意性はすぐに分かる.

系 9.1 (一意性) H が基底状態をもつと仮定する. このとき基底状態は一意的である.

証明: 恒等的にゼロではない F ≥ 0, G ≥ 0に対してFeynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示

と Jtの正値保存性から (F, e−tLG) > 0 がわかる. 故に e−tLは正値改良型作用素である. よっ

て Perron-Frobenius 定理から題意が従う. □

Σp を Hpの本質的スペクトルの下限とする.
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定理 9.2 (基底状態の存在) 赤外正則条件 IIR <∞ を仮定し,

Σp − Ep >

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
|k|2

2ω(k) + |k|2
dk (9.1)

とする. このとき H の基底状態が存在する.

この定理の証明の最大のポイントはペアポテンシャルのパスに一様な評価∫ 0

−∞
ds

∫ ∞

0

|W (Xs −Xt, s− t)|dt ≤ 1

2
IIR <∞ (9.2)

である.

補題 9.3 f ∈ L2(Rd)は連続で f(x) > 0としよう. このとき

lim
T→∞

(
f ⊗ 1l, e−(T+t)Hf ⊗ 1l

)
(f ⊗ 1l, e−THf ⊗ 1l)

= e−tE.

証明: Q が R上の測度とする. inf supp(Q) = E(Q)とおくと,

E(Q) = − lim
T→∞

1

T
log

(∫
R
e−TxQ(dx)

)
, (9.3)

lim
T→∞

∫
R e

−(T+t)xQ(dx)∫
R e

−TxQ(dx)
= e−tE(Q) (9.4)

が成り立つ. H の f ⊗ 1l に関するスペクトル測度を µf⊗1lとする. (9.3)と (9.4)を µf⊗1l に応

用するとE(µf⊗1l) = Eを示せばいいことになる.

G =

{
F ∈ HN

∣∣∣∣∣suppF ⊂
∪

N,M>0

BN(Rd)× BM(Q)

}

とする. ここでBN(Rd) と BM(Q) は Rd とQ の原点を中心にした半径N と M のボールを

表す. G は HNで稠密. g ∈ G とする. e−tH は正値保存作用素なので(
g, e−THg

)
≤
(
|g|, e−TH |g|

)
≤ C2

(
f ⊗ 1l, e−THf ⊗ 1l

)
.

ここで

C =
ess sup(x,ξ)∈Rd×Q |g(x, ξ)|
ess inf(x,ξ)∈supp|g| f(x)

.
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これから E(µf⊗1l) ≤ E(µg)が全ての g ∈ G でわかる. G はD(H)の稠密な部分空間なので

E(µf⊗1l) ≥ E = inf{E(µg)|g ∈ G } ≥ E(µf⊗1l). よってE = E(µf⊗1l). □

φpをHpの正規化された正の基底状態として

ΨT
g =

e−TH(φp ⊗ 1l)

∥e−TH(φp ⊗ 1l)∥

とする. ∥ΨT
g ∥ = 1なので, 部分列 ΨT ′

g で, あるベクトル Ψ∞
g に弱収束するものが存在する.

T ′ を改めて T と書くことにする. 心の中ではΨT
g が基底状態の近似列だと思っている.

γ(T ) = (φp ⊗ 1l,ΨT
g )

2 =
(φp ⊗ 1l, e−THφp ⊗ 1l)2

(φp ⊗ 1l, e−2THφp ⊗ 1l)

とおく. 次の命題は基底状態の存在・非存在を示すときに有用である.

命題 9.4 (基底状態の存在・非存在の必要十分条件) lim
T→∞

γ(T ) = aとする. a > 0ならば H

の基底状態は存在し, a = 0なら基底状態は存在しない.

証明: infσ(H) = 0と仮定する. はじめに a = 0とする. 基底状態Ψgが存在すると仮定して矛

盾を導く. 基底状態Ψgが存在するので強収束の意味で lim
T→∞

e−TH = 1l{0}(H)となる. Ψg は

正なので, a = (φp ⊗ 1l,Ψg) > 0となるから, a = 0に矛盾する. よって基底状態は存在しない.

次に a > 0と仮定する. このとき十分大きな全ての T に対して ϵ ≤
√
γ(T )が成り立つ. H

のスペクトル測度 dEを用いれば
√
γ(T )は以下のように評価できる.

√
γ(T ) =

∫∞
0
e−TλdE

(
∫∞
0
e−2TλdE)1/2

≤
∫ δ
0
e−TλdE +

∫∞
δ
e−TλdE

(
∫ δ
0
e−2TλdE)1/2

.

右辺の分子の第１項に Schwarz の不等式, 第 2項は被積分関数の最大値をとれば

√
γ(T ) ≤

(
∫ δ
0
e−2TλdE)1/2(E([0, δ])1/2 + e−Tδ

(
∫ δ
0
e−2TλdE)1/2

= (E([0, δ])1/2 +
1

(
∫ δ
0
e−2T (λ−δ)dE)1/2

.

両辺の T → ∞をとれば, 右辺の第 2項が消えるから,
√
ϵ ≤ (E([0, δ])1/2. さらに δ ↓ 0とす

れば
√
ϵ ≤ E({0})1/2.

よって {0}は重みを持つから基底状態が存在する. □
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系 9.5 Ψ∞
g ̸= 0 はH が基底状態をもつための必要十分条件である.

証明: ΨT
g は非負なので,弱収束の極限 Ψ∞

g も非負. その結果,もしΨ∞
g ̸= 0ならば lim

T→∞
γ(T ) =

(1l,Ψ∞
g )2 > 0. よって 命題 9.4から系が従う. □

定理 9.2 の証明: φp ⊗ 1lを簡単にφpとかこう. 系 9.5 からΨT
g の弱極限が非ゼロであるこ

とをいえばいい.

S[a,b] =
1

2

∫ b

a

ds

∫ b

a

W (Xs −Xt, s− t)dt (9.5)

とする. f(T, t) =
(
ΨT

g , (e
−tHp ⊗ P0)Ψ

T
g

)
とおく. ここでP0 は 1l ∈ L2(Q)への射影である. 次

が成立することを示す:

lim inf
T→∞

f(T, t) ≥ exp

(
−t
(
E +

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk

)
−
∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + e−tω(k))

2ω(k)3
dk

)
. (9.6)

これを示すために次のように書き変える:

f(T, t) =
(φp, e

−TH(e−tHp ⊗ P0)e
−THφp)

(φp, e−(2T+t)Hφp)

(φp, e
−(2T+t)Hφp)

(φp, e−2THφp)
.

第 2項の比は e−Et に収束する (補題 9.3). 第１項の比を g(T, t)とおく. これを P (ϕ)1過程で

汎関数積分表示する. 分母は EN0

[
eS[−T,T+t]

]
e−(2T+t)Ep . ここで (Xt)t≥0のシフト不変性をつ

かった. 分子は hT (x) =
(
1l, e−THφp

)
L2(Q)

(x)とすれば

(φp, e
−TH(e−tHp ⊗ P0)e

−THφp) = (hT , e
−tHphT )L2(Rd)

に注意する. また∫
Rd

hT (x)f(x)φp(x)dx = (fφp ⊗ 1l, e−THφp ⊗ 1l)

= EN0

[
f(X0)EµE

[
e−

∫ t
0 jsφ̃(·−Xs)ds

]]
e−TEp =

∫
Rd

f(x)ExN0

[
eS[0,T ]

]
e−TEpφp(x)

2dx.

これから hT (x) = φp(x)F (x)e
−TEp . ここで F (x) = ExN0

[
eS[0,T ]

]
. よって

(hT , e
−tHphT )L2(Rd) = (F, e−tLpF )L2(N0)e

−(2T+t)Ep = EN0 [F (X0)F (Xt)]e
−(2T+t)Ep

=

∫
Rd

ExN0

[
ExN0

[
eS[0,T ]

]
EXt

N0

[
eS[0,T ]

]]
e−(2T+t)EpdN0.
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図 6: S∆の積分領域

鏡映対称性により

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

ExN0

[
ExN0

[
eS[−T,0]

]
EXt

N0

[
eS[0,T ]

]]
e−(2T+t)EpdN0.

またMarkov性により

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

ExN0

[
ExN0

[
eS[−T,0]

]
ExN0

[
eS[t,T+t]

∣∣σ(Xt)
]]
e−(2T+t)EpdN0.

さらにX−t, t ≥ 0, と Xs, s ≥ 0, の独立性から

(hT , e
−tHphT ) =

∫
Rd

ExN0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
e−(2T+t)EpdN0

= EN0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
e−(2T+t)Ep .

最後に

g(T, t) =
EN0

[
eS[−T,0]+S[t,T+t]

]
EN0 [e

S[−T,T+t]]
=

EN0

[
eS∆+S[−T,T+t]]

EN0 [e
S[−T,T+t]]

.

ここで

S∆ = S[−T, 0] + S[t, T + t]− S[−T, T + t].

図 9.1 からわかるように S∆はA ∼ F の領域の積分に分けられる. 夫々

A+B = 2

∫ 0

−T

∫ T

0

, C =

∫ t

0

∫ t

0

, D + E = 2

∫ t

0

∫ T+t

t

, F =

∫ T+t

T

∫ 0

−T
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となるから, T → ∞にすれば F 上の積分は消えて, パスに関する一様評価から

|S∆| ≤
1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)
dk

(
2

∫ 0

−∞

∫ ∞

0

+2

∫ t

0

∫ ∞

t

+

∫ t

0

∫ t

0

)
e−ω(k)|t−s|dsdt

≤ t

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk +

∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + 2e−tω(k))

2ω(k)3
dk

となる. g(T, t) の分母と分子を比べて

g(T, t) ≥ exp

(
−t
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk −

∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + 2e−tω(k))

2ω(k)3
dk

)
.

これで (9.6)が示せて, lim infT→∞ ∥e−tHp/2 ⊗ P0Ψ
T
g ∥が非ゼロであることがわかった. あとも

う一息. ΨT
g がゼロに収束しないことを示すために e−tHp/2 ⊗P0 をコンパクト作用素におきか

えればいい. 1l[a,b](Hp) はHp のスペクトル射影. Σp の定義からHp はΣp − δ 以下では離散

固有値しか持たないので 1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0 は有限ランク作用素になる. よって

(1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ
T
g → (1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ

∞
g

が強収束する. 一方 e−tHp1l(Σp−δ,∞)(Hp) のノルムは有界で e−tHp1l(Σp−δ,∞) ≤ e−t(Σp−δ). その

結果 (
Ψ∞

g , (e
−tHp1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ

∞
g

)
= lim

T→∞

{(
ΨT

g , (e
−tHp ⊗ P0)Ψ

T
g

)
−
(
ΨT

g , (e
−tHp1l(Σp−δ,∞)(Hp)⊗ P0)Ψ

T
g

)}
そして (

Ψ∞
g , (e

−tHp1l[Ep,Σp−δ](Hp)⊗ P0)Ψ
∞
g

)
≥ e−t(E+C)−C(t) − e−t(Σp−δ)

= e−t(E+C)
(
e−C(t) − e−t(Σp−δ−E−C)

)
.

ここで

C =

∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk, C(t) =

∫
Rd

|φ̂(k)|2(1 + e−tω(k))

2ω(k)3
dk.

IIR <∞なのでC(t) <∞になることに注意する. δ を十分小さくして t を十分大きくすれば,

E < Σp −
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
dk (9.7)
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のとき Ψ∞
g が非ゼロであることがわかる. 最後に (9.7) を Ep を含む形に変える. これは不

等式

E ≤ Ep −
∫
Rd

|φ̂(k)|2

2ω(k)(ω(k) + |k|2/2)
dk (9.8)

から得られる. この不等式は補題 9.6 で示す. (9.8) と (9.7)から証明が完了する. □

補題 9.6 (9.7) が成り立つ.

証明: Pf = dΓ(k) は F の運動量作用素で ψf = eix⊗Pfφp(x) ⊗ e−iΠ(f)Ωb と定義する. ここで

Π(f) = i(a∗(f)− a(f̄)), そして f はあとで決める. 直接計算して

E ≤ (ψf , Hψf )

= Ep +
1

2

(∫
Rd

k|f(k)|2dk
)2

+

∫
Rd

{(
ω(k) +

1

2
|k|2
)
|f(k)|2 + φ̂(k)(f(k) + f(k))√

2ω(k)

}
dk.

(9.9)

f は f(−k) = f(k)とする. このとき (9.9) の右辺第 2項は
(∫

k|f(k)|2dk
)2

= 0, そして最後

の項は ∫
Rd

(
ω(k) +

1

2
|k|2
)(

|f(k) + Φ(k)|2 − Φ2(k)
)
dk.

ここで

Φ(k) = − φ̂(k)√
2ω(k)(ω(k) + |k|2/2)

.

f(k) = Φ(k) とおけば (9.7)をえる. □

系 9.7 (任意の結合定数での基底状態の存在) ω(k) = |k|とし, φ̂(k) = g1l{κ<|k|<Λ} で g ∈ R
と仮定する. さらに赤外正則条件 IIR <∞を仮定し σ(Hp) は離散固有値だけからなるとする.

このとき任意の 0 < κ < Λ と g ∈ Rに対して, H は一意的な基底状態をもつ.

証明: Σp − Ep = ∞なので定理 9.2から系が従う. □
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9.2 参考文献など

基底状態の存在問題は現在では非常に多くのことが知られている. ここで全てを網羅する

ことは不可能なので, 一部を紹介するにとどめる. このような量子系で, 初めて厳密に基底状

態の存在を示したのはArai-Hirokawa [AH97], Bach-Fröhlich-Sigal [BFS98]である. そのアイ

デアはGlimm-Jaffe [GJ68]の格子近似に源流があると思われる. その後 Bach-Fröhlich-Sigal

[BFS98]は Pauli-Fierz 模型の基底状態の存在を赤外正則条件を仮定せずに示した. この章

で紹介した汎関数積分をもちいる方法は Spohn [Spo98]による. [Spo98] では結合定数に一

切依らずに基底状態の存在が示されている. この別証明が Gérard [Ger00]で与えられてい

る. いずれの結果も Hp が純粋に固有値のみからなるスペクトルを持つことが必要である.

Griesemer-Lieb-Loss [GLL01]はもっと広いクラスのポテンシャルに対して基底状態が存在

することを Pauli-Fierz 模型で示した. この技法を Sasaki [Sas05]がNelson 模型に応用して,

必ずしも離散固有値のみからなるとは限らないスペクトルを持った Hpを運動項として含む

Nelson Hamiltonian に対しても基底状態の存在を示した. また, IIR = ∞となる場合でも非
フォック表現といわれるものでNelson Hamiltonian を定義すればそのHamiltonian が基底状

態を持つことをArai [Ara01]が示した. また, massless 模型であっても, Nelson 模型を時間不

変なローレンツ 多様体上に定義すれば, 適当な幾何学的な要素から, 基底状態の存在が示せ

る. これは Gérard-Hiroshima-Panati-Suzuki [GHPS11]による. さらに Hpが基底状態を持た

ないときでもHの基底状態の存在問題を考えることが出来る. この場合, 非結合Hamiltonian

H0 = Hp⊗1l+1l⊗Hfはもちろん基底状態をもたない. ところが, Hg = H0+gHIで粒子の個数

が 2個以上あれば,十分大きな gで Hgの基底状態の存在が示せる. これは Hiroshima-Sasaki

[HS08, HS15]による. 最後にNelson Hamiltonian H は適当にくりこんで紫外切断 φ̂ → 1lの

極限で定義される自己共役作用素H∞の存在を示すことが出来る. この事実は [Nel64a]によ

る. また第 8章で汎関数積分表示による証明を与える. Hirokawa-Hiroshima-Spohn [HHS05]

はこの H∞にも基底状態が存在することを示した. さらに [HHS05]では赤外正則条件も仮定

していない.

10 赤外発散と基底状態の非存在

10.1 非存在

この章では次の条件を仮定する.

条件 10.1 d = 3, φ ≥ 0 (φ ̸≡ 0), ω(k) = |k|とし V (x) ≥ C|x|2β, β > 0.
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この条件下でHp は至るところ正の基底状態 φp をもつ. さらに重要な性質として

φp(x) ≤ e−C|x|β+1

(10.1)

が成立する. 赤外正則条件 IIR <∞ でH の基底状態は存在したが, これから述べるように条

件 10.1の下では赤外特異条件 IIR = ∞ が成立する. しかもH の基底状態は存在しない.

定理 10.2 (基底状態の非存在) 条件 10.1 を仮定する. このときHの基底状態は存在しない.

γ(T ) = (φp ⊗ 1l,ΨT
g )

2を思い出そう. 定理 10.2 を証明するために lim
T→∞

γ(T ) = 0 をいえば

いい.

γ(T ) =
(φp ⊗ 1l, e−THφp ⊗ 1l)2

(φp ⊗ 1l, e−2THφp ⊗ 1l)
,

なので γ(T ) は, (X ,B(X )) 上の P (ϕ)1過程 (Xt)t∈R で

γ(T ) =

(
EN0

[
eS[0,T ]

])2
EN0 [e

S[−T,T ]]

と表せる. ここで,

S[a, b] =
1

2

∫ b

a

dt

∫ b

a

dsW (t− s,Xt −Xs)

だった. いま

B(X ) ∋ A 7→ NT (A) =
EN0

[
1lAe

S[−T,T ]]
EN0 [e

S[−T,T ]]

で (X ,B(X ))上の確率測度NT を定義する.

補題 10.3 次式が成り立つ.

γ(T ) ≤ ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
.

証明: γ(T )の分子は Schwarz の不等式とXtの鏡映対称性によって(
EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤ ∫
R3

(
ExN0

[
eS[0,T ]

])2
dN0

=

∫
R3

(
ExN0

[
eS[0,T ]

]) (
ExN0

[
eS[−T,0]

])
dN0

と評価できる. X−s, s ≥ 0, とXt, t ≥ 0, が独立なので(
EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤ ∫
R3

ExN0

[
eS[0,T ]+S[−T,0]

]
dN0 = EN0

[
eS[0,T ]+S[−T,0]

]
.
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S[0, T ] + S[−T, 0] = S[−T, T ]−
∫ 0

−T ds
∫ T
0
W (Xt −Xs, t− s)dtなので(

EN0

[
eS[0,T ]

])2 ≤ EN0

[
eS[−T,T ]−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
.

よって

γ(T ) ≤
EN0

[
eS[−T,T ]−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
EN0 [e

S[−T,T ]]
= ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
となり補題が従う. □

IIR <∞のとき ∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

dsW ≤ 1

2
IIR <∞

だった. 今から, φ > 0から
∫ 0

−T dt
∫ T
0
dsW が T → ∞で発散することを示す. つまり∫ 0

−T dt
∫ T
0
dsW を下から評価する. e−|t|

√
−∆ の積分核は

e−|t|
√
−∆(x, y) =

1

π2

|t|
(|x− y|2 + |t|2)2

なのでペアポテンシャルW (x, t) は具体的に計算できる.

W (x− y, t− s) =
1

2

∫ ∞

|t−s|
d|T |(e−ikxφ̂, e−|T |ωe−ikyφ̂)

=
1

4π2

∫
R3

du

∫
R3

dv
φ(u)φ(v)

|x− y + u− v|2 + |t− s|2
> 0.

ここで, φ > 0と定義したのでW (x− y, t− s) > 0である.

AT = {ω ∈ X ||Xt(ω)| ≤ T λ, |t| ≤ T} λ < 1

を考える. ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
の積分領域を AT とX \ AT に分けて考える.

補題 10.4 lim
T→∞

ENT

[
1lAT

e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
= 0が成り立つ.

証明: AT 上での評価式

|Xt −Xs + x− y|2 + |t− s|2 ≤ 8T 2λ + 2|x− y|2 + |t− s|2 (10.2)∫ 0

−T
ds

∫ T

0

dt
1

a2 + |t− s|2
≥ log

(
a2 + T 2/2

a2

)
(10.3)
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から ∫ 0

−T
ds

∫ T

0

W (Xt −Xs, t− s)dt

=

∫ 0

−T
ds

∫ T

0

dt

∫
R3

dx

∫
R3

dy
φ(x)φ(y)

|Xt −Xs + x− y|2 + |t− s|2

≥
∫ 0

−T
ds

∫ T

0

dt

∫
R3

dx

∫
R3

dy
φ(x)φ(y)

8T 2λ + 2|x− y|2 + |t− s|2

=

∫
R3

dx

∫
R3

dyφ(x)φ(y) log

(
8T 2λ + 2|x− y|2 + T 2/2

8T 2λ + 2|x− y|2

)
を得る. 上の不等式はφ > 0なので従うことを注意しておく. 右辺は λ < 1 なので T → ∞で
発散する. 補題が示せた. □

補題 10.5 lim
T→∞

ENT

[
1lX \AT

e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xt−Xs,t−s)dt

]
= 0 が成立する.

証明:

∫ 0

−T
ds

∫ T

0

W (Xt −Xs, |t− s|)dt ≤ T

2
∥φ̂/ω∥2に注意せよ.

γ(T ) ≤ e(T/2)∥φ̂/ω∥
2EN0

[
1lX \AT

eS[−T,T ]
]

EN0 [e
S[−T,T ]]

≤ e(T/2)∥φ̂/ω∥
2

(
EN0

[
e2S[−T,T ]

])1/2
EN0 [e

S[−T,T ]]

(
EN0 [1lX \AT

]
)1/2

.

さらに−2T∥φ̂/ω∥2 ≤ |S[−T, T ]| ≤ 2T∥φ̂/ω∥2となるから(
EN0

[
e2S[−T,T ]

])1/2
EN0 [e

S[−T,T ]]
≤ e4T∥φ̂/ω∥

2

.

よって

γ(T ) ≤ e(4+
1
2
)T∥φ̂/ω∥2 (EN0 [1lX \AT

]
)1/2

.

証明を完結するために次の評価をする.

EN0

[
1lX \AT

]
≤ T−λ√a+ Tb exp(−cT λ(β+1)). (10.4)

これは補題 10.6から得られる. ここで a, b, c > 0. よって

γ(T ) ≤ e(4+
1
2
)∥φ̂/ω∥2T−C

2
Tλ(β+1)

T−λ√a+ Tb (10.5)
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だから 1/(β + 1) < λ < 1と選べば (10.5) の右辺は T → ∞のときゼロに収束する. □

定理 10.2の証明: F = e−
∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xs,Xt,t−s)dtとして

γ(T ) ≤ ENT

[
e−

∫ 0
−T ds

∫ T
0 W (Xs,Xt,t−s)dt

]
= ENT

[1lAT
F ] + ENT

[1lX \AT
F ]

と分ける. 補題 10.3 から lim
T→∞

EµT [1lAT
F ] = 0 が従い, 補題 10.4から lim

T→∞
EµT [1lX \AT

F ] = 0

が従う. よって lim
T→∞

γ(T ) = 0. □

補題 10.6 (10.4)が成り立つ.

証明: EN0

[
1lX \AT

]
= N0

(
supt∈[−T,T ] |Xt| ≥ T λ

)
に注意せよ. (10.4) を示すためにP (ϕ)1過程

のDirichlet 原理 をつかう. 0 ≤ f ∈ C∞(Rd)は偶関数で

f(x) =


|x|, |x| ≥ T λ,

≤ |x|, T λ − 1 < |x| < T λ,

0, |x| ≤ T λ − 1

とする. このとき

EN0

[
1lX \AT

]
= EN0

[
1l{sup|s|<T |Xs|>Tλ}

]
= EN0

[
1l{sup|s|<T |f(Xs)|>Tλ}

]
.

(Xt)t∈R の鏡映対称性によって

EN0

[
1l{sup|s|<T |f(Xs)|>Tλ}

]
= 2EN0

[
1l{sup0≤s≤T |f(Xs)|>Tλ}

]
となる. 命題 6.13によって

EN0

[
sup
|s|<T

|f(Xs)| > T λ

]
≤ 2e

T λ

√
(f, f)L2(N0) + T (L

1/2
p f, L

1/2
p f)L2(N0) (10.6)

なので (10.6)の右辺を評価する. fΨg ∈ D(Hp) とHpfφp = −∆f · φp −∇f · ∇φp + Epfφp

に注意せよ. これから

(L1/2
p f, L1/2

p f)L2(N0) = (fφp,−∆f · φp −∇f · ∇φp).

また φp(x) ≤ e−C|x|β+1
によって

∥fφp∥2 =
∫
R3

f(x)2φp(x)
2dx ≤ e−2CTλ(β+1)

∫
R3

|x|2e−2C|x|β+1

dx.
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∇f,∆f ∈ L∞(R3)だから

(L1/2
p f, L1/2

p f)L2(N0) ≤ C ′∥fφp∥(∥∇φp∥+ ∥φp∥) ≤ C ′′e−CT
λ(β+1)

(∥∇φp∥+ ∥φp∥)

が従う. 同様に (f, f)L2(N0) ≤ e−2CTλ(β+1) ∫
R3 |x|2e−2C|x|β+1

dx. 故に

ENT

[
1lX \AT

]
≤ T−λ√a+ Tbe−cT

λ(β+1)

が適当な定数 a, b, cで従う. □

10.2 参考文献など

基底状態の非存在と赤外特異条件の関係に数学的に厳密に初めて指摘したのはArai [Ara83a,

Ara83b]と思われる. また [HSSS11, Theorem 3.28]も参照せよ. さらに, Arai-Hirokawa-

Hiroshima[AHH99]でも同様の議論が展開されている. この章で紹介した非存在の証明は

Lőrinczi-Minlos-Spohn [LMS02] による. キーとなるのは P (ϕ)1過程のDirichlet原理に依る

パスの評価だが, これは Kipnis-Varadhan の [KV86, Lemma 1.12] によるが, 我々の模型に

あった形に翻訳するのには時間がかかる. 非存在の証明は Hirokawa [Hir03]が pull through

公式をつかってもっと精密化している. また, Dereźınski-Gérard [DG04]はシンプルな証明を

与えている. Gérard-Hiroshima-Panati-Suzuki [GHPS12b]はローレンツ多様体上に定義され

たNelson Hamiltonian の基底状態の非存在を汎関数積分表示で示している.

11 Martingale性と固有ベクトルの空間的減衰性

11.1 固有ベクトルの空間的減衰性

2.1節と同じように Nelson Hamiltonian H についても Martingale性示すことができる.

HΦ = EΦとしよう40.

Xt(x) = etEe−
∫ t
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
0 jrφ̃(·−x−Br)dr)JtΦ(Bt + x)

とする. (Xt(x))t≥0 は (Ω × QE,F × ΣE,W × µE)上の確率過程である. 任意の tに対して

Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示から

(Ψ,Φ) = (Ψ, e−t(H−E)Φ) =

∫
Rd

dxEµE [Ψ̄(x)E0
W [J∗0Xt(x)]]

40ここで記号 E はH の固有値であり, スペクトルの下限とは限らない. 混乱がない限り固有値も E で表す.
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となる. つまり

Φ(x) = E0
W [J∗0Xt(x)]

が成り立つ.

Mt = Ft × Σ(−∞,t], t ≥ 0,

と定義する. ここで, FtはBrown運動の自然なフィルトレーションである.

定理 11.1 (Martingale性) (Xt(x))t≥0 は (Mt)t≥0に関してMartingaleである.

証明: EµEE0
W [Xt(x)|Ms], t ≥ s, を評価する.

EµEE
0
W [Xt(x)|Ms] = etEe−

∫ s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ s
0 jrφ̃(·−x−Br)dr)

× EµEE
0
W

[
e−

∫ t
s V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br)dr)JtΦ(Bt + x)|Ms

]
右辺の条件付き期待値を計算する. (Bt)t≥0のMarkov性から

EµEE
0
W

[
e−

∫ t
s V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br)dr)JtΦ(Bt + x)|Ms

]
= EµE

[
EBs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br−s)dr)JtΦ(Bt−s + x)|Σ(−∞,s]

]]
.

また Euclid 場のMarkov性から

= EµE
[
EBs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br−s)dr)JtΦ(Bt−s + x)|Σs

]]
となる. これは射影だったから

= EsEBs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br−s)dr)JtΦ(Bt−s + x)

]
となる. この射影はEs = JsJ

∗
0U−sと分解できるから

= JsJ
∗
0U−sEBs

W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jrφ̃(·−x−Br−s)dr)JtΦ(Bt−s + x)

]
= JsJ

∗
0E

Bs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t
s jr−sφ̃(·−x−Br−s)dr)Jt−sΦ(Bt−s + x)

]
= JsJ

∗
0E

Bs
W

[
e−

∫ t−s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ t−s
0 jrφ̃(·−x−Br)dr)Jt−sΦ(Bt−s + x)

]
.

よって

EµEE
0
W [Xt(x)|Ms] = esEe−

∫ s
0 V (Br+x)dre−ϕE(

∫ s
0 jrφ̃(·−x−Br)dr)e−(t−s)(H−E)Φ(Bs + x) = Xs(x)
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となりMartingale性が示せた. □

さて, τ をMt に関する停止時刻とする. このとき Xt∧τ (x) もMartingaleになり, 特に

EµEE
0
W [Xt(x)] = EµEE

0
W [Xt∧τ (x)]

となる.

補題 11.2 HΦ = EΦとする. このとき ∥Φ(·)∥L2(Q) ∈ L∞(Rd).

証明: Φ(x) = E0
W [J∗0Xt(x)] が任意の t > 0で成り立つ. また J∗0e

−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Bs)dsJtは有界作用

素で

∥J∗0e−ϕE(
∫ t
0 jsφ̃(·−Bs)dsJt∥ ≤ e(t/2)∥φ̂/ω∥

2

(11.1)

なので

∥Φ(x)∥ ≤ etE
(
ExW [e−2

∫ t
0 V (Br)dr]

)1/2 (
ExW [∥Φ(Bt)∥2]

)1/2
e(t/2)∥φ̂/ω∥

2

.

V がKato分解可能なので supx∈Rd ExW [e−2
∫ t
0 V (Br)dr] < ∞. また ExW [∥Φ(Bt)∥2] ≤ C∥Φ∥なの

で補題が示せた. □

定理 11.3 (固有ベクトルの空間的減衰性) HΦ = EΦとする. 次の (1)または (2)を仮定する.

(1) lim
|x|→∞

V (x) = ∞,

(2) lim
|x|→∞

V−(x) + E +
1

2
∥φ̂/ω∥2 = a < 0.

このとき

∥Φ(x)∥L2(Q) ≤ Ce−c|x| (11.2)

となる定数 C > 0, c > 0が存在する.

証明: (1) の場合. τR = inf{t||Bt| > R}とする. これはBrown運動の自然なフィルトレーショ

ンで停止時刻になる. xを中心とした半径Rの球内での V の下限を

WR(x) = inf{V (y)||x− y| < R}

とする. もちろん WR(x) ≤ V (x+ y)が任意の |y| < Rで成り立つ. また

WR(x)− E − 1

2
∥φ̂/ω∥2 → ∞ (|x| → ∞).
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Ψ ∈ L2(Q)とすれば J0Ψ ·Xt(x)もMartingaleになる. 実際

EµEE
0
W [J0Ψ ·Xt(x)|Ms] = J0Ψ · EµEE0

W [Xt(x)|Ms] = J0Ψ ·Xs(x).

よって,

(J0Ψ,Φ(x)) = EµEE
0
W [J0Ψ ·X0(x)] = EµEE

0
W [J0Ψ ·Xt∧τR(x)]

が成り立つ. (11.1)から

∥Φ(x)∥ = sup
Ψ∈L2(Q),∥Ψ∥=1

|(J0Ψ,Φ(x))| = |EµEE0
W [J0Ψ ·Xt∧τR(x)]| ≤ ∥E0

W [J∗0Xt∧τR(x)]∥

≤ e(t∧τR)ξExW [e−
∫ t∧τR
0 (V (Br)−E)dr] sup

x
∥Ψg(x)∥ = ExW [e−

∫ t∧τR
0 (V (Br)−E−ξ)dr] sup

x
∥Ψg(x)∥

となる. ここで ξ = 1
2
∥φ̂/ω∥2. よってExW [e−

∫ t∧τR
0 (V (Br)−E−ξ)dr]を評価すればいい.

ExW [e−
∫ t∧τR
0 (V (Br)−E−ξ)dr] ≤ E0

W [e−(t∧τR)(WR(x)−E−ξ)] = E0
W [1l{τR<t} · · · ] + E0

W [1l{τR≥t} · · · ]

と分ける. E0
W [1l{τR≥t} · · · ] ≤ e−t(WR(x)−E−ξ) は自明. また

E0
W [1l{τR<t}] = E0

W [1l{|Bt|≥R}]

=

∫
|y|≥R

Πt(y)dy = (2π)−d/2Sd−1

∫ ∞

R/
√
t

e−r
2/2rd−1dr ≤ c1e

−c2R2/t

となる. R = p|x| (0 < p < 1), t = δ|x|で δは十分小さいとすれば, Wp|x|(x) − E − ξ →
∞(|x| → ∞)なので指数減衰性が従う.

(2)の場合. τR(x) = inf{t ≥ 0||Bt + x| ≤ R}とする. 同様に E0
W [e

∫ t∧τR(x)
0 (V−(Br+x)+E+ξ)dr]を

評価すればいいことがわかる. Rを十分大きくとれば, 仮定から |x| > Rのとき

V−(x) + E + ξ < −ϵ < 0

となる. よって

E0
W [e

∫ t∧τR(x)
0 (V−(Br+x)+E+ξ)dr] ≤ e−tε + ExW [1lt≥τR(0)].

(1) と同様に

ExW [1lt≥τR(0)] = E0
W [1l|Bt+x|≤R] = (2πt)−d/2

∫
|z|≤R

e−|z−x|2/2tdz

= (2π)−d/2
∫
|u|≤R/t

e
−|u− x√

t
|2/2

du = (2π)−d/2
∫
|u|≤R/t

e
− 1

2
(|u|2−2 u·x√

|x|
+

|x|2
t

)
du.
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ここで t = R = |x|とすれば

ExW [1lt≥τR(0)] ≤ (2π)−d/2e
√

|x|− 1
2
|x|
∫
|u|≤1

e−
1
2
|u|2du ≤ c1e

−c2|x|.

よって, 証明できた. □

注意 11.4 (11.2)の右辺Ce−c|x|の定数 C, c は IIRに依っていない. 特に C ≤ C ′∥Ψg∥ でC ′

はΨgに依らない定数が存在する.

このことから次が示せる.

系 11.5 ∥φ̂/ω∥だけに依った定数Cで ∥|x|Ψg∥ ≤ C∥Ψg∥となるものが存在する.

11.2 参考文献など

空間的減衰性を求めるためにはCarmona評価 [Car78]を場の量子論の模型に直接応用する

方法がある. 例えば Hidaka-Hiroshima [HH10]. ただし, Carmona評価はBrown運動の性質を

使うので, 一般的な確率過程 (パスが連続でないような確率過程)の場合には使いずらい. ここ

で紹介したMartingale性と停止時刻を使う方法は少し応用範囲が広く, 相対論的 Schrödinger

作用素の固有ベクトルの空間的減衰性を調べるためにCarmona-Master-Simon [CMS90]が導

入した.

12 Gibbs測度

この章では赤外正則条件 IIR < ∞を仮定し, H の基底状態 Ψgが存在しているする, i.e.,

HΨg = EΨg.

12.1 Gibbs測度の定義

(Y ,B, Q) を確率測度空間とし (Yt)t∈R は 確率過程とする. BT = σ(Yr,−T ≤ r ≤ T ),

TT = σ(Yr, r ∈ [−T, T ]c)としよう. V : Rd → R, W : Rd×Rd×R → R はボレル可測関数で
外場ポテンシャルとペアポテンシャルとよばれている. V が任意の有界区間 Iに対して

0 < EQ[e−
∫
I V (Ys)ds] <∞
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のとき admissible 外場ポテンシャルといわれる. さらにW は∫ ∞

−∞
sup
x,y∈Rd

|W (x, y, s)|ds <∞

のとき admissible ペアポテンシャルといわれる. Admissible ポテンシャル V ,W , 0 < S ≤ T

に対して関数

ET =

∫ T

−T
V (Yt)dt+

(∫
R
ds

∫ T

−T
dt+

∫ T

−T
ds

∫
R
dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|), (12.1)

ES,T =

∫ T

−T
V (Yt)dt+

(∫ S

−S
ds

∫ T

−T
dt+

∫ T

−T
ds

∫ S

−S
dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|) (12.2)

を定義し, さらに Y ∈ Yに対して (Y ,B) 上の測度 QY
T を

EQY
T
[fg] = EQ[f |TT ](Y )g(Y )

で定める. ここで f は有界BT -可測関数, gは有界TT -可測間数である. つまり

QY
T [A] = EQ[1lA|TT ](Y ).

定義 12.1 (Gibbs測度) V と W は admissible ポテンシャルとする.

(1) (Y ,B)上の確率測度PT は次を満たすとき, 区間 [−T, T ] に対する, reference 測度Q と

ポテンシャル V , W をもつ有限体積Gibbs測度といわれる.

(i) PT ⌈BT
≪ Q⌈BT

(ii) 有界 B-可測関数 f に対して EPT
[f |TS](Y ) =

EQY
S
[fe−ES,T ]

EQY
S
[e−ES,T ]

, PT -a.s.

(2) (Y ,F)上の確率測度 P は次を満たすとき, reference 測度Q とポテンシャル V , W を

もつGibbs測度といわれる.

(i) P ⌈BT
≪ Q⌈BT

(∀T > 0)

(ii) 有界F -可測関数 f に対して E0
W [f |TT ](Y ) =

EQY
T
[fe−ET ]

EQY
t
[e−ET ]

, P -a.s.

命題 12.2 V と W を admissible なポテンシャルとする.

(1) T > 0に対して dPT = 1

EQ[e
−ET,T ]

e−ET,T dQ は有限体積Gibbs測度になる.

(2) 確率測度 P∞ で PT (A) → P∞(A) ( T → ∞) が任意の A ∈ Bt で成り立ち41, かつ
41局所弱収束という.
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P∞⌈BT
≪ Q⌈BT

が全ての T で成立するとき P∞ はGibbs測度になる.

証明: (1) は [LHB11]の Proposition 4.1, (2) は [LHB11]の Proposition 4.2を参照せよ. □

12.2 局所弱収束とNelson模型に付随したGibbs測度の存在

正の L2(Rd)関数 ϕを一つ固定する.

Q[−t,t] = J∗−te
−ϕE(

∫ t
−t jsφ̃(·−Bs)ds)Jte

−
∫ t
−t V (Bs)ds (12.3)

とすればQ[−t,t] : L
2(Q) → L2(Q) は有界作用素になる. 実際

∥Q[−t,t]∥ ≤ et∥φ̂/ω∥
2

e−
∫ t
−t V (Bs)ds

となる.

LT = ϕ(B−T )Q[−T,T ]ϕ(BT )

とおく. 可測空間 (Ω̃, F̃)上の測度

µT : A 7→ µT (A) =
1

ZT

∫
Rd

dxExW [EµE [1lALT ]] (12.4)

の T → ∞の収束について考える. 右辺は具体的には

µT (A) =
1

ZT

∫
Rd

dxExW [EµE [1lALT ]] =
1

ZT

∫
Rd

dxExW
[
1lAe

1
2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (t−s,Bt−Bs)

]
. (12.5)

さて,

F[−t,t] = σ(Bs; s ∈ [−t, t])

とする. このとき

GT =
∪

0≤t≤T

F[−t,t], G = G∞ =
∪
0≤t

F[−t,t]

は有限加法的集合族である. 確率空間の族 (Ω̃, σ(G ), µT ), T > 0, を定義する. µT が (Ω̃, σ(G ))

上の確率測度 µ∞ に局所弱収束することを示す.

定義 12.3 (局所弱収束42) 任意の t を固定する. このとき任意の A ∈ F[−t,t] に対して

lim
T→∞

µT (A) = µ∞(A)となるとき, 確率測度 µT は 確率測度 µ∞に局所弱収束するという.

42local weak convergence
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証明の概略を述べる.

(1) 有限加法的集合関数 ρT を (Ω̃,GT ), T > 0, の上に基底状態 Ψgを用いて定義する. それ

の (Ω̃, σ(GT ))上の確率測度 への拡張を ρ̄T とする.

(2) 汎関数積分をもちいて ρ̄T (A) = ρT (A) = µT (A) をA ∈ Gt (t ≤ T ) に対して示す.

(3) 有限加法的集合関数 µ を基底状態Ψgを使って (Ω̃,G )上に定義し, (Ω̃, σ(G )) 上の確率

測度への拡張を µ∞とかく.

(4) ΨT
g がΨg へ強収束するという事実から ρT (A) → µ(A) (T → ∞)をA ∈ G に対して示

す. これは µT (A) → µ(A) を意味する.

(5) µ(A) = µ∞(A) (A ∈ G ) なので, µT は µ∞ へ局所弱収束することがわかる.

µ∞ の構成法から µ∞(A) (A ∈ G ) の厳密な形を知ることができる. (1)-(5) のステップを以下

で実行する. 加法的集合関数 µ : G → R を

µ(A) = e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA · (Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt))

]
, A ∈ F[−t,t]

で定義する.

補題 12.4 集合関数 µ は well-defined, i.e., A ∈ F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して

µ(A) = e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA(Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)L2(QE)

]
= e2Es

∫
Rd

dxExW
[
1lA(Ψg(B−s), Q[−s,s]Ψg(Bs)L2(QE)

]
.

証明: µ(t) = µ⌈F[−t,t]
としよう. このとき µ(t) は (Ω̃,F[−t,t])上の確率測度になる. −s < −t =

t0 < t1 < · · · < tn = t < sとする. 有限次元分布は

µt0,...,tn(t) (A0 × · · · × An) = µ(Bt0 ∈ A0, · · · , Btn ∈ An)

= e2Et
∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Btj)

)
(Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt))

]
= (Ψg, 1lA0e

−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAnΨg).
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e−(t0+s)(H−E)Ψg = Ψg だから

= (Ψg, e
−(t0+s)(H−E)1lA0e

−(t1−t0)H · · · e(tn−tn−1)H1lAne
−(s−tn)(H−E)Ψg)

= e2Es
∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Btj)

)
(Ψg(B−s), Q[−s,s]Ψg(Bs))

]
= µt0,...,tn(s) (A0 × · · · × An).

また µΛ
(t), Λ ⊂ [−t, t],#Λ <∞, の有限次元分布は consistency 条件

µt0,...,tn(t) (A0 × · · · × An) = µ
t0,...,tn,tn+1,...,tn+l

(t) (A0 × · · · × An ×
l∏
Rd)

を満たすことがわかる. Kolmogorov の拡張定理により一意的な43 確率空間 (Y ,B, Q) と確率
過程 (Ys)s∈[−t,t] (e.g., [Sim79, Theorem 2.1]) で B = σ(Ys, s ∈ [−t, t]),

µt0,...,tnt (A0 × · · · × An) = Q(Yt0 ∈ A0, · · · , Ytn ∈ An)

となるものが存在する. 一意性により (Y ,B, Q)と (Ω̃,F[−t,t], µ(t))は同型になり,また (Y ,B, Q)
と (Ω̃,F[−t,t], µ(s)⌈F[−t,t]

)も同型になる. 故にQ(A) = µ(s)(A) = µ(t)(A) がA ∈ F[−t,t] に対し

て成り立つ. □

µ は G 上の完全加法的集合関数44 なのでHopfの拡張定理より (Ω̃, σ(G ))上の確率測度 µ∞

で µ∞(A) = µ(A) (A ∈ G )となるものが存在する.

定理 12.5 (Gibbs測度の存在) 確率測度 µT は µ∞ へ局所弱収束する. i.e., µT (A) → µ∞(A)

(T → ∞) が A ∈ G に対して成立する. また µ∞ は ϕの選び方によらない.

証明の前に補題をいくつか示す. GT = ∪t≤TF[−t,t] とし加法的集合関数 ρT : GT → Rを
A ∈ F[−t,t] (t < T )に対して,

ρT (A) = e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA ·

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
で定義する.

43同型なものを同じとみなす.
44A = ∪nAn ∈ G , An ∩Am = ∅ならば µ(A) =

∑
n µ(An)となること.
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補題 12.6 ρT はwell defined, i.e., A ∈ F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して

e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
= e2Es

∫
Rd

dxExW
[
1lA

(
ϕT−s(B−s)

∥ϕT∥
, Q[−s,s]

ϕT−s(Bs)

∥ϕT∥

)]
.

証明: 左辺を ρ(t)とかき, 右辺を ρ(s)とかく. ρ(t) の有限次元分布は

ρt0,...,tn(t) (A0 × · · · × An) = ρ(t)(Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
e2Et

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Btj)

)
(ϕT−t(B−t), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

]
.

右辺は

(ϕT−t, e
−(t0+t)(H−E)1lA0e

−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAne
−(t−tn)(H−E)ϕT−t)

∥ϕT∥2

=
(ϕT−s, e

−(t0+s)(H−E)1lA0e
−(t1−t0)(H−E) · · · e(tn−tn−1)(H−E)1lAne

−(s−tn)(H−E)ϕT−s)

∥ϕT∥2

=
e2Es

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Btj)

)
(ϕT−s(B−s), Q[−s,s]ϕT−s(Bs))

]
= ρt0,...,tn(s) (A0 × · · · × An).

さらにρΛ(t) とρΛ(s), Λ ⊂ [−T, T ], #Λ <∞,は consistency条件をみたし, ρ(t)⌈F[−t,t]
と ρ(s)⌈F[−t,t]

は (Ω̃,F[−t,t])上の確率測度である. Kolmogorovの拡張定理から ρ(t)(A) = ρ(s)(A) が A ∈
F[−t,t] ⊂ F[−s,s]に対して成り立つ. よって補題が成立する. □

Hopf の拡張定理から (Ω̃, σ(GT )) 上の確率測度 ρ̄T で ρT = ρ̄T ⌈GT
となるものが存在する.

補題 12.7 t ≤ T , A ∈ Gtとする. このとき ρ̄T (A) = µT (A).
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証明: Λ = {t0, t1, · · · , tn} ⊂ [−T, T ] とA0 × · · · × An ∈ ×n
j=0B(Rd)に対して45,

ρΛT (A0 × · · · × An) = ρT (Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
e2Et

∥ϕT∥2
∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Bj)

)(
ϕT−t(B−t), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

)]
,

µΛ
T (A0 × · · · × An) = µT (Bt0 ∈ A0, ..., Btn ∈ An)

=
1

ZT

∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Bj)

)
LT

]

を定義する. ρΛT と µΛ
T は ((Rd)Λ,B(Rd)Λ) 上の確率測度である.

µΛ
T (A0 × · · · × An) =

(ϕ⊗ 1l, e−(t0+T )H1lA0e
−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne

−(T−tn)Hϕ⊗ 1l)

∥ϕT∥2

=
e2Et(ϕT−t, e

−(t0+t)H1lA0e
−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne

−(t−tn)HϕT−t)

∥ϕT∥2

=
e2Et

∥ϕT∥2

∫
Rd

dxExW

[(
n∏
j=0

1lAj
(Bj)

)(
ϕT−t(B0), Q[−t,t]ϕT−t(Bt)

)]
= ρΛT (A0 × · · · × An)

と表せる. よって ρΛT (A0 × · · · ×An) = µΛ
T (A0 × · · · ×An) となる. 確率測度 µΛ

T と ρΛT は共に

consistency 条件を満たすからKolmogorov の拡張定理から一意的な確率空間 (Y ,B, Q) と確
率変数 Ys で B = σ(Ys, s ∈ [−T, T ]) かつ

Q(Yt0 ∈ A0, · · · , Ytn ∈ An) = µt0,...,tnT (A0 × · · · × An) = ρt0,...,tnT (A0 × · · · × An)

となるものが存在する. 一方

µt0,...,tnT (A0× · · ·×An) = ρt0,...,tnT (A0× · · ·×An) = ρ̄T (A0× · · ·×An) = µT ⌈GT
(A0× · · ·×An).

故に ρ̄T = Q = µT ⌈GT
が一意性から従う. □

定理 12.5 の証明: 補題 12.7 から

lim
T→∞

µT (A) = lim
T→∞

ρ̄T (A) = lim
T→∞

e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA

(
ϕT−t(B−t)

∥ϕT∥
, Q[−t,t]

ϕT−t(Bt)

∥ϕT∥

)]
.

45B(Rd)は Rd のボレルシグマ代数を表す.
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ϕT → Ψg(T → ∞)なので

lim
T→∞

µT (A) = e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA
(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)]
= µ∞(A).

次に µ∞が ϕ に依らないことを示す. µ′
∞ が µT の局所弱極限とする. µ∞の構成の仕方から,

µ∞(A) = µ′
∞(A) がA ∈ G に対していえる. Hopfの拡張定理の一意性から µ∞ = µ′

∞. よって

µ∞ は ϕによらない. □

µ∞は具体的にA ∈ F[−t,t]に対して

µ∞(A) = e2Et
∫
Rd

dxExW
[
1lA
(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)]
で与えられる.

12.3 参考文献など

ここで紹介したGibbs測度の存在はBetz-Hiroshima-Lőrinczi-Minlos-Sphon [BHLMS02]に

ある. スピンボゾン模型のGibbs測度の存在はHirokawa-Hiroshima-Lőrinczi, [HHL12]にあり,

準相対論的Pauli-Fierz模型のそれは, Hiroshima[Hir14]で与えられた. また, Betz-Hiroshima-

Lőrinczi [LHB11]の 4章も参照せよ. Osada-Spohn[OS99]には基底状態の存在を仮定しない

理論が展開されている.

13 基底状態に関する期待値

オブザーバブル Oの期待値 (Ψg, OΨg) をGibbs測度 µ∞ をもちいて表すことができる. こ

こでは重要な例としてO = e+βN , O = eϕ(f)
2
の期待値をGibbs測度で表す.

13.1 F (ϕ(f))の期待値

補題 13.1 f は Ω̃上のF[−t,t]可測関数とする. このとき

Eµ∞ [f ] = e2Et
∫
Rd

dxExW
[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)
f
]
. (13.1)
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証明: A ∈ F[−t,t] に対してµ∞(A) = e2Et
∫
Rd dxExW

[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

)
1lA
]
なので (13.1)

が従う. □

補題 13.1 からすぐに次が従う.

系 13.2 fj : Rd → C, j = 0, ..., n, は有界関数とする. このとき

Eµ∞

[
n∏
j=0

fj(Btj)

]
= (Ψg, f0e

−(t1−t0)(H−E)f1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)fnΨg). (13.2)

特に任意の有界関数 f, g に対して

Eµ∞ [f(Bt)g(Bs)] = (fΨg, e
−|t−s|(H−E)gΨg). (13.3)

証明: Aj ∈ B, j = 0, 1, ..., n, に対して, 次が従う:

Eµ∞

[
n∏
j=0

1lAj
(Btj)

]
= e2Et

∫
Rd

dxExW

[(
Ψg(B−t), Q[−t,t]Ψg(Bt)

) n∏
j=0

1lAj
(Btj)

]
= (Ψg, 1lA0e

−(t1−t0)(H−E)1lA1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)1lAnΨg).

よって (13.2) が得られる. □

補題 13.3 IIR <∞とする. f ∈ L2
R(Rd), β ∈ Rとしよう. このとき

(Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = e−

β2

4
∥f∥2Eµ∞

[
eiβK(f)

]
. (13.4)

ここで

K(f) = −1

2

∫ ∞

−∞
(e−|r|ωe−ikBr φ̂/

√
ω, f̂)dr (13.5)

は (Ω̃, σ(F)) 上の確率変数である.

証明:

(Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = lim

T→∞
(ΨT

g , e
iβϕ(f)ΨT

g )

に注意せよ. また(
ΨT

g , e
iβϕ(f)ΨT

g

)
=

1

ZT

∫
Rd

dxExWEµE
[
ϕ(B−T )ϕ(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse−ϕE(

∫ T
−T jsφ̃(·−Bs)ds)eiβϕE(j0f)

]
.
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ここで µE に関する期待値は以下のように厳密に計算できる.

(Ψg, e
iβϕ(f)Ψg) = lim

T→∞
e−

β2

4
∥f∥2EµT

[
e−i

1
2
β
∫ T
−T ds(e

−|s|ωe−ikBs φ̂/
√
ω,f̂)
]
.

また

|
∫ T

−T
ds(e−|s|ωe−ikBsφ̂/

√
ω, f̂)| ≤ 2IIR∥f̂∥ <∞

に注意せよ. µT は局所弱収束するので, 後ほど述べる定理 13.10の telescoping と同じように

すれば補題が従う. □

F が多項式またはシュワルツテスト関数としよう. 補題 13.3 から (Ψg, F (ϕ(f))Ψg) はパス

測度 µ∞の平均で表せる. Ψg ∈ D(e+βN)が任意の β > 0で成立することを後ほど系 15.2 で

示す. 特にΨg ∈ D(ϕ(f)n) が全ての n ∈ Nで成り立つ.

系 13.4 IIR <∞とする. f ∈ L2
R(Rd)としよう. また hn(x) = (−1)nex

2/2 dn

dxn
e−x

2/2 は n次の

エルミート多項式とする. このとき

(Ψg, ϕ(f)
nΨg) = inEµ∞

[
hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)]
(∥f∥/

√
2)n, n ∈ N. (13.6)

証明: はじめに

e−β
2∥f∥2/4eiβK(f) =

∞∑
n=0

hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(−β∥f∥/

√
2)n

n!

なので
1

in
dn

dβn
e−β

2|f |2/4eiβK(f)

⌈
β=0

= inhn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(∥f∥/

√
2)n

が従う. さらに

(Ψg, ϕ(f)
nΨg) =

1

in
dn

dβn
e−

β2

4
∥f∥2Eµ∞ [eiβK(f)]

⌈
β=0

から (13.6)が従う. □

系 13.5 IIR <∞とする. f ∈ L2
R(Rd), F ∈ S (R)とする. このとき

(Ψg, F (ϕ(f))Ψg) = Eµ∞ [Gf (K(f))] .

ここでGf = F̌ ∗ ǧ, g(β) = e−β
2∥f∥2/4.
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証明: F (ϕ(f)) = (2π)−1/2
∫∞
−∞ F̌ (β)eiβϕ(f)dβなので,

(Ψg, F (ϕ(f))Ψg) = (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
F̌ (β)e−

β2

4
∥f∥2Eµ∞

[
eiβK(f)

]
dβ.

よって系が従う. □

eiβϕ(h)の正規化を

[eiβϕ(h)]ren =
eiβϕ(h)

(1l, eiβϕ(h)1l)
= e+β

2∥h∥2/4eiβϕ(h)

によって定義する. また Fren(ϕ(h)) を

Fren(ϕ(h)) = (2π)−1/2

∫
F̌ (β)[eiβϕ(h)]rendβ

によって定義する. 補題 13.3 と系 13.5 によって次が従う.

系 13.6 IIR <∞とする. f ∈ L2
R(Rd), F ∈ S (R) としよう. このとき

(Ψg, Fren(ϕ(f))Ψg) = Eµ∞ [F (K(f))] .

13.2 ガウスdomination

調和振動子の任意の固有ベクトル ϕは e−|x|2/2のオーダーで減衰することは, 固有ベクトル

がエルミート多項式×e−|x|2/2で与えられることから分かる. さらに,

lim
β↑1

∥e(β/2)|x|2ϕ∥ = ∞ (13.7)

になる. Nelson Hamiltonian の固有ベクトルも同様にガウス型に減衰すること, また, (13.7)

に対応する性質が予想される.

補題 13.7 IIR <∞とする. f ∈ L2
R(Rd) としよう. このとき全ての β > 0に対して,

(Ψg, e
−βϕ(f)2Ψg) =

1√
1 + β∥f∥2

Eµ∞
[
e
− βK2(f)

1+β∥f∥2

]
. (13.8)
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証明: 補題 13.3によって

(Ψg, e
−(β2/2)ϕ(f)2Ψg) = (2π)−1/2

∫
R
e−k

2/2(Ψg, e
ikβϕ(f)Ψg)dk

= (2π)−1/2

∫
R
e−k

2/2e−k
2β2∥f∥2/4Eµ∞

[
eikβK(f)

]
dk

=
1√

1 + β2∥f∥2/2
Eµ∞

[
e
− β2K2(f)/2

1+β2∥f∥2/2

]
がわかる. β2/2 を βに置き換えれば補題が示せる. □

定理 13.8 (ガウス domination) IIR < ∞とする. f ∈ L2
R(Rd)とし, |β| < 1/∥f∥2とする.

このときΨg ∈ D(e(β/2)ϕ(f)
2
) かつ

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥2 =
1√

1− β∥f∥2
Eµ∞

[
e

βK2(f)

1−β∥f∥2

]
. (13.9)

特に

lim
β↑1/∥f∥2

∥e(β/2)ϕ(f)2Ψg∥ = ∞.

証明: B = {z ∈ C||z| < 1/∥f∥2}, C+ = {z|ℜz > 0} そして C− = {z|ℜz < 0}としよう.

ρ(z) =
1√

1 + z∥f∥2
Eµ∞

[
e
− zK2(f)

1+z∥f∥2

]
, (z > 0). (13.10)

とおく. このとき |K(f)| ≤ 2IIR∥f∥ がパスに一様に成り立つので, ρ(z) は C+ ∪ Bへ解析接
続できる. この解析接続された関数を ρ̄(z)で表す. w ∈ R ∩ B とし Bδ(w) は半径 δ, 中心w

の C上の円板とする. δ < 1/∥f∥2となるものをとり, w が Bδ(w) ∩ C− ∩ B ̸= ∅をみたすと
する. ρ̄(z) を次のように級数展開する

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)nbn(w), z ∈ Bδ(w) ∩B. (13.11)

一方Ψg ∈ D(ϕ(f)2) なのでC+ ∋ z 7→ (Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg) ∈ C はC+上で微分可能. よって C+

上で解析的であるから次を得る.

(Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg) =

∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ C+. (13.12)
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1/ (2Q)

図 7: C+ ∪Bへ解析接続

ここでEλ は Ψgに関するϕ(f)2 のスペクトル測度. (13.11), (13.12)と ρ̄(z) = (Ψg, e
−zϕ(f)2Ψg)

(z ∈ C+) を比べれば,

bn(w) =
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ (13.13)

がわかる. (13.13) を (13.11)へ代入すれば,

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ Bδ(w) ∩B, (13.14)

がわかり, さらに右辺が絶対収束することもわかる. つまり

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ
∣∣∣∣ <∞ (13.15)

(z ∈ Bδ(w) ∩B). よって z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ Rに対して,∫ M

0

e−zλdEλ ≤
∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

(−λ)ne−wλdEλ
∣∣∣∣

=
∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ
∣∣∣∣ <∞
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が (13.15)から従う. これは limM→∞
∫M
0
e−zλdEλ < ∞ (z ∈ Bδ(w) ∩ B ∩ R)を意味する. 単

調収束定理から
∫∞
0
e−zλdEλ <∞. よってΨg ∈ D(e−(z/2)ϕ(f)2). そして

∥e−(z/2)ϕ(f)2Ψg∥2 = ρ̄(z), z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ R, (13.16)

となる. いま, 任意の δ < 1/∥f∥2に対して, w ∈ R ∩B でC− ∩B ∩Bδ(w) ̸= ∅となるものが
存在するので, 定理が示せた. □

13.3 第2量子化作用素の期待値

次の補題から始める.

補題 13.9 正の可測関数 ρ ≥ 0をかけ算作用素とみなす. このとき

(ΦT , e
−βdΓ(ρ)ΦT )

∥ΦT∥2
= EµT

[
e−

∫ 0
−T dt

∫ T
0 W ρ,β(Bt−Bs,t−s)ds

]
. (13.17)

ここで, ペア相互作用は

W ρ,β(x− y, T ) =
1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|T |ω(k)e−ik(x−y)(1− e−βρ(k))dk (13.18)

で与えられる.

証明: 命題 8.11の記号 Jd+1,ρex(t), jd+1,ρex(t) を Ξt, ξt で表すことにする. 命題 8.11から

(ΦT , e
−βdΓ(ρ)ΦT ) =

∫
Rd

dxExW
[
ϕ(B−T )ϕ(BT )(Ξ0J−T1l, e

Φd+2(A0+Aβ)ΞβJT1l)e
−

∫ T
−T V (Br)dr

]
が従う. ここでA0 =

∫ 0

−T ξ0jrφ̂(· −Br)dr とAβ =
∫ T
0
ξβjrφ̂(· −Br)dr. 計算すると

(Ξ0J−T1l, e
Φd+2(A0+Aβ)ΞβJT1l) = e

1
4
∥A0+Aβ∥2 = e

1
4
(∥A0∥2+∥Aβ∥2+2ℜ(A0,Aβ)).

さらに, ξ∗0ξβ = e−βρなので ∥A0∥2 + ∥Aβ∥2 + 2ℜ(A0, Aβ)が計算できて, 結果は以下のように

なる.

∥A0∥2 + ∥Aβ∥2 + 2ℜ(A0, Aβ)

=

∫ 0

−T
dt

∫ 0

−T
ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk

+

∫ T

0

dt

∫ T

0

ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk

+ 2

∫ 0

−T
dt

∫ T

0

ds

∫
Rd

e−βρ(k)
|φ̂(k)|2

ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk.
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まとめると

=

∫ T

−T
dt

∫ T

−T
ds

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk

− 2

∫ 0

−T
dt

∫ T

0

ds

∫
Rd

(1− e−βρ(k))
|φ̂(k)|2

ω(k)
e−ik(Bt−Bs)e−|t−s|ω(k)dk.

よって補題が従う. □

T → ∞の極限として

W ρ,β
∞ =

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

W ρ,β(Bt −Bs, t− s)ds

とおく. このとき |W ρ,β
∞ | ≤ IIR/2 <∞がパスに一様に成立することに注意しよう.

定理 13.10 (第 2量子化作用素の期待値) 任意の β > 0に対して

(Ψg, e
−βdΓ(ρ)Ψg) = Eµ∞

[
e−W

ρ,β
∞
]

が成り立つ.

証明: 簡単のためにW ρ,β
T =

∫ 0

−T ds
∫ T
0
W ρ,β(Bt −Bs, t− s)dtとおく. δ > 0に対して, ある Sδ

で |W ρ,β
T −W ρ,β

∞ | ≤ δ (∀T > Sδ)がパスに一様に成立する.

EµT
[
e−W

ρ,β
T

]
− Eµ∞

[
e−W

ρ,β
∞
]
= EµT

[
e−W

ρ,β
T

]
− EµT

[
e−W

ρ,β
∞
]

+ EµT
[
e−W

ρ,β
∞
]
− Eµ∞

[
e−W

ρ,β
∞
]

と分解する. まず
∣∣∣EµT [e−W ρ,β

T

]
− EµT

[
e−W

ρ,β
∞
]∣∣∣ ≤ Cδ となる定数Cがある. 第 2項は次のよ

うに評価できる∣∣∣EµT [e−W ρ,β
∞
]
− Eµ∞

[
e−W

ρ,β
∞
]∣∣∣ ≤ ∣∣∣EµT [e−W ρ,β

∞
]
− EµT

[
e
−W ρ,β

Sδ

]∣∣∣ (13.19)

+
∣∣∣EµT [e−W ρ,β

Sδ

]
− Eµ∞

[
e
−W ρ,β

Sδ

]∣∣∣ (13.20)

+
∣∣∣Eµ∞ [e−W ρ,β

Sδ

]
− Eµ∞

[
e−W

ρ,β
∞
]∣∣∣ . (13.21)

(13.19) と (13.21)に対して上限をえる. 定理 12.5によって (13.20) は T → ∞のときゼロに
収束する. □
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13.4 個数作用素の期待値

これから ρ = 1lとして, 個数作用素N = dΓ(1l)について考察する.

W ρ,β
∞ = (1− e−β)W∞

になる. ここで,

W∞ =

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

W (Bt −Bs, t− s)ds.

系 13.11 (基底状態ボゾン数の指数減衰性) 全ての β ∈ C

(Ψg, e
βNΨg) = Eµ∞

[
e−(1−eβ)W∞

]
(13.22)

が成立する. 特にΨg ∈ D(e+βN)が全ての β > 0で成り立つ.

証明: 定理 13.10で ρ を 1l におきかえれば, (Ψg, e
−βNΨg) = Eµ∞

[
e−(1−e−β)W∞

]
が任意の

β > 0で成り立つ. あとは定理 13.8 の証明と同じ, 解析接続による. □

この系の主張は, Hp ⊗ 1l + 1l ⊗Hf の基底状態 φp ⊗ 1l のボゾン数はゼロであるが, 相互作

用HIを加えてもHの基底状態のボゾン数が期待値の意味で非常に少ないということをいっ

ている.

系 13.12 (Pull through 公式)

(Ψg, NΨg) =
1

2

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

ds

∫
Rd

dk
|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|t−s|ω(k)EµE [e

−ik·(Bt−Bs)] (13.23)

証明: (13.22)を β = 0で微分すればいい. □

(13.23) の EµE [e−ik·(Bt−Bs)]は

EµE [e
−ik·(Bt−Bs)] = (Ψg, e

ikxe−|t−s|(H−E)e−ikxΨg)

なので

(Ψg, NΨg) =
1

2

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

ds

∫
Rd

dk
|φ̂(k)|2

ω(k)
(Ψg, e

ikxe−|t−s|(H−E+ω(k))e−ikxΨg)

となり, pull throught公式

(Ψg, NΨg) =
1

2

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)
∥(H − E + ω(k))−1e−ikxΨg∥2dk (13.24)

を導くことかできる.
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系 13.13 (個数期待値の評価) IIRに依らない定数Cが存在して次の不等式が成立する.

1

2
IIR − C∥Ψg∥

∫
Rd

|φ̂(k)|2

ω(k)3
|k|2dk ≤ (Ψg, NΨg) ≤

1

2
IIR (13.25)

証明: 第 2の不等式はすぐに分かるので, 第 1の不等式を示す.

ℜEµE [e−ik·(Bt−Bs)] = EµE [cos(Bt −Bs)] ≥ EµE [1−
|k|2

2
|Bt −Bs|2],

また

EµE [|Bt −Bs|2] = 2(|x|Ψg, |x|Ψg)− 2
d∑

µ=1

(xµΨg, e
−|t−s|(H−E)xµΨg) ≤ 2∥|x|Ψg∥2

なので

ℜEµE [e−ik·(Bt−Bs)] ≥ 1− ∥|x|Ψg∥2|k|2 > −∞

となる. ∥|x|Ψg∥ ≤ C∥Ψg∥でCは
∫
|φ̂(k)|2/ω(k)2dkのみに依っていて IIRに依らない定数で

抑えられることは系 11.5で示されるので, 第 1の不等式が示された. □

系 13.14 (赤外発散と軟ボゾン数の発散) d = 3とし

IIR =

∫
λ<|k|<Λ

1

ω(k)3
dk (13.26)

とする. このとき

lim
λ→0

(Ψg, NΨg) = ∞. (13.27)

証明: lim
λ→0

IIR = ∞に注意すれば (13.25)から従う. □

系 13.15 (実数次数の個数作用素の期待値) m + α ≥ 1 とする. ここで m ≥ 1は整数,

0 < α < 1である. このとき

(Ψg, N
m+αΨg) = (−1)m

∫ ∞

0

(ρ(m)(0)− ρ(m)(β))dλ(β)

となる. ここで, ρ(β) = (Ψg, e
−βNΨg)で, λ(dβ) はBernstein関数 uα に対応するLévy 測度で

λ(dβ) = c/β1+αdβ という形をしている.
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証明: umuα = um
∫∞
0
(1− e−βu)λ(dβ)と um(1− e−βu) = −(−1)m( d

m

dβmρ(β)− dm

dβmρ(0)) から従

う. □

系 13.16 k ≥ 1なる実数とする. このとき

(IIR/2− a)k ≤ (Ψg, N
kΨg) = (IIR/2)

k, (13.28)

ここで a = C∥Ψg∥
∫
Rd

|φ̂(k)|2
ω(k)3

|k|2dk で定数Cは (13.25)の定数. 特に (13.26)の IIRに対して

lim
λ→0

(Ψg, N
kΨg)

(IIR/2)k
= 1. (13.29)

証明: 系 13.13と系 13.15から従う. (13.29)は aがΛに依っていないので (13.28)から従う. □

13.5 参考文献など

この章で紹介した議論のオリジナルは Betz-Hiroshima-Lőrinczi-Minlos-Spohn [BHLMS02]

による. Gross [Gro73], Spohn [Spo89]で基底状態のボゾン数の指数減衰性を示している. た

だし, Gibbs測度の議論はない. スピン-ボゾン模型 [HHL12], Pauli-Fierz 模型 [BH09], 準相対

論的 Pauli-Fierz 模型 [Hir14]でGibbs測度の存在が示されている. この章では測度の局所弱

収束性を示したが, 実はBrown運動のパスの連続性を使えば, µT の部分列で弱収束するもの

が存在することを示せる. [BH09]ではその方法で示されている. ただし, この手法は一般の

場合には適応させづらい.
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14 紫外切断のくりこみ理論

14.1 正則化されたHamiltonianの汎関数積分表示

この章では φ̂→ 1lの極限を考える. d = 3として, N -粒子Nelson 模型を考える. Fock 表現

で, そのHamiltonian は

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3N

HI(x)dx (14.1)

で与えられる, Hilbert 空間H = L2(R3N)⊗F 上の自己共役作用素である. ここで結合定数

gを導入した. N -粒子 Schrödinger 作用素は

Hp = −1

2

N∑
j=1

∆j + V

で与えられる. 相互作用項は

HI(x) =
N∑
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)e−ik·xja(k) + φ̂(−k)eik·xja∗(k)

)
dk

と定義される. H の荷電分布の１点極限を考える. つまり

φ(x) → (2π)3/2δ(x)

または

φ̂(k) → 1l

を考える.

さてこの極限をとるために紫外切断関数として φ̂ε とる. この関数によってHamiltonian Hε

を定義し ε > 0 を UV パラメターとみなす. そしてHε − Eε の ε ↓ 0極限を考える. ここで

Eε はエネルギーくりこみ項である. これは具体的に後で与える. 主定理は以下である.

(1) 汎関数積分をつかってEεをペア相互作用の対角成分として導きだす.

(2) Hren = lim
ε↓0

(Hε − Eε) を熱半群の意味で示す.

(3) Hrenのペアポテンシャルを導く.
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(4) Hren の弱結合極限46を求める.

ω(k) = |k|とし,

1lλ(k) =

{
1, ω(k) < λ

0, ω(k) ≥ λ.

1l⊥λ (k) = 1l− 1lλ(k)とおく. 赤外切断パラメター λ > 0を仮定する. この章では簡単のために

次の仮定をする.

条件 14.1 ポテンシャル V は有界かつ連続関数. 特に Katoクラスである.

紫外切断のくりこみで, V は全く本質的ではなく, V ≡ 0 としても構わない. 切断関数

φ̂ε(k) = e−ε|k|
2/21l⊥λ , ε ≥ 0, (14.2)

を考えよう. 正則化されたHamiltonian を

Hε = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3N

Hε
I (x)dx, ε > 0,

で定義する.

Hε
I (x) = g

N∑
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂ε(k)e

−ik·xja(k) + φ̂ε(−k)eik·xja∗(k)
)
dk

である.

Eε = −g
2

2
N

∫
R3

e−ε|k|
2

ω(k)
β(k)1l⊥λ dk

としよう. ここで

β(k) =
1

ω(k) + |k|2/2
.

Eε → −∞ (ε ↓ 0)に注意せよ.

定理 14.2 (UVくりこみ) 次を満たす下から有界な自己共役作用素Hren が存在する.

s−lim
ε↓0

e−t(Hε−Eε) = e−tHren , t ≥ 0.

この定理を汎関数積分をつかって証明する. ここから (Bt)t∈Rは R上の 3N 次元のBrown運

動を表すとする.

46weak coupling limit
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命題 14.3 f, h ∈ L2(R3N)としよう. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THεh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sε

]
.

ここで

Sε =
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ T

−T
dtWε(B

i
t −Bj

s , t− s)

はペア相互作用でペアポテンシャルは

Wε(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ε|k|

2

e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk (14.3)

で与えられる.

Wε(x, t) は滑らかで, Wε(x, t) → W0(x, t) (ε ↓ 0) が (x, t) ̸= (0, 0)で成り立つ. ここで

W0(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk.

しかしWε(0, 0) → ∞ (ε ↓ 0)で, W0(x, t)は (0, 0)で特異性をもつ. つまり Sεは ε = 0のとき

対角成分に特異性が現れる. これを取り除きたいのだが, もちろん R2において, 対角成分の

測度はゼロなので, ここにジレンマが生まれる. アイデアは Itôの公式をつかって, 対角成分

を引き出すことである.

14.2 くりこまれた作用

次の関数を考えよう.

ϱε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|
2
e−ik·x−ω(k)|t|

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk, ε ≥ 0.

そうすると ϱε(0, 0) → −∞ (ε ↓ 0)がわかる. この章では, いくつか補題を準備して

lim
ε↓0

ExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
(Sε+4NTϱε(0,0))

]
= ExW

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
. (14.4)

となる Sren
0 が存在することを補題 14.12で示す. T > 0を固定する. ε ↓ 0のとき相互作用の
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diagonal part of S

Off diagonal part of S
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図 8: Sεの対角成分と非対角成分

対角成分だけが特異な項である. また 0 < τ ≤ T を固定し, [t]T = −T ∨ t∧ T としよう. 正則

化された相互作用を対角成分と非対角成分にわける: Sε = SD
ε + SOD

ε . ここで

SD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s),

SOD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ T

[s+τ ]T

dtWε(B
i
t −Bj

s , t− s).

SD
ε は Sε を対角成分の近傍 {(t, t) ∈ R2||t| ≤ T}で積分したもの, そして SOD

ε はそれ以外の

部分を表す. τ = T のときは SOD
ε = 0となる. 次の補題はすぐにわかる.

補題 14.4 パスごとに limε↓0 S
OD
ε = SOD

0 . ここで SOD
0 は SOD

ε ⌈ε=0である.

確率積分をつかえば解析が困難な項 SD
ε を評価できる.

補題 14.5 εによらない定数 c > 0で次をみたすものが存在する.

|∇ϱε(x, t)| ≤ c|t|−1(t ̸= 0), (14.5)

|∇ϱε(x, t)| ≤ c|x|−1(|x| ̸= 0). (14.6)
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さらに ϱ0 − ϱε に対しても, 定数 cε > 0で次を満たすものが存在する.

|∇ϱε(x, t)−∇ϱ0(x, t)| ≤ cε|t|−1, t ̸= 0,

|∇ϱε(x, t)−∇ϱ0(x, t)| ≤ cε|x|−1, |x| ̸= 0

lim
ε↓0

cε = 0.

証明: (14.5)の不等式は

|∇ϱε(x, t)| ≤
∫
R3

1

2(ω(k) + |k|2/2)
e−ε|k|

2

e−ω(k)|t|1l⊥λ dk ≤ c

∫ ∞

Λ

e−rtdr

よりわかる. (14.6)の不等式を証明しよう. 角変数で積分すると

ϱε(x, t) = 2π

∫ ∞

Λ

e−εr
2−r|t|

r(2 + r)

sin(r|x|)
|x|

dr.

その微分は

∇ϱε(x, t) =
2πx

|x|2

∫ ∞

Λ

e−εr
2/|x|2−|t|r/|x|

r(2|x|+ r)
(r cos r − sin r) dr

となり, 右辺を評価すると

|∇ϱε(x, t)| ≤
∫ 1

0

Cr3

r2
dr +

∣∣∣∣∣
∫ ∞

1

e−εr
2/|x|2−|t|r/|x|

2|x|+ r
cos rdr

∣∣∣∣∣+
∫ ∞

1

1

r2
dr.

ここで全ての r ∈ [0, 1]で |r cos r − sin r| ≤ Cr3をつかった. 真ん中の項の積分は有界なので

補題が示せた. □

補題 14.6 ε > 0ならば

SD
ε = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ϱε(B

i
s −Bj

s , 0)ds− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ϱε(B

i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds

+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t. (14.7)

証明: ϱε(x, t) は次の方程式の解である.(
∂t +

1

2
∆

)
ϱε(x, t) = −Wε(x, t), x ∈ R3, t ≥ 0.
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i と jを固定する. このとき Itôの公式から

ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)− ϱε(B

i
s −Bj

s , 0)

=

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t +

∫ [s+τ ]T

s

(
∂t +

1

2
∆

)
ϱε(B

i
t −Bj

s , t− s)dt.

よって∫ [s+τ ]T

s

Wε(B
i
t −Bj

s , t− s)dt

= ϱε(B
i
s −Bj

s , 0)− ϱε(B
i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s) +

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBi
t

が従う. これを SD
ε に代入すれば主張が示せる. □

(14.7) の右辺第一項の i = jの部分= 4NTϱε(0, 0)がまさに発散項になっているので, くり

こまれた作用を次のように定義することが示唆される.

Sren
ε = Sε − 4NTϱε(0, 0), ε > 0.

これは

Sren
ε = SOD

ε +Xε + Yε + Zε (14.8)

のように表せる. ここで

Xε = 2
N∑
i̸=j

∫ T

−T
ϱε(B

i
s −Bj

s , 0)ds,

Yε = 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s

∇ϱε(Bi
t −Bj

s , t− s) · dBt,

Zε = −2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ϱε(B

i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds.

一番やっかいなのは Yε の評価である.

補題 14.7 ある定数 cz と cs が存在して |Zε| ≤ czT と |SOD
ε | ≤ cs(T + 1) がパスと ε ≥ 0に

一様に成立する.
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証明:

|Zε| ≤ 4πN2

(∫ T−τ

−T
ds

∫ ∞

Λ

e−rτ

1 + r/2
dr +

∫ T

T−τ
ds

∫ ∞

Λ

e−r(T−s)

1 + r/2
dr

)
≤ czT

が適当な cz > 0で成り立つ. 不等式 |SOD
ε | ≤ cs(T + 1) も同じようにして得られる. □

補題 14.8 全ての α > 0, ε ≥ 0, T > 0 に対して

sup
x∈R3N

ExW [eα|X
T
ε |] ≤ ecXαT

を満たす定数 cX が存在する.

証明:

XT
ε =

N∑
i̸=j

∫ T

−T
ds

2π

|Bi
s −Bj

s |

∫ ∞

λ

sin
√
r|Bi

s −Bj
s |

r + r2/2
e−εr

2

dr, ε ≥ 0

である. 仮定 λ > 0 から a = 2π
∫∞
λ

1
r+r2/2

dr <∞. となり, 故に

|XT
ε | ≤ a

N∑
i̸=j

∫ T

−T

ds

|Bi
s −Bj

s |
.

∑N
i̸=j |xi − xj|−1 がKatoクラスなので補題が従う. □

ε > 0のときは Fubini の定理より確率積分とルベーグ積分を交換してもいい. よって

Y T
ε =

N∑
i=1

∫ T

−T
Φi
ε,tdB

i
t. (14.9)

ここでΦε,t = (Φ1
ε,t, . . . ,Φ

N
ε,t) はR3N に値をとる確率過程で次で与えられる.

Φi
ε,t = 2

N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T
∇ϱε(Bi

t −Bj
s , t− s)ds.

さて Y T
0 を

Y T
0 =

N∑
i=1

∫ T

−T
Φi

0,t · dBi
t (14.10)

で定義する.
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補題 14.9 ある定数 cY が存在して, 任意の α > 0に対して

sup
x∈R3N

ExW [eαY
T
ε ] ≤ ecY α

2T , ε ≥ 0. (14.11)

また lim
ε↓0

ExW [|Y T
ε − Y T

0 |2] = 0 (x ∈ R3N).

証明: Φi
ε,tはフィルトレーション (Ft)t≥−T に adapted なMartingaleである.∫ T

−T
|Φε,t|2dt ≤ 4

N∑
i=1

∫ T

−T

[
N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T
|∇ϱε(Bi

t −Bj
s , t− s)|ds

]2
dt

≤ 4c2N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T
|Bi

t −Bj
s |−θ|t− s|−(1−θ)ds

]2
dt

となる. ここで補題 14.5 と補間

|∇ϱε(x, t)| ≤ c|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1]

を使った. この評価は ε ∈ [0, 1]に一様である. 適当な 1
2
< θ < 1に対して, Schwarz の不等式

を使えば∫ T

−T
|Φε,t|2dt ≤ 4c2N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T
|Bi

t −Bj
s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T
|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2τ 2θ−1N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T
|Bi

t −Bj
s |−2θds

]
dt ≤ 4c2τ 2θ−1NQ.

ここで c は補題 14.5の定数で ε に依らない. また

Q =
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s

|Bi
t −Bj

s |−2θdt.

eY
T
ε を評価する困難は, Y T

ε が確率積分であることである. そこで, なんとかリーマン積分の

評価に持ち込む. そこで Girsanov の定理から

e2α
∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt, T ≥ 0

がMartingaleになることを利用する. つまり

ExW
[
e2α

∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
= 1
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なので (
ExW
[
eαY

T
ε

])2
≤ ExW

[
e2α

∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
ExW
[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
= ExW

[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
≤ ExW

[
eγQ
]
.

ここで γ = 8c2Nτ 2θ−1. Jensenの不等式をつかって

ExW
[
eγQ
]
≤
∫ T

−T

ds

2T
ExW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ [s+τ ]T
s |Bi

t−B
j
s |−2θdt

]
.

[s+ τ ]T ≤ s+ τ なので

ExW
[
eγQ
]
≤
∫ T

−T

ds

2T
ExW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ s+τ
s |Bi

t−B
j
s |−2θdt

]
.

ここでExW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ s+τ
s |Bi

t−B
j
s |−2θdt

]
を sに関して一様に評価する. 条件付き期待値をとって

Markov性を使えば

ExW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−B
j
s |−2θdt

]
= ExW

[
ExW

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−B
j
s |−2θdt|Fs

]]
= ExW

[
EBs

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

t−B
j
0|−2θdt

]]
=

∫
R3

Πs(y)EyW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

t−B
j
0|−2θdt

]
dy

=

∫
R3

Πs(y)EyW
[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

t−yj |−2θdt
]
dy.

さて

|x|−2θ ∈ Lp(R3) + L∞(R3), p > 3/2

となる pが存在するので, |x|−2θはKatoクラス. よって

sup
x,z∈Rd

ExW [eβ
∫ τ
0 |Bi

s+z|−2θds] = sup
x∈Rd

ExW [eβ
∫ τ
0 |Bi

s|−2θds] ≤ eaτβ

が適当な a > 0 と全ての β > 0 で成り立つ.
∫
R3 Πs(y)dy = 1なのでこれから, 定数 c′がと

れて

sup
x∈R3N

ExW
[
eγQ
]
≤ sup

x∈R3N

∫ T

−T

ds

2T
ExW

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−B
j
s |−2θdt

]
≤ ec

2α2τ2θc′T .

よって

sup
x∈Rd

ExW [e2αY
T
ε ] ≤ ecY α

2T
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が全ての α ∈ Rと ε ≥ 0で成り立つ. 同様に全ての 0 ≤ ε に対して

ExW [|Y T
ε − Y T

0 |2] =
∫ T

−T
|Φε,t − Φ0,t|2dt

≤ 4c2εN
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ExW

[∫ t

[t−τ ]T
|Bi

t −Bj
s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T
|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2ετ
2θ−1N

N∑
i,j=1

∫ T

−T
EW

[∫ t

[t−τ ]T
|Bi

t −Bj
s |−2θds

]
dt ≤ 4c2ετ

2θ−1NE0
W [Q].

ここで補間

|∇ϱε(x, t)−∇φ0(x, t)| ≤ cε|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1]

をつかった. cε → 0 (ε ↓ 0) に注意せよ. E0
W [Q] ≤ E[eQ] <∞だから,

lim
ε↓0

ExW [|Y T
ε − Y T

0 |2] = 0

が示せた. □

補題 14.10 全ての α ∈ R, ε > 0, と f, h ∈ L2(R3N) に対して∫
R3N

dxExW [f(B−T )h(BT )e
−

∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
ε ] ≤ ∥f∥∥h∥ecren(T+αT+α)

を満たす定数 cren が存在する.

証明: 分解 Sren
ε = SOD

ε +Xε + Yε + Zεと Schwarz の不等式から∫
R3N

dxExW [|f(B−T )h(BT )|eαS
ren
ε ]

≤ ∥f∥∥h∥ sup
x∈R3N

(
ExW

[
e−2

∫ T
−T V (Bs)dse2α(S

OD,T
ε +XT

ε +Y T
ε +ZT

ε )
])1/2

.

補題 14.7, 14.8, 14.9 と V が Katoクラスという事実から定数 cren で

sup
x∈R3N

ExW
[
e−2

∫ T
−T V (Bs)dse2α(S

OD,T
ε +XT

ε +Y T
ε +ZT

ε )
]
≤ e2cren(T+αT+α),

となるものが存在する. □
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補題 14.11 α ∈ Rならば

lim
ε↓0

E0
W

[
|eαUT

ε (x) − eαU
T
0 (x)|

]
= 0, x ∈ R3N , U = OD, X, Y, Z. (14.12)

証明: U = Xとしよう. VC(x) = C
∑N

i̸=j
1

|xi−xj | とする. このとき

|XT
ε (x)| ≤

∫ T

−T
VC(B

1
s + x1, ...., BN

s + xN)ds

と

E0
W

[
|eαXT

ε (x) − eαX
T
0 (x)|

]
≤ 2E0

W

[
|eα

∫ T
−T VC(B1

s+x
1,....,BN

s +xN )ds
]
<∞

がわかる. xごとに XT
ε (x) → XT

0 (x) a.s. なのでルベーグの優収束定理より (14.12)がわかる.

U = Y としよう. ExW
[
|eα(Y T

ε −Y T
0 ) − 1|

]
→ 0を示せば十分.

ExW
[(
eα(Y

T
ε −Y T

0 ) − 1
)2]

= ExW
[
e2α(Y

T
ε −Y T

0 )
]
+ 1− 2ExW

[
eα(Y

T
ε −Y T

0 )
]

だから lim
ε↓0

ExW [eα(Y
T
ε −Y T

0 )] = 1を示す. 確率変数 δΦt = Φε,t − Φ0,t を

Y T
ε − Y T

0 =

∫ T

−T
δΦt · dBt

となるように定義する. Girsanov の定理から

1 = ExW [eα
∫ T
−T δΦt·dBt− 2

∫ T
−T |δΦt|2dt]. (14.13)

故に (
ExW
[
eα(Y

T
ε −Y T

0 )
]
− 1
)2

≤ ExW
[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
ExW
[(

1− e−
1
2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2]
. (14.14)

(14.13) から

sup
x∈R3N

ExW
[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
≤ sup

x∈R3N

(
ExW
[
e4

∫ T
−T |δΦt|2dt

])1/2
(14.15)

また

ExW
[(

1− e−
1
2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2]
≤ ExW

[
1− e−

1
2

∫ T
−T |δΦt|2dt

]
≤ ExW

[
1

2

∫ T

−T
|δΦt|2dt

]
→ 0 (14.16)
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(ε ↓ 0). (14.16) は補題 14.9で示されている. (14.15)の右辺は εに一様に有界. 故に (14.14)

の右辺はゼロに収束することがわかる.

U = Zとしよう. supx∈R3 ExW
[
|eα(Zε−Z0) − 1|

]
→ 0を示せばいい.

Zε(x)− Z0(x)

= 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

(
e
−ik·(Bi

[s+τ ]T−s
+xi−Bj

[s+τ ]T−s
−xj)

e−([s+τ ]T−s)ω(k)
) β(k)
ω(k)

1l⊥λ (1− e−ε|k|
2

)dk

がわかる. ηε(x) = α(Zε(x) − Z0(x))としよう. 直接 |ηε(x)|n ≤ cnαnT nεn が xに依らない適

当な定数 cで成り立つことがわかる. よって E0
W [eηε(x)] = 1 +

∑
n≥1

1

n!
E0
W [ηε(x)

n]. そして

∑
n≥1

1

n!
E0
W [|ηε(x)|n] ≤

∑
n≥1

1

n!
cnT nεn → 0

(ε ↓ 0)が xに一様に成り立つ. よって U = Z のとき成り立つ. U = SOD のときも同様にわ

かる. □

補題 14.12 α ∈ R, f, h ∈ L2(R3N)としよう. このとき

lim
ε↓0

∫
R3N

dxExW [f(B−T )h(BT )e
−

∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
ε ]

=

∫
R3N

dx

∫
R3N

dxExW [f(B−T )h(BT )e
−

∫ T
−T V (Bs)dseαS

ren
0 ].

証明: Sε = SOD,T
ε +XT

ε + Y T
ε + ZT

ε と telescoping によって∣∣∣∣∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)ds

(
eαS

ren
ε − eαS

ren
0
)]∣∣∣∣

≤ e2T∥V ∥∞
∫
R3N

dx|f(x)|
(
ExW

[
|h(BT )|2

])1/2
Eε(x).

ここで Eε(x) =
(
ExW

[(
eαSε − eαS0

)2])1/2
. また sup

x∈R3N

Eε(x) < ∞かつ lim
ε↓0

Eε(x) = 0 (x ∈

R3N) なのでルベーグの収束定理より補題が従う. □
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補題 14.13 (真空期待値の収束) 次が成り立つ.

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3N

dx

∫
R3

ExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
.

(14.17)

ここで

Sren
0 = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T
ϱ0(B

i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

−T
∇ϱ0(Bi

t −Bj
s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ϱ0(B

i
T −Bj

s , T − s)ds. (14.18)

そして Sren
0 の被積分関数は

ϱ0(X, t) =

∫
R3

e−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk,

∇ϱ0(X, t) =
∫
R3

−ike−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk.

証明: Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示より

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3

ExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
ε

]
dx

である. 右辺は
∫
R3 ExW [f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 ]dx (ε ↓ 0)に収束する. よって (14.17)

がわかる. また

Sren
0 = 2

N∑
i ̸=j

∫ T

−T
ϱ0(B

i
s −Bj

s , 0)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

[t+τ ]T

∇ϱ0(Bi
t −Bj

s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ϱ0(B

i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds

なので τ = T とすれば (14.18)がわかる. □

14.3 一般的なベクトルへの拡張

f⊗1lからもっと一般的なベクトルf⊗F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1lへ拡張する. ここでF ∈ S (Rn).
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補題 14.14 ρj ∈ L2
R(Rd),j = 1, 2, f, h ∈ L2(R3N), α, β ∈ Cとしよう. このとき

lim
ε↓0

(f ⊗ eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ eβϕ(ρ2)1l)

=

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 + 1

4
ξ

]
.

ここで

ξ = ξ(g) = ᾱ2∥ρ1/
√
ω∥2 + β2∥ρ2/

√
ω∥2 + 2ᾱβ(ρ1/

√
ω, e−2Tωρ2/

√
ω)

+ 2ᾱg
N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
ρ̂1(k)√
ω(k)

1l⊥λ e
−|s−T |ω(k)e−ikB

j
s

+ 2βg
N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
ρ̂2(k)√
ω(k)

1l⊥λ e
−|s+T |ω(k)e−ikB

j
s .

証明: Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示から

(f ⊗ eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ eβϕ(ρ2)1l) =

∫
R3

dxExW
[
f̄(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)ds

× EµE [e
ᾱϕE(τ−T ρ1)eβϕE(τT ρ2)egϕE(−

∑N
j=1

∫ T
−T jsφ̃ε(·−Bj

s)ds)]
]
e−2Tg2Nϱε(0,0).

すぐに

EµE
[
eᾱϕE(τ−T ρ1)eβϕE(τT ρ2)egϕE(−

∑N
j=1

∫ T
−T jsφ̃ε(·−Bj

s)ds)
]
e−2Tg2Nϱε(0,0) = e

g2

2
Sren
ε + 1

4
ξε .

ここで ξε は ξで 1l⊥λ を 1l⊥λ e
−ε|k|2/2に置換えたもである. よって

(f ⊗ eαϕ(ρ1)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ eβϕ(ρ2)1l)

=

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
ε + 1

4
ξε

]
.

適当な定数 Cが存在して ξε ≤ C がパスと ε ≥ 0に一様に成り立つ. その結果, 補題 14.13と

同様にしてこの補題も証明できる. □

稠密な部分空間 D ⊂ H を次で定義しよう.

D = L.H. {f ⊗ 1l | f ∈ L2(R3N)}∪{
f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l |F ∈ S (Rn), fj ∈ C∞

0 (R3), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N, f ∈ L2(R3N)
}
.

補題 14.14 から次の結果が即座に従う.
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補題 14.15 Φ = f ⊗ F (ϕ(u1), . . . , ϕ(un))1l, Ψ = h⊗G(ϕ(v1), . . . , ϕ(vm))1l ∈ D としよう. こ

のとき

lim
ε↓0

(Φ, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))Ψ) = (2π)−(n+m)/2

∫
Rn+m

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)

×
∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 + 1

4
ξ(K1,K2)

]
.

ここで u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vm) として

ξ(K1, K2) = −∥K1 · u/
√
ω∥2 − ∥K2 · v/

√
ω∥2 − 2(K1 · u/

√
ω, e−2TωK2 · v/

√
ω)

− 2ig
N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
K1 · û(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s−T |ω(k)e−ikB
j
s

+ 2ig
N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
K2 · v̂(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s+T |ω(k)e−ikB
j
s .

証明: F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l = (2π)−n/2
∫
Rn F̂ (K)eiϕ(K·f)1ldKに気をつければ

(Φ, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))Ψ)

=
1

(2π)(n+m)/2

∫
Rm+n

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)(f ⊗ e−iϕ(K1·f)1l, e−2T (Hε+g2Nϱε(0,0))h⊗ e−iϕ(K2·h)1l).

よって主張は補題 14.14から従う. □

14.4 下からの一様有界性

Nelson Hamiltonian の紫外切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHε− g2Nϱε(0, 0) の

下からの一様有界性を示すことにある.

補題 14.16 (下からの一様有界性) 定数 C ∈ R があって

Hε + g2Nϱε(0, 0) > C (14.19)

が ε > 0に一様に成り立つ.
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証明:

E0
W

[
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
]

≤
(
E0
W

[
e4S

OD,T
ε (x)

])1/2(
E0
W

[
e8X

T
ε (x)
])1/4(

E0
W

[
e16Y

T
ε (x)

])1/8(
E0
W

[
e32Z

T
ε (x)
])1/16

がわかるので, 定数 a5 と b5 が存在して(
E0
W

[
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
])1/2

≤ a5e
b5T (14.20)

が全ての T > 0で成立する. 関数Whar(x
1, ..., xN) =

∑N
j=1 |xj|2 を考えよう. Hε で V を

δWhar に置換えたものをHε(δ)と表す. もちろん δ ≥ 0. そうすればHε(δ) (δ > 0)は一意的

な基底状態 Ψg(δ) をもつことは既に示した. Ψg(δ) > 0であり, 特に (f ⊗ 1l,Ψg(δ)) ̸= 0 が任

意の 0 ≤ f ∈ L2(R3N)で成り立つ. ここで f ̸≡ 0. その結果

inf σ
((
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

))
= − lim

T→∞

1

T
log(f ⊗ 1l, e−T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l) (14.21)

が 0 ≤ f ∈ L2(R3N)で成り立つ. (14.20)から

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))f ⊗ 1l)

=

∫
Rd

dxExW [f(B−T )f(BT )e
−

∫ T
−T δWhar(Bs)dseS

ren
ε ]

≤ ∥f∥2 sup
x∈R3

E0
W

([
e2(S

OD,T
ε (x)+XT

ε (x)+Y T
ε (x)+ZT

ε (x))
])1/2

≤ ∥f∥2a5eb5T .

これは (14.21)から

infσ
(
Hε(δ) + g2Nϱε(0, 0)

)
+
b5
2

≥ 0, δ > 0, (14.22)

を意味する. 大事なことは b5 が δに依っていないことである. よって

|(F, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T

が従う. F,G ∈ H としよう. Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示から

(F, e−2THε(δ)G)

=

∫
R3N

dxExW
[
e−

∫ T
−T δWhar(Bs)ds(J−TF (B−T ), e

−ϕE(
∫ T
−T

∑N
j=1 jsφ̃(·−B

j
s)ds)JTG(BT ))

]
.
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ルベーグ優収束定理から lim
δ↓0

(F, e−2T (Hε(δ)+g2Nϱε(0,0))G) = (F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G) なので

|(F, e−2T (Hε(0)+g2Nϱε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T .

これは (14.22) が δ = 0でも従うことをいっている. Hε = Hε(0) + V かつ V は有界なので

infσ
(
Hε + g2Nϱε(0, 0)

)
+
b5
2
+ ∥V ∥∞ ≥ 0.

C = − b5
2
− ∥V ∥∞ とおけば補題が従う. □

定理 14.2 の証明:

F,G ∈ H ,Cε(F,G) = (F, e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))G) としよう. 補題 14.14 によって F,G ∈ Dに
対して Cε(F,G) が ε ↓ 0で収束することがわかる. 一様な不等式

∥e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))∥ < e−tC

とD が H で稠密ということから {Cε(F,G)}ε がコーシー列となる.

C0(F,G) = lim
ε↓0

Cε(F,G)

とする. そうすれば |C0(F,G)| ≤ e−tC∥F∥∥G∥. Riesz の定理より有界作用素 Tt で

C0(F,G) = (F, TtG), F,G ∈ H

となるものが存在する. よって s−limε↓0 e
−t(Hε+g2Nϱε(0,0)) = Tt. さらに

s−lim
ε↓0

e−t(Hε+g2Nϱε(0,0))e−s(Hε+g2Nϱε(0,0)) = s−lim
ε↓0

e−(t+s)(Hε+g2Nϱε(0,0)) = Tt+s.

左辺 は TtTs なので Tt の半群性が従う. e−t(Hε+g2Nϱε(0,0)) は対称なので, Tt も対称. また

Feynman-Kac-Nelson 型汎関数積分表示から (F, TtG) は t = 0でF,G ∈ Dに対して連続にな
ることもわかる. D は H で稠密, ∥Tt∥ は t = 0の近傍で一様に有界なので, Tt は t = 0で強

連続になる. 故に下から有界な自己共役作用素 Hrenで Tt = e−tHren , t ≥ 0, となるものが存在

することがわかる. Eε = −g2Nϱε(0, 0)と置けば証明完了. □

系 14.17 (くりこまれたペアポテンシャル) Hrenのペアポテンシャルは g2

2
Sren
0 である.

証明: 補題 14.13 によって

(f ⊗ 1l, e−2THrenh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0

]
.

よって系が示される. □
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14.5 弱結合極限における実行ポテンシャル

ここではカットオフ関数を

φ̂ε(k) = (2π)−3/2e−ε|k|
2/2

とする. そして dispersion relation は

ων(k) =
√
|k|2 + ν2

とする. ここで ν > 0である. κをスケーリングパラメターとしてHεをスケーリングする.

生成消滅作用素を κa♯とする. このときHε は

Hε(κ) = Hp ⊗ 1l + κ21l⊗Hf + κHI

となる. このスケーリングは変換 ω 7→ κ2ω, φ̂ 7→ κ2φ̂と思ってもいいからエネルギーくりこ

み項は

Eε(κ) = −g2N
∫
R3

e−ε|k|
2

2(2π)3ων(k)

κ2

κ2ων(k) + |k|2/2
dk

のようにスケーリングされる. 定理 14.2 から自己共役作用素 Hren(κ) で

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−t(Hε(κ)−Eε(κ))h⊗ 1l) = (f ⊗ 1l, e−tHren(κ)h⊗ 1l) (14.23)

となるものがある.

命題 14.18 (弱結合極限) 次が成り立つ.

s−lim
ε↓0

lim
κ→∞

e−t(Hε(κ)−Eε(κ)) = e−theff ⊗ P0.

ここで P0 は {z1l | z ∈ C} ⊂ F への射影で, 実行Hamiltonian heff は

heff = −1

2

N∑
j=1

∆j + V (x1, ..., xN)− g2

4π

∑
i<j

e−ν|xi−xj |

|xi − xj|
.

証明: [Ara90, Dav79, Hir99]をみよ. □

この命題では, はじめにスケーリング極限をとって, その後に ε ↓ 0の極限をとってい

る. スケーリング極限をとると, φ̂ε で均されたポテンシャルが現れ, その ε ↓ 0の極限が
g2

4π

∑
i<j

e−ν|xi−xj |

|xi−xj | なるポテンシャルになるという仕組みになっている. ここでは, はじめに

ε ↓ 0をとり, くりこまれたHamiltonian Hren(κ)のスケーリング極限を考える. 定理 14.2 か

ら次の補題が従う.
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補題 14.19 f, h ∈ L2(R3N)のとき

lim
κ→∞

(f ⊗ 1l, e−tHren(κ)h⊗ 1l) = (f, e−theffh).

証明: 補題 14.14 から

(f ⊗ 1l, e−2THren(κ)h⊗ 1l) =

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 (κ)

]
.

ここで

Sren
0 (κ) = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T
ϱ0(B

i
s −Bj

s , 0, κ)ds+ 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ T

s

∇ϱ0(Bt −Bs, t− s, κ) · dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ϱ0(BT −Bs, T − s, κ)ds.

そして

ϱ0(x, t, κ) =
1

(2π)3

∫
R3

e−ik·xe−κ
2ω(k)|t|

2ω(k)

κ2

κ2ω(k) + |k|2/2
dk.

特に t = 0 のとき

g2
N∑
i ̸=j

ϱ0(x
i − xj, 0, κ)ds→ g2

4π

∑
i<j

e−ν|x
i−xj |

|xi − xj|
.

また t ̸= 0のとき,

|∇Xϱ0(X, t, κ)| → 0, |ϱ0(X, t, κ)| → 0 (κ→ ∞)

が各点ごとに示せる. 補題 14.13と同様にして

lim
κ→∞

∫
R3N

dxExW
[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

2
Sren
0 (κ)

]
=

∫
R3N

dxExW

[
f(B−T )h(BT )e

−
∫ T
−T V (Bs)dse

g2

4π

∑
i<j

∫ T
−T

e−ν|Bi
s−B

j
s |

|Bi
s−B

j
s |

ds

]
がわかる. □

系 14.20 (弱結合極限) F,G ∈ D のとき

lim
κ→∞

(F, e−tHren(κ)G) = (F, e−theff ⊗ P0G).

証明: これは補題 14.14 と補題 14.19から従う. □

この系から limκ→∞ と limε↓0 の極限操作は交換できることがわかる.
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14.6 基底状態エネルギーと紫外切断のくりこみ項

V = 0, N = 1, とすると, Hεは並行移動不変,i.e.,

[−i∇j ⊗ 1l + 1l⊗ Pf j, Hε] = 0

となる. ここで

Pf =

∫
ka∗(k)a(k)dk

は場の運動量作用素である. Hεを全運動量

−i∇j ⊗ 1l + 1l⊗ Pf j

のスペクトルで分解できる. その結果

Hε =

∫ ⊕

Rd

Hε(P )dP

となる. ここでHε(P )は Fock 空間F 上の自己共役作用素で, 次で与えられる:

Hε(P ) =
1

2m
(P − Pf)

2 +Hf + gϕ(0), P ∈ R3.

ここで, gは結合定数, ϕ(0)は

ϕ(0) =
1√
2

∫
e−ε|k|

2/2√
ω(k)

1l|k|>λ (a
∗(k) + a(k)) dk

である. P = 0として, λ > 0のときH(g) = Hε(0)の基底状態エネルギーE(g) = infσ(Hε(0))

は十分小さな gに関して解析的であることが知られている.

E(g) =
∞∑
n=0

an
n!
gn

として, anを求めてみよう. 形式的には H(g)Ψg(g) = E(g)Ψg(g)の両辺を gで微分すると

n∑
k=0

[
n

k

]
H(k)(g)Ψ(n−k)

g (g) =
n∑
k=0

[
n

k

]
E(k)(g)Ψ(n−k)

g (g)

でH(2) = 0 とすれば

H(g)Ψ(n)
g + nϕ(0)Ψ(n−1)

g =
n∑
k=0

[
n

k

]
E(k)(g)Ψ(n−k)

g (g)
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である. すぐにわかることは, Ψg(0) = 1l, E(0) = 0である. H0 =
1
2m
Pf

2 +Hfとおく. a2を形

式的に計算する. H ′Ψg +HΨ′
g = E ′Ψg + EΨ′

g に g = 0を代入すれば

ϕ(0)1l +H0Ψ
′
g(0) = E ′(0)1l

となり, 1lと内積をとれば, E ′(0) = 0となる. よって,

ϕ(0)1l +H0Ψ
′
g(0) = 0

となるから

Ψ′
g(0) = −H−1

0 ϕ(0)1l

となる. さて, H ′′Ψg+2H ′Ψ′
g+HΨ′′

g = E ′′Ψg+2E ′Ψ′
g+EΨ

′′
gに g = 0を代入すると, E(0) = 0,

なので

E ′′(0) = 2(1l, ϕ(0)Ψ′
g(0)) = −2(ϕ(0)1l, H−1

0 ϕ(0)1l)

が導かれる. よって

a2 = −
∫
R3

|φ̂(k)|2

ω(k)

1

ω(k) + |k|2/2m
dk

となる. これはくりこみ項×2に一致する. つまり, くりこみ項の物理的な解釈は基底状態エ

ネルギーE(g) の g2次の系数 a2/2! ということになる.

14.7 ポーラロン模型

ポーラロン模型は P ∈ R3をパラメター (全運動量)として, F 上の自己共役作用素

H(P ) =
1

2
(P − Pf)

2 + ϕ(0) +N, P ∈ Rd,

で定義される. 相互作用項は

ϕ(0) =
1√
2

∫ (
a∗(k)

φ̂(k)

ω(k)
+ a(k)

φ̂(−k)
ω(k)

)
dk

である. ここで φ̂(k)/ω(k)に注意. 熱半群の真空期待値は

(1l, e−2TH(P )1l) = E0
W

[
ee

iP (B−T−BT ) 1
2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (Bt−Bs,t−s)

]
となる. ここで

W (X, t) =

∫
R3

|φ̂(k)|2

2ω(k)2
e−|t|eik·Xdk
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である. φ̂として φ̂ε = e−ε|k|
2
1l⊥λ をとり, Hε(P )を定義する. Nelson模型と同様にくりこみ項

Eε を計算すれば

Eε = −
∫
R3

e−ε|k|
2

ω(k)2
1

1 + |k|2/2
1l⊥λ (k)dk

になり, これは

lim
ε↓0

Eε = −
∫ ∞

λ

4π

1 + r2/2
dr <∞

に収束する. つまりポーラロン模型ではくりこみ項は必要ない. 実際

1

2

∫ T

−T
dt

∫ T

−T
dsW (Bt −Bs, t− s) → S∞ =

π2

2

∫ T

−T
dt

∫ T

−T
ds

e−|t−s|

|Bt −Bs|
= S0

に収束する. つまり

lim
ε↓0

(1l, e−2TH1l) = E0
[
eS0
]

となる.

定理 14.21 (UVくりこみ) P ∈ R3とする. このとき, 自己共役作用素 H0(P ) で

lim
ε↓0

e−THε(P ) = e−TH0(P )

となるものが存在する. さらに

(1l, e−TH0(P )1l) = E0
W [eS0 ]

となる.

証明: 証明の概略を述べる.

lim
ε↓0

(1l, e−THε(P )1l) = E0
W [eS0 ]

はNelson模型と同様に証明できる. また, 稠密な部分空間 D ⊂ F を次で定義しよう.

D = L.H.{1l, F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))|F ∈ S (Rn), fj ∈ C∞
0 (R3), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N}.

F,G ∈ Dに対しても limε↓0(F, e
−THε(P )G) が存在することが示せる. あとは, Hε(P )の下から

の一様有性を示せばいい. まず, P = 0のときには基底状態Ψgがいつも存在しΨg > 0とな

ることが知られている. よって, Nelson模型と同様に

infσ(Hε(0)) = − lim
T→∞

1

T
log(1l, e−THε(0)1l)

を下から一様に評価することができる. P ̸= 0の場合は双極不等式

infσ(Hε(P )) ≥ infσ(Hε(0))

から下からの一様有界性がわかる. □
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14.8 参考文献など

Nelson は [Nel64a] で作用素論的な手法で UVくりこみを示した. また, Nelson 自身も

[Nel64b]で汎関数積分によるくりこみを考えていたようであるが, 残念ながらうまくいかな

かった.

この章の証明はGubinelli-Hiroshima-Lőrinczi [GHL13]による. [Nel64a]の証明は 15章に

で紹介する. この証明の最大の難関はHε + g2Nϱε(0, 0)が一様な下からの有界性を示すこと

であった. この部分が証明できなくて 2年以上, 論文を寝かせてしまった. Gérard-Hiroshima-

Panati-Suzuki [GHPS12a]はローレンツ多様体上に定義されたNelson HamiltonianのUVく

りこみを示した. ポーラロン模型のUVくりこみは [Hir15]による.

Hrenの基底状態の存在は [HHS05]にある. ここではさらに赤外正則条件も仮定しておらず,

非 Fock表現をとっている. 散乱理論は Z. Ammari [Amm00]で研究されている.

切断関数を 1l|k|<ΛとしてΛをUVパラメターとみなす. 「おまけ」の後半でも言及したが,

くりこみ項は発散のオーダーが Nelson Hamiltonian の実行質量 meff =
∑∞

j=0 aj(Λ)g
2j の第

１項 a1(Λ)と同じである. 筆者は aj(Λ), j ≥ 2, の項が Λ → ∞で有界であると予想している.

そして, この事実がNelson Hamiltonian の場合, くりこみ項を引去るだけで, UVくりこみ可

能である理由と感じている.

Pauli-Fierz 模型の場合は実行質量 meff がもう少し複雑になっていて, a2(Λ) の予想は

(log Λ)2発散であったが, 予想に反して
√
Λのオーダーでの発散だった. これは Hiroshoma-

Spohn [HS05], Hiroshima-Itô[HI07]による. 筆者の知る限り未だに Pauli-Fierz 模型の UVは

くりこまれていない.

168



第 III部

応用編

15 紫外切断のない基底状態の存在

Nelson模型のUVはくりこむことが出来た. しかし, 残念ながら, くりこまれたNelson模

型の具体的な形はわからない. しかし, 基底状態の存在を示すことが出来る.

15.1 E. Nelson による作用素論的なくりこみ

はじめに, [Nel64a] で示されたくりこみ理論を紹介する. スカラー場を

ϕφ̂(x) =
1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

φ̂(−k)√
ω(k)

+ a(k)eikx
φ̂(k)√
ω(k)

)
dk

とし, その運動量作用素を

πφ̂(x) =
i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ω(k)φ̂(−k)− a(k)eikx

√
ω(k)φ̂(k)

)
dk

とする. このとき次の交換関係が従う.

[ϕφ̂(x), πλ̂(y)] = i

∫
eik(y−x)φ̂(−k)λ̂(k)dk,

[Hf , ϕφ̂(x)] =
1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ω(k)φ̂(−k)− a(k)eikx

√
ω(k)φ̂(k)

)
dk = −iπφ̂(x),

[Hf , πφ̂(x)] =
i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikx

√
ω(k)ω(k)φ̂(−k) + a(k)eikx

√
ω(k)ω(k)φ̂(k)

)
dk

= iϕω2φ̂(x).

V = 0としてNelson Hamiltonian

H =
1

2

N∑
j=1

P 2
j +Hf +

N∑
j=1

ϕ(xj)

のGross変換を考えよう.

π(x) =
N∑
j=1

i√
2

∫ (
a∗(k)e−ikxjβ(k)φ̂(−k)− a(k)eikxjβ(k)φ̂(k)

)
dk
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とする. ここで47,

β(k) =
1

ω(k) + |k|2/2
1√
ω(k)

.

このとき

e−iπPje
iπ = Pj + Aj + A∗

j .

ここで

A∗
j =

1√
2

∫
a∗(k)e−ikxjkβ(k)φ̂(−k)dk, (15.1)

Aj =
1√
2

∫
a(k)eikxjkβ(k)φ̂(k)dk. (15.2)

さらに (Pj + Aj + A∗
j)

2を展開すると

(Pj + Aj + A∗
j)

2 = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j + [Pj, A

∗
j ] + [Aj, Pj] + [Aj, A

∗
j ].

ここに現れた交換子を計算すると

[Pj, A
∗
j ] = − 1√

2

∫
a∗(k)e−ikxjk2β(k)φ̂(−k)dk,

[Aj, Pj] = − 1√
2

∫
a(k)eikxjk2β(k)φ̂(−k)dk,

[Aj, A
∗
j ] =

1

2

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk

となる. 次に

e−iπ

(
N∑
j=1

ϕ(xj)

)
eiπ =

N∑
j=1

ϕ(xj) +
N∑
i,j

[ϕ(xi), π(xj)]

=
N∑
j=1

ϕ(xj)−
N∑
i,j

∫
eik(xj−xi)

β(k)√
ω(k)

φ̂(−k)φ̂(k)dk.

さらに

e−iπHfe
iπ = Hf + [Hf , iπ] +

1

2
[[Hf , iπ], iπ]

= Hf −
N∑
j=1

1√
2

∫ (
a∗(k)e−ikxjω(k)β(k)φ̂(−k) + a(k)eikxjω(k)β(k)φ̂(k)

)
dk

+
1

2

N∑
i,j

∫
ω(k)β2(k)eik(xj−xi)φ̂(−k)φ̂(k)dk.

47 ここでは [Nel64a]にならって β をこのように定義する.
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HG = e−iπHeiπ

と定めて, 全て合わせると

HG = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j +

∑
j

ϕ(xj) +Hf

−
N∑
j=1

1√
2

∫
(a∗(k)e−ikxj φ̂(−k) + a(k)eikxj φ̂(k))ω(k)β(k)dk (15.3)

− 1

2

1√
2

∑
j

∫ (
a∗(k)e−ikxjk2β(k)φ̂(−k) + a(k)eikxjk2β(k)φ̂(−k)

)
dk (15.4)

−
N∑
i,j

∫
eik(xi−xj)

β(k)√
ω(k)

φ̂(−k)φ̂(k)dk (15.5)

+
1

2

N∑
i,j

∫
eik(xi−xj)ω(k)β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk (15.6)

+
1

4
N

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk (15.7)

となる. βの定義より (15.3) + (15.4) +
∑

j ϕ(xj) = 0がわかる. また (15.5)− (15.7)の対角成

分を足し合わせると

−N

∫
β(k)√
ω(k)

φ̂(−k)φ̂(k)dk + N

2

∫
ω(k)β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk + N

4

∫
|k|2β2(k)φ̂(−k)φ̂(k)dk

= −1

2
N

∫
β(k)√
ω(k)

φ̂(−k)φ̂(k)dk.

よって

HG = P 2
j + 2PjAj + 2A∗

jPj + A2
j + 2A∗

jAj + A∗2
j +Hf (15.8)

−
∑
i ̸=j

∫
eik(xi−xj)

(
β(k)√
ω(k)

+ ω(k)β2(k)

)
φ̂(−k)φ̂(k)dk (15.9)

− 1

2
N

∫
β(k)√
ω(k)

φ̂(−k)φ̂(k)dk (15.10)

をえる. (15.8)は 2次形式の項, (15.9)は実行ポテンシャル項, そして (15.10)はくりこまれ

る項である. [Nel64a]では, φ̂(k) = 1lκ<|k|<Λとして, Λ → ∞ の極限で, この右辺から (15.10)

を引き去ったものが 2次形式の意味で, 一様に収束すること, および eiπがΛ → ∞ でユニタ

リー作用素に強収束することを示している.
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15.2 実行質量

Gross変換したHamiltonian HGの実行質量48を求めてみよう. 粒子数を１とし, その裸の

質量をm, 場と粒子の結合定数を g ∈ Rとおく. V = 0なのでHGは並行移動不変となり,

HG =

∫ ⊕

R3

HG(P )dP

となる. ここでHG(P )は Fock 空間上の自己共役作用素で, 次で与えられる:

HG(P ) =
1

2m
(P − Pf )

2 +Hf +
g

m
((P − Pf )A+ A∗(P − Pf )) +

g2

2

1

m
(A2 + 2A∗A+ A∗A∗).

HG(P )の基底状態エネルギーE(P )を

E(P ) = E(0) +
1

2meff

|P |2 +O(|P |3)

と展開して |P |2の係数の逆数を実行質量meffと定義する. これを形式的に結合定数 gで展開

しよう. HG(P )Φ(P ) = E(P )Φ(P )の両辺を形式的に P = 0 ∈ R3 で 2回微分して, 公式

m

meff

= 1− 2

3m

((Pf − g(A+ A∗))Φ(0), (HG(0)− E(0))−1(Pf − g(A+ A∗))Φ(0))

(Φ(0),Φ(0))

をえる. 摂動理論から gが十分小さければ

meff

m
= 1 +

2

3m
g2(PfA

∗Ω,
1

H0

PfA
∗Ω) +O(|g|3)

となる. ここでH0 =
1
2m
P 2
f +Hf である. よって

meff = m+ g2
2

3

∫
|φ̂(k)|2

2ω(k)

|k|2

(|k|2/2m+ ω(k))3
dk +O(|g|3)

となり, 紫外切断を外すとき, meff の g2の係数が収束することがわかる.

15.3 弱極限

紫外切断を φ̂ = 1lκ≤|k|≤ΛとしてNelson模型Hを定義し, そのGross変換は

HG = Hp +Hf +
1

m
(p · AΛ + A∗

Λ · p) + 1

2m

(
A2

Λ + A∗2
Λ + 2A∗

Λ · AΛ

)
− g2

∫
κ≤|k|≤Λ

β(k)

2
√
ω(k)

dk

48effective mass
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だった. ここで

AΛ = −g
∫
κ≤|k|≤Λ

k√
2ω(k)

β(k)a(k)eikxdk.

もちろん κ > 0のときは HGとH は同型であるが, κ = 0のときは同型にならない. Nelson

は κ ≥ 0のとき

Eren
Λ = −g2

∫
κ≤|k|≤Λ

1

2ω(k)
β(k)dk

として

lim
Λ→∞

(HG − Eren
Λ ) = H∞

をノルムレゾルベントの意味で示した. その極限は, 形式的に

H∞ = Hp +Hf +
1

m
(p · A∞ + A∗

∞ · p) + 1

2m
(A2

∞ + A∗2
∞ + 2A∗

∞A∞) (15.11)

となる. 大事なことはこの右辺が 2次形式の意味で定義されていることである. ここで

A∞ = −g
∫
|k|≥κ

k
1√
2ω(k)

β(k)a(k)eikxdk.

この H∞の基底状態の存在を示したい. EΛ = inf σ(HΛ) とする. Ψg = Ψg(Λ)をHΛの規格化

された基底状態とする. 基底状態 Ψg(Λ)の部分列Λ′ をとればΨg(Λ
′)の弱極限が存在する.

命題 15.1 w− lim
Λ′→∞

Ψg(Λ
′) = Ψgが零ベクトルでないとする. このときΨgはH∞の基底状態.

証明: H̄Λ = HΛ −EΛ. F ∈ H とする. Λ′を改めて Λとおく. このとき z ∈ Cはℑz ̸= 0とす

れば

− 1

z
(F,Ψg) = −1

z
lim
Λ→∞

(F,Ψg(Λ)) = lim
Λ→∞

(F, (H̄Λ − z)−1Ψg(Λ))

= lim
Λ→∞

((H̄Λ − z̄)−1F,Ψg(Λ)) = ((H̄∞ − z̄)−1F,Ψg) = (F, (H̄∞ − z)−1Ψg)

となるので, (H̄∞ − z)−1Ψg = −1
z
Ψgとなるから, H̄∞Ψg = 0となり ΨgはH∞の基底状態で

ある. □

これから弱極限Ψgが零ベクトルでないことを証明する.

h(k) =
1

m
kβ(k)e−ikx

φ̂(k)√
ω(k)

. (15.12)
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とする. Pull-through 公式から

a(k)HΛΨg = −gh(k) · (p+ AΛ + A∗
Λ)Ψg + ω(k)a(k)Ψg +HΛa(k)Ψg.

よって

(HΛ − EΛ + ω(k))a(k)Ψg = gh(k) · (p+ AΛ + A∗
Λ)a(k)Ψg.

その結果

(Ψg, NΨg) =

∫
∥a(k)Ψg∥2dk

= g2
∫

|h(k)|2∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1(p+ A+ A∗)Ψg∥2dk. (15.13)

(Ψg, NΨg) を赤外領域
∫
|k|<1

∥a(k)Ψg∥2dk と紫外領域
∫
|k|≥1

∥a(k)Ψg∥2dkにわけて評価する.

H0 = Hp +Hf とする.

15.4 紫外領域

補題 15.2 次の評価が成り立つ.

(1) ∥(H0 + 1l)−1/2a(f)Ψ∥ ≤ ∥f/
√
ω∥(∥Ψ∥+ ∥N1/2Ψ∥),

(2) ∥(H0 + 1l)−1/2a∗(f)∥ ≤ ∥f/
√
ω∥,

(3) ∥(H0 + 1l)−1/2a∗(f)a∗(g)(N + 1l)−1/2∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥g/

√
ω∥,

(4) ∥(N + 1l)−1/2a(f)a(g)(H0 + 1l)−1/2∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥g/

√
ω∥,

(5) ∥(H0 + 1l)−1/2a∗(f)a(g)(H0 + 1l)−1/2∥ ≤ ∥f/
√
ω∥∥g/

√
ω∥.

証明: 簡単な演習問題である. □

補題 15.3 あるΛ0 が存在して全てのΛ > Λ0 に対して,

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(H0 + 1l)1/2∥ ≤ 1√
ω(k)

(C0 + |EΛ|+ 2ω(k) + 1)1/2 (15.14)

がなりたつ. ここでC0は正の定数.
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証明: ある Λ0 と C0 > 0 (Λに依ってない) が存在して全ての Λ > Λ0に対して, 2次形式の意

味でH0 ≤ HΛ + C0. よって

∥(HΛ + C0)
−1/2(H0 + 1l)1/2∥ ≤ 1. (15.15)

さらに 2次形式の意味で

HΛ + C0 ≤ (HΛ − EΛ + ω(k)) + C0 + |EΛ|+ ω(k).

よって

(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(HΛ + C0)
1/2 ≤ 1√

ω(k)
(C0 + |EΛ|+ 2ω(k) + 1)1/2 (15.16)

となる. (15.15)と (15.16)から (15.14)が従う. □

補題 15.4 Λに依らない定数 c1 > 0 で, 次を満たすものが存在する.

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(pµ + Aµ + A∗
µ)Ψg∥ ≤ c1∥Ψg∥+ ∥β∥∥N1/2Ψg∥.

証明: はじめに

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2pµΨg∥

≤ sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(H0 + 1l)1/2(H0 + 1l)−1/2pµΨg∥ ≤ ab∥Ψg∥.

ここで

a = sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(H0 + 1l)1/2∥ ≤ sup
|k|≥1

1√
ω(k)

(C0 + |EΛ|+ 2ω(k) + 1)1/2,

b = ∥(H0 + 1l)−1/2pµ∥.

次に

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2AµΨg∥

= sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(H0 + 1l)1/2(H0 + 1l)−1/2AµΨg∥

≤ a∥(H0 + 1l)−1/2AµΨg∥.
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補題 15.2 から

∥(H0 + 1l)−1/2AµΨg∥ ≤ ∥β∥(∥N1/2Ψg∥+ ∥Ψg∥) (15.17)

なので

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2AµΨg∥ ≤ a∥φ̂/ω∥(∥N1/2Ψg∥+ ∥Ψg∥)

となる. 同様に補題 15.2から

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2A∗
µΨg∥ ≤ a∥β∥∥Ψg∥.

よって

sup
|k|≥1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1/2(pµ + Aµ + A∗
µ)Ψg∥ ≤ (2a+ b)∥β∥∥Ψg∥+ a∥β∥∥N1/2Ψg∥.

これで証明終わり. □

補題 15.5 次の不等式が成立する.∫
|k|≥1

∥a(k)Ψg∥2dk ≤ g2
∫
|k|≥1

|h(k)|2

ω(k)
dk
(
2c21∥Ψg∥2 + 2∥β∥2∥N1/2Ψg∥2

)
証明: これは (15.13)と補題 15.4から従う. □

15.5 赤外領域

赤外領域の評価はやさしくない. そこで, 基本的なアイデアを述べるにとどめる.

補題 15.6 ある定数 c2 (Λに依ってない) が存在して∫
|k|<1

∥a(k)Ψg∥2dk ≤ |g|2c2∥|x|Ψg∥2. (15.18)

証明: はじめに

[HΛ, e
−ikxx] = [HΛ, e

−ikx]x+ e−ikx[HΛ, x].

簡単な計算で

i[HΛ, x] =
1

m
(p+ AΛ + A∗

Λ),

[HΛ, e
−ikx] = − 1

m
(p+ AΛ + A∗

Λ) · ke−ikx +
1

2m
|k|2e−ikx
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がわかる. よって

h(k) · (p+ AΛ + A∗
Λ)Ψg = −imeikxh(k) · [HΛ, e

−ikxx]Ψg + ime−ikxh(k) · [HΛ, e
−ikx]xΨg

= −i(HΛ − EΛ)h(k) · xΨg − i(p+ AΛ + A∗
Λ) · kh(k) · xΨg + i

1

2
|k|2h(k) · xΨg.

Pull-through 公式から ∫
|k|<1

∥a(k)Ψg∥2dk ≤ a+ b+ c.

ここで

a = g2
∫
|k|<1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1(HΛ − EΛ)h(k) · xΨg∥2dk,

b = g2
1

4

∫
|k|<1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1|k|2h(k) · xΨg∥2dk,

c = g2
∫
|k|<1

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1(p+ AΛ + A∗
Λ) · kh(k) · xΨg∥2dk.

まず

a ≤ g2
∫
|k|<1

|h(k)|2dk∥|x|Ψg∥2, (15.19)

b ≤ g2
1

4

∫
|k|<1

∣∣∣∣ |k|2|h(k)|ω(k)

∣∣∣∣2 dk∥|x|Ψg∥2. (15.20)

さらに

∥(H0 + 1l)−1/2(p+ A+ A∗)∥ ≤ b+ 2∥β∥+ ∥|k|β/
√
ω∥,

そして, 補題 15.14から

∥(HΛ − EΛ + ω(k))−1(H0 + 1l)1/2∥ ≤ 1

ω(k)
(C0 + EΛ + 2ω(k) + 1)1/2.

よって

(3) ≤ g2(b+ ∥φ̂/ω∥+ ∥|k|β/
√
ω∥)(3 + C0 + EΛ)

1/2

∫
|k|<1

∣∣∣∣kh(k)ω(k)

∣∣∣∣2 ∥xΨg∥2. (15.21)

(15.19)-(15.21)を合わせると, 結果を得る. □

(Ψg, NΨg)を評価するとき, もし, κ > 0であれば, 紫外領域だけの評価で十分である. 実際

(Ψg, NΨg) =

∫
|k|≥κ

∥a(k)Ψg∥2dk
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となるからである. さて, 基底状態の存在証明で最もハードな部分は κ = 0の場合で, それ

は次の補題である. κ = 0の場合,
∫
|k|≤1

∥a(k)Ψg∥2dkを評価したいのだが, 上で見たように

∥|x|Ψg∥を Λ に一様に上から評価しなくてはならない. 以前の章で見たように

∥|x|Ψg∥ ≤ ∥|x|e−|x|∥∞∥e+|x|Ψg∥ ≤ Ce∥φ̂/ω∥
2c∥Ψg∥

の評価があったが, Cは ∥φ̂/ω∥に依っていて, ∥φ̂/ω∥ → ∞(Λ → ∞)と発散するので, この評

価では不十分である. しかし, [HHS05]では赤外領域の評価がされている.

15.6 赤外正則条件下での基底状態の存在

κ > 0とする.

補題 15.7 ある定数 c4 (Λに依らない) があって次の不等式が成立する.

∥N1/2Ψg∥ ≤ |g|2c4∥Ψg∥2.

証明: これは補題 15.5から従う. □

補題 15.8 0 ≤ Λ ≤ ∞に対してEΛ ≤ Ep が成立する.

証明: φp を Hpの正規化された基底状態とすれば (φp ⊗ 1l, HΛfφp ⊗ 1l) = Ep. よって補題が

従う. □

Pp をHpの基底状態の張る一次元空間への射影作用素, P0を Fock真空への射影作用素と

する. P = Pp ⊗ P0 and Q = P⊥
p ⊗ P0とおく. このとき

P +Q = 1l + P0

になる.

補題 15.9 ある定数 c5(Λに依らない)が存在して, 次が成り立つ.

(Ψg, QΨg) ≤ |g| D3

(Σp − Ep)
∥Ψg∥2. (15.22)

178



証明: 補題 15.8からΣp − E∞ ≥ Σp − Ep > 0 が従う. そうすると

(Σp − Ep)(Ψg, QΨg) ≤ (Σp − EΛ)(Ψg, QΨg) ≤ (QΨg, (H0 − EΛ)Ψg) = −(QΨg, HIΨg).

右辺を評価する. 閉グラフ定理からある定数Cp が存在して

∥ −∆f∥ ≤ Cp(∥Hpf∥+ ∥f∥)

となる. 補題 15.2によって

|(QΨg, A
♯ · A♯Ψg)| ≤ ∥(H0 + 1l)1/2QΨg∥∥(N + 1l)1/2Ψg∥∥φ̂/ω∥2

≤ 1

2
∥φ̂/ω∥2

{
(Ep + 2)∥Ψg∥2 + ∥N1/2Ψg∥2

}
.

ここで [(H0 + 1l)1/2, Q] = 0 をつかった. 同様に

|(QΨg, A
∗AΨg)| ≤ ∥(H0 + 1l)1/2Ψg∥2 ≤ (Ep + 1)∥Ψg∥2.

さらに

|(pΨg, AΨg)| ≤ ∥pΨg∥∥(H0 + 1l)1/2Ψg∥∥φ̂/ω∥

≤ 1

2
∥φ̂/ω∥

{
∥pΨg∥2 + ∥(H0 + 1l)1/2Ψg∥2

}
≤ 1

2
∥φ̂/ω∥(Cp + 1)(Ψg, (H0 + 1l)Ψg)

≤ 1

2
∥φ̂/ω∥(Cp + 1)(Ep + C0 + 1)∥Ψg∥2.

よって証明終了. □

定理 15.10 (基底状態の存在) κ > 0とする. |g|2c4 + |g|c5(Σp − Ep)
−1 < 1と仮定する. この

ときH∞ の基底状態が存在する.

証明: P ≥ 1l−Q− (1l⊗N) なので

(Ψg(Λ
′), PΨg(Λ

′)) ≥ 1− |g|2c4 − c5(Σp − Ep)
−1 > 0.

P は有限階数作用素なので PΨg(Λ
′)は PΨgに強収束する. よって

∥PΨg∥ ≥ 1− |g|2c4 − c5(Σp − Ep)
−1 > 0

からΨg ̸= 0となり, H∞の基底状態が存在する. □
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15.7 参考文献など

UVくりこみがされた Nelson模型の基底状態の存在は [HHS05]にある. ここでは, 2体の

Nelson模型で赤外発散しているものを考え, 一つの粒子の質量が重くて, 止まっているという

条件下で基底状態の存在が考察された. さらに, [HHS05]では赤外発散が起きている場合, つ

まり κ = 0の場合も考察している. この場合は非 Fock表現に移ってNelson模型を再定義し

て, 基底状態の存在が調べられている.

16 Enhanced binding

16.1 概略

有限自由度系の Schrödinger 作用素に摂動を加えたとき, そのスペクトルが劇的に変化する

ことは稀ではない. 例えば 3次元ラプラス作用素−(1/2)∆に摂動を加えることを考えてみる.

もちろん−(1/2)∆は固有値を持たずそのスペクトルは σ(−(1/2)∆) = [0,∞)である. これに

クーロンポテンシャル−1/|x|を加えれば−(1/2)∆− 1/|x|のスペクトルは

σ(−1

2
∆− 1

|x|
) = {− 1

2n2
}∞n=1 ∪ [0,∞)

のようになり, ゼロに集積する固有値 {− 1
2n2}∞n=1 が無限個現れる (図 9).

図 9: スペクトルの変化 1

これはクーロンポテンシャルに任意の正の系数 ϵをつけて−ϵ/|x|という摂動を加えても,

同様に無限個の離散固有値が現れる. 一方, (1/2)|x|2の摂動を加えればスペクトルは劇的に
変化して

σ(−1

2
∆ +

1

2
|x|2) = {n+

1

2
}∞n=1

となり, もはや連続スペクトルは消えてしまい純粋離散スペクトルになってしまう (図 10).

つまり純粋連続スペクトルが摂動により離散スペクトルを含む形になることはよく起こる

ことである. ここで話を場の量子論にうつそう. 場の量子論の模型では, 上述の Schrödinger

作用素のように摂動を加えて離散スペクトルがポツポツと現れる現象を見つけることは容易
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図 10: スペクトルの変化 2

ではない. 我々が考察する質量ゼロのスカラー場の模型では多くの場合Hamiltonian Hのス

ペクトルは σ(H) = [E,∞)となりEは離散スペクトルに属さない.

図 11: 質量ゼロの場の量子論の模型のスペクトル

Enhnaced binding とは粒子系が量子場と結合することにより相互作用系に基底状態が現れ

ることをいう. スペクトルでいえば結合定数が大きくなれば infσ(H)が固有値になることを

いう. 現在までに様々な重要な模型で enhanced binding の存在が示されている.特にミニマ

ル結合の場合粒子の個数は 1つでも enhanced bindingが起きる (図 12).

図 12: ミニマル結合の模型

一方, 我々が考察するスカラー場の模型の相互作用は線形なものであるから, あからさまに

有効質量は現れない. しかし結合定数が十分大きくなれば有効ポテンシャル (引力) を仲立ち

にしてN 個の粒子が集まり巨大な質量をもった 1粒子に見える (図 13). そしてこの相互作用

系は基底状態をもつことになる. ミニマル結合と異なり, この場合, 原理的には 2粒子以上で

なければ enhanced bindingを示すことが出来ない.
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|g|>>1g=0

図 13: 相互作用により巨大な１粒子が出来る

16.2 基底状態のEnhanced bindingによる存在

L2(RdN)上に Schrödinger 作用素

Hp =
N∑
j=1

(
− 1

2m
∆j + V (xj)

)
を定義する. 簡単のためにN 個の粒子の質量は全てmとし, j番目の粒子の外場ポテンシャ

ルは jに依らず全て V で与えられるとする. さらに 2粒子間に働くポテンシャルはないと仮

定する. つまり独立なN個の粒子が外場ポテンシャル V でそれぞれ束縛されているわけであ

る. V の条件を導入する.

条件 16.1 (1) V は有界. (2) ∃Nc > 0 st ∀N > Nc に対して L2(Rd)上の Schrödinger 作用素

−(1/2m)∆ +N2V のスペクトルの下限は離散スペクトルに含まれる.

例えば 3次元の Lieb-Thirring 不等式

#{−(1/2m)∆ + V の 0以下の固有値の個数 } ≤ a

∫
Rd

|mV−(x)|3/2dx

から V が負で十分に薄ければ−(1/2m)∆+ V の基底状態は存在しない. しかし, さらに V が

連続で lim|x|→∞ V (x) = 0であれば, V はラプラス作用素に相対コンパクトになるから, 摂動

N2V は−(1/2m)∆の本質的スペクトルを不変にし−(1/2m)∆+N2V の本質的スペクトルの

下限はゼロのままである. ゆえにN を十分に大きくとれば−(1/2m)∆ +N2V は基底状態を

持つことになる.条件 16.1(2)はこのような状況を心の中で描いている.

粒子のHamiltonian Hpのスペクトルの下限が離散スペクトルに属するとする. このとき,

IIR < ∞ であれば任意の g ∈ Rに対してH の基底状態が存在する. 歴史的には十分小さな

|g|に対して基底状態の存在が示され, その後, 任意結合定数へ拡張された. もちろん |g|が小
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さければ基底状態の存在証明は技術的には容易である. これらの結果はHpの基底状態の存

在を仮定しているのだから, 結果的に「基底状態は消えない！」ということを示したともい

える. さて我々の enhnaced binding であるがHpの基底状態の存在を仮定していないのであ

るから, 標語的には「基底状態が現れる!」という現象を示していることになる.

κ > 0をスケーリングパラメターとして

H(κ) = Hp + κHI + κ2Hf

とおこう. このとき強レゾルベントの意味で

lim
κ→∞

(H(κ) + z)−1 = (Heff + z)−1 ⊗ PΩ (16.1)

となることを示した. ここでP0はフォック真空の張る 1次元部分空間への射影作用素である.

さらに

Heff =
M∑
j=1

− 1

2m
∆j＋ g2

∑
i̸=j

Wij +
N∑
j=1

V (xj)−
g2

4
N∥φ̂/ω∥2

であり,

Wij = W (xi − xj) = −1

4

∫
e−ik(xi−xj)|φ̂(k)|2

ω(k)2
dk (16.2)

は smeared クーロンポテンシャルであり |xi− xj|が十分小さいとき負となるから引力として
働く. つまり, |g|が十分大きければHeffは基底状態を持つことになる. この章の目標は「κが

十分大きいときに |g|を大きくとればH(κ)に基底状態が現れる」という主張を示すことにあ

る.

定理 16.2 (Enhanced binding) 十分大きい κ > 0と, N > Ncに対して ∃αc, ∃αc(κ) > 0

で次を満たすものが存在する. αc < |g| < αc(κ)ならば H(κ)の基底状態が一意的に存在する.

スケーリングパラメーター κに関して注意を与える.

H(κ) = κ2

{
1

κ2

N∑
j=1

(
1

2m
∆j + V (xj)

)
⊗ 1l +

1

κ
g

N∑
j=1

ϕ(xj) + 1l⊗Hf

}

であるから m̄ = mκ2, V̄ = V/κ2, ϕ̄(x) = ϕ(x)/κ と其々定義すれば

H̄ =
N∑
j=1

(
1

2m̄
∆j + V̄ (xj)

)
⊗ 1l + g

N∑
j=1

ϕ̄(xj) + 1l⊗Hf
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は αc < |g| < αc(κ)で基底状態を持つことになる. よって κはダミーであり本質的なもので

はない.

一意性は既に証明されているので, 存在についてその証明の概略を述べる. 方針は κを十分

大きくとり, 双極 不等式, 変分原理, [GLL01]の binding 条件を用いることにより場の量子論

の問題を Schrödinger 作用素の問題へ還元することにある.

はじめにBogoliubov変換

T = exp

(
N∑
j=1

g√
2κ

(
a∗(e−ikxj φ̂/ω3/2)− a(eikxj φ̂/ω3/2)

))
,

でH(κ)を

T−1H(κ)T =
N∑
j=1

Tj + κ21l⊗Hf +

(
N∑
j=1

V (xj) + g2
∑
i ̸=j

Wij −
g2

4
N∥φ̂/ω∥2

)
⊗ 1l (16.3)

のようにユニタリー変換する. ここで

Tj =
1

2m

(
−i∇j ⊗ 1l− g

κ2
ϕ(xj)

)2
, (16.4)

ϕ(x) =
1√
2

(
a∗(kφ̂e−ikx/ω3/2) + a(kφ̂e+ikx/ω3/2)

)
(16.5)

である. (16.3)の右辺から分かるように, κ → ∞のとき g/κ2 → 0 なのでミニマル結合の部

分が消滅し形式的に (16.1)となることが分かるだろう. また結合定数 g2をもった粒子間ポテ

ンシャル g2
∑

i ̸=jWijが現れているので直感的に |g| ≫ 1であれば粒子が強く引かれ合うこと

も理解できよう. さらにBogoliubov変換すればHはミニマル結合した形になるので双極 不

等式が応用できる利点もある.

定数 (g2/4)N∥φ̂/ω∥2は以下の議論に無関係なのでそれを除き, テンソル積⊗の記号も省略
することにし, そのHamiltonian を改めてH = H(κ)と書くことにする.

H =
N∑
j=1

Tj + κ2Hf + g2
∑
i ̸=j

Wij +
N∑
j=1

V (xj). (16.6)

(16.2)のW の性質を述べる. (1) W は連続, (2) lim|x|→∞W (|x|) = 0, (3) W は 3次元ラプ

ラス作用素に対して相対コンパクト, (4) W は実数値でW (0) ≤ W (x) が成り立つ. いま

C = {1, 2, ..., N} とし β ⊂ C, β ̸= C, βc = C \ β とおく. ここで β に対してHのクラスター
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を次のように定義する.

H0(β) =
∑
j∈β

Tj + κ2Hf + g2
∑
i,j∈β

Wij,

HV (β) = H0(β) +
∑
j∈β

V (xj).

そして EV (β) = infσ
(
HV (β)

)
とおこう. また特に

σ(H) = EV (C) = E

とおく. 最小 2重クラスターエネルギーΣ を次で定義する.

Σ = inf
β⊂C,β ̸=C

(
EV (β) + E0(βc)

)
.

Σ は定義のごとく βに含まれる粒子が V で束縛され, 残りの βcの粒子が束縛から離れている

系の全エネルギーを表している. 粒子を電子と思い, ϕを電磁場と思えば, 陽イオン化した後

の系のエネルギーを表しているといえる (図 14). そのため物理的な直感を使えば, Hの基底

状態が存在するためにはイオン化せずに系が存在していればいい. つまり相互作用系のエネ

ルギーE がΣより小さければいいと予想される.

図 14: クラスター分解

実際これは厳密に証明されている.

命題 16.3 [GLL01] Σ− E > 0 ならばHの基底状態は存在する.
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Σ−E > 0は binding条件とよばれている. 以下でこの不等式が成立することを証明する. 粒

子の部分

h =
N∑
j=1

− 1

2m
∆j + g2

∑
i ̸=j

Wij +
N∑
j=1

V (xj)

のクラスターをHと全く同様に定義する.

h0(β) =
∑
j∈β

− 1

2m
∆j + g2

∑
i,j∈β

Wij,

hV (β) = H0(β) +
∑
j∈β

V (xj),

E V (β) = infσ
(
hV (β)

)
,

Ξ = inf
β⊂C,β ̸=C

(
E V (β) + E 0(βc)

)
.

さらに

infσ(h) = E V (C) = E

とおく. ２つの最小 2重クラスターエネルギーΣとΞの大小関係は次の双極不等式から従う.

補題 16.4 (双極不等式) 次が成り立つ.

|(F, e−tHV (β)G)| ≤ (|F |, e−t(hV (β)⊗1l+κ21l⊗Hf)|G|).

特に

Σ ≥ Ξ (16.7)

この不等式は場と結合した方がエネルギーが上がるといっている. また変分原理

E ≤ (f ⊗ 1l, Hf ⊗ 1l)/∥f ⊗ 1l∥2

より

E ≤ E +
g2

κ2
N

4m
∥φ̂/

√
ω∥2 (16.8)

もわかる. (16.7),(16.8)から

Σ− E ≥ Ξ− E − g2

κ2

(
N

4m
∥φ̂/

√
ω∥2
)

(16.9)
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となり, 十分大きな κ > 0に対して (16.9)の右辺が正になること, つまり

Ξ− E > 0 (16.10)

を示せば十分である. スケーリングパラメター κを導入することにより, 双極 不等式と簡単

な変分原理から場の量子論の問題が Schrödinger 作用素の問題へ還元されたことになる.

(16.9)について少し注意をしておく. Ξ− E は gにのみ依存し κには依存しない量である.

以下で |g| > ∃αc > 0のとき (16.10)が成立することを示す. そこでこの αcに対して (16.9)の

右辺が正になるように十分大きな κをとる. その κに対してさらに (16.9)の右辺が正になる

ような |g|の上限 αc(κ) > αc が決められる. つまり αc < |g| < αc(κ)に対してHの基底状態

が存在することが分かる.

さて, ここからは Schrödinger 作用素 hの解析になる. まずはじめに, 各クラスター

hV (β) =
∑
j∈β

(−(1/2m)∆j + V (xj)) + g2
∑
i,j∈β

Wij

は粒子間ポテンシャルの系数が g2 であり, W (0) < W (x), であるから

lim
g→∞

E 0(C)

g2
= N(N − 1)W (0),

lim
g→∞

E V (β) + E 0(βc)

g2
= (N(N − 1) + 2|β|(|β| −N))W (0)

がわかる. ここで |β| = #βである. さらにW (0) < 0 なのだから

E V (β) + E 0(βc) > E 0(C) (16.11)

が |g| > ∃g′で成立する. 故に

Ξ > E 0(C), |g| > g′. (16.12)

これより, (16.10)を示すには

E 0(C)− E > 0 (16.13)

を示せばいいことがわかる. hを重心系に移して

UhU−1 = − 1

2Nm
∆xc ⊗ 1l + 1l⊗K +

N∑
j=1

V (xj).

187



ここで

K =
N−1∑
j=1

− 1

2µj
∆yj + g2

∑
i̸=j

Wij,

µjは reduced mass, (x1, ..., xN) → (xc, y1, ..., yN−1)で

xc =
N∑
j=1

xj/N, yj = xj+1 −
j∑
i=1

xi/j

であり,

L2(R3N) ∼= L2(Rd
xc)⊗ L2(R3(N−1)

y1,...,yN−1
) (16.14)

と同一視した. IMS 局所化の議論からすぐに次の補題が示せる.

補題 16.5 L2(R3(N−1)
y1,...,yN−1)上の作用素K は |g| > g′′のとき基底状態 ug ∈ L2(R3(N−1)

y1,...,yN−1)を

もつ.

さらに g2 → ∞のときK の形から |ug(y1, ..., yN−1)|2は原点近傍に集中してくることが分か
るだろう. 実際に

lim
g2→∞

|ug(y1, ..., yN−1)|2 → δ(y1) · · · δ(yN−1) (16.15)

が超関数の意味で成立することが分かる.

次に重心の方をみてみよう. 仮定より L2(Rd
xc)上の作用素

− 1

2mN
∆xc +NV (xc)

はN > Ncで基底状態をもった. それを v ∈ L2(Rd
xc)とおこう. さらに

Φg = v ⊗ ug

とおく. この⊗は (16.14)の⊗である. 変分原理, (16.15)そして極限操作より次が示せる

E ≤ lim
g→∞

(Φg, UhU
−1Φg) = E 0(C) + lim

g→∞
(Φg, (

1

2Nm
∆xc +

N∑
j=1

V (xj))Φg)

= E 0(C) + (v, (
1

2Nm
∆xc +NV (xc))v) < E 0(C).

ここで− 1

2mN
∆xc + NV の基底状態エネルギーが負であることを使った.よって |g| > ∃g′′′

のとき E < E 0(C)が示された. 以上まとめてαc = max{g′, g′′, g′′′}とおけば (16.10)が示され

たことになり定理 16.2が示されたことになる.

188



16.3 参考文献など

Enhanced binding ははじめにHiroshima-Spohn [HS01a] でなされた. ここで説明したNel-

son模型の enhanced binding は Hiroshima-Sasaki [HS08]による. ここでの議論では V の

regularityについて何もいわなかったが, 厳密に上述の概略を正当化するためには与えられた

V をC∞
0 関数で近似した極限操作が必要である. 詳しくは [HS08, Appendix]を参照せよ. ま

た, [HS15]では準相対論的な多体のNelson模型の enhanced biding が示されている. それは,

N∑
j=1

(
√
−∆j +m2

j −mj + V )⊗ 1l + 1l⊗Hf +
N∑
j=1

Hj
I (16.16)

という形をしている. 議論は [HS08]と同じであるが, より技術的である. 他にも様々な模型

で enhanced binding が示されている [AK03, CH04, CVV03, HVV03, HHS05]. しかし{
|g| < gc →基底状態が非存在
|g| > gc →基底状態が存在

.

となるような gc > 0をみつけた例はないようである. Enhanced biding が現れない結合定数

の領域の解析は [HSS11]にある.

17 多様体上のNelson 模型

17.1 概観

時間的に不変なローレンツ 多様体上にNelson Hamiltonian が定義できる. 粒子部分Hp は

−
3∑

i,j=1

1

c(x)
∂iA

ij(x)∂j
1

c(x)
+ V

に置換えられ, dispersion relation は位置表示で

ω =
√
−∆ →

(
−

3∑
i,j=1

∂ia
ij(x)∂j +m2(x)

)1/2

(17.1)

に置換えて定義される. 重要なことは変数質量m(x)が (17.1)に自然に現れることである.

vm = m2の減衰性の速さで基底状態の存在・非存在を特徴づけることが出来る. 実際, これ
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から見るように m(x) ≥ C ⟨x⟩−1のとき基底状態が存在し, m(x) ≤ C ⟨x⟩−a, a > 1, のとき

基底状態は存在しないことが示せる. つまり, ゆっくり減衰すれば基底状態が存在し, 十分

速く減衰すれば基底状態が存在しないことになる. その境界のオーダーが |x|−1である. 一

般の正質量を定数関数と見なす (図 15). このとき, 定数正質量はゆっくり減衰する変数質量

図 15: 定数正質量

(図 16)の特別な場合と見なすことができる. また, 急激に減衰する変数質量 (図 17)は図 15で

図 16: ゆっくり減衰する質量

vm = 0(massless)の特別なものと見なせる.

図 17: 急激に減衰する質量

17.2 ローレンツ多様体上のクライン・ゴルドン 方程式

場の量子論では分散関係 ω =
√
−∆+m2 はクライン・ゴルドン方程式

(□+m2)ϕ(t, x) = 0 (17.2)
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から導かれる. 今まで議論してきたNelson模型は形式的に

e−itHϕ(f)eitH =

∫
R3

ϕ(t, x)f(x)dx, e−itHxeitH = xt

として

(□+m2)ϕ(t, y) = ρ(y − xt),

∂2t xt = −∇V (xt)−
∫
ϕ(t, y)∇xρ(y − xt)dy

を満たす. これをローレンツ多様体上のクライン・ゴルドン 方程式へ拡張する. x = (t, x) =

(x0, x) = (x0, x1, x2, x3) ∈ R × R3とする. g = (gµν), µ, ν = 0, 1, 2, 3, は R4 上の計量で次を

満たす.

(1) gµν(x) = gµν(x), i.e., 時間 tによらない,

(2) g0j(x) = gj0(x) = 0, j = 1, 2, 3,

(3) gij(x) = −γij(x). ここで γ = (γij) は 3次元リーマン計量.

つまり

g =

(
g00 0

0 −γ

)
. (17.3)

M = (R4, g) を計量 テンソル gのローレンツ多様体とする. このときM の線素は

ds2 = g00(x)dt⊗ dt−
3∑

i,j=1

γij(x)dx
i ⊗ dxj. (17.4)

g−1 = (gµν) を gの逆とする. 特に 1/g00 = g00. また γ の逆を γ−1 = (γij)で表す. そうする

とローレンツ多様体M 上のクライン・ゴルドン方程式は

□gϕ+ (m2 + ηR)ϕ = 0 (17.5)

となる. ここで, η は定数, R は M のスカラー曲率, そして□g は, gから決まるダランベル

シアンで次で与えられる.

□g =
3∑

µ,ν=0

1√
|detg|

∂µg
µν
√
|detg|∂ν . (17.6)
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g00(x) > 0と仮定する. このとき (17.5) は

∂2ϕ

∂t2
= Kϕ (17.7)

と表すことが出来る. ここで

K = g00

(
1√
|detg|

3∑
i,j=1

∂j
√
|detg|γji∂i −m2 − ηR

)
. (17.8)

作用素K は重み付き L2空間 L2(R3, ρ(x)dx)上で対称である. ここで

ρ =

√
|detg|
g00

= g
−1/2
00

√
|detγ|. (17.9)

KをL2(R3; ρ(x)dx) 上の作用素から L2(R3; dx)上の作用素へユニタリー変換しよう. ユニタ

リー U : L2(R3; ρ(x)dx) → L2(R3; dx) を

Uf = ρ1/2f (17.10)

で定める. ρi = ∂iρ, ∂i∂jρ = ρij とおく. さらに αij = g00γ
ij, ∂kα

ij = αijk .

U−1∂jU = ∂j +
ρj
2ρ

なので,

U−1

(
3∑

i,j=1

∂ig00γ
ij∂j

)
U = g00

3∑
i,j=1

γij∂i∂j + V1 + V2, (17.11)

が作用素の等式として従う. ここで

V1 =
3∑

i,j=1

(
αiji + αij

ρi
ρ

)
∂j,

V2 =
1

4

3∑
i,j=1

(
2αiji

ρj
ρ

+ 2αij
ρij
ρ

− αij
ρi
ρ

ρj
ρ

)
.

直接

g00
1√
|detg|

3∑
i,j=1

∂i
√

|detg|γij∂j = V1 + g00

3∑
i,j=1

γij∂i∂j (17.12)
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がわかる. (17.11) と (17.12) を比べると次を得る.

U−1

(
3∑

i,j=1

∂ig00γ
ij∂j − V2

)
U = g00

1√
|detg|

3∑
i,j=1

∂i
√

|detg|γij∂j. (17.13)

次の補題を示したことになる.

補題 17.1 v = g00(m
2 + ηR) + V2とする. このとき

UKU−1 =
3∑

i,j=1

∂ig00γ
ij∂j − v. (17.14)

この補題により (17.7) は L2(R3)上の次の方程式に変換される.

∂2ϕ

∂t2
=

(
3∑

i,j=1

∂ig00γ
ij∂j − v

)
ϕ. (17.15)

よって時間的に安定なローレンツ多様体上の分散関係は

ω =

(
−

3∑
i,j=1

∂ig00γ
ij∂j + v

)1/2

(17.16)

となる.

17.3 短距離ポテンシャルを与える計量

短距離ポテンシャル v(x) = O(⟨x⟩−β−2)が現れる時間的に安定なローレンツ多様体の例を

考える.

g(x) = g(x) = (gij(x)) =


e−θ(x) 0 0 0

0 −e−θ(x) 0 0

0 0 −e−θ(x) 0

0 0 0 −e−θ(x)

 (17.17)

としよう. この計量から決まるローレンツ多様体のスカラー曲率R を計算しよう.

補題 17.2 θ ∈ C2(Rd)とする. このとき

R = eθ(−6∆θ +
11

4
|∇θ|2).
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証明: −θ(x) = Θ, Θj =
∂Θ
∂xj
とおく. その結果, クリストッフェル記号は

Γkij =
1

2

∑
l

gkl
(
∂glj
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
=



Γkkk = 3
2
Θk,

Γjkk(j ̸= k) =

{
−1

2
Θj, k ̸= 0,

1
2
Θj, k = 0,

Γkjk = Γkkj(j ̸= k) = Θj,

その他 = 0 .

リーマン曲率テンソルRl
kij の定義は

Rl
kij =

∂Γlkj
∂xi

− ∂Γlki
∂xj

+
∑
a

(
ΓakjΓ

l
ai − ΓakiΓ

l
aj

)
でリッチテンソルの定義はRl

kijを縮約して

Rji =
∑
l

Rl
ilj.

よってスカラー曲率は

R =
∑
ij

gijRji =
∑
ijl

gijRl
jli = e−Θ

∑
l

(
Rl

0l0 −
3∑
j=1

Rl
jlj

)

のように表される. 計量 gが時間に依存してないのでΘ0 = 0であることに注意する. そうす

ると

Rl
0l0 =

∂Γl00
∂xl

− ∂Γl0l
∂x0

+
∑
a

(
Γa00Γ

l
al − Γa0lΓ

l
a0

)
=

1

2
Θll +

∑
a

(
1

2
Θ2
a

)
−Θ2

l , l ̸= 0,

R0
000 = 0.

また l ̸= jのとき,

Rl
jlj =

∂Γljj
∂xl

−
∂Γljl
∂xj

+
∑
a

{
ΓajjΓ

l
al − ΓajlΓ

l
aj

}
= −1

2
Θll −Θjj +

3

4
Θ2
j −

3

4
Θ2
l +

1

2
Θ2
l −Θ2

j

= −1

2
Θll −Θjj −

1

4
Θ2
j −

1

4
Θ2
l .
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そしてRl
lll = 0. その結果

R = e−Θ
∑
l

(
1

2
Θll +

1

2

∑
a

Θ2
a −Θ2

l )− e−Θ
∑
l

3∑
j=1

(−1

2
Θll −Θjj −

1

4
Θ2
j −

1

4
Θ2
l )

= e−Θ(6∆Θ +
11

4
|∇Θ|2)

= eθ(−6∆θ +
11

4
|∇θ|2).

となる. □

クライン・ゴルドン方程式は

□gϕ+ (m2 + ηR)ϕ = 0. (17.18)

ここで

□g = eθ(x)∂2t − e2θ(x)
∑
j

∂je
−θ(x)∂j. (17.19)

(17.18) は
∂2ϕ

∂t2
= K0ϕ, (17.20)

と表せる. ここで

K0 = eθ(x)
∑
j

∂je
−θ(x)∂j − e−θ(x)(m2 + ηR). (17.21)

K0 は重み付き L2 空間 L2(R3; e−θ(x)dx)で対称になる. この作用素を L2(R3)上に変換する.

ユニタリー作用素 U0 : L
2(R3; e−θ(x)dx) → L2(R3), f 7→ e−(1/2)θf によって方程式

∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ+ vϕ = 0 (17.22)

へ変換される. Dispersrion relation は
√
−∆+ v で, vは

v = e−θ(m2 + ηR)− ∆θ

2
+

|∇θ|2

4

= e−θm+ (−6η − 1

2
)∆θ +

11η + 1

4
|∇η|2. (17.23)

η = 0, m = 0, として, θ(x) = 2a ⟨x⟩−βとおく. そうすると

v(x) = −a ⟨x⟩−β−4 (β(β − 1)|x|2 − 3β) + a2β2 ⟨x⟩−2β−4 |x|2. (17.24)
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0 ≤ β ≤ 1, a > 0のとき v ≥ 0 かつ v = O(⟨x⟩−β−2). さらに −∆+ v は正の固有値をもたな

い. β > 1, a < 0のときは, v ̸≥ 0となる. Lieb-Thirring 不等式から−∆+ v は aが小さいと

き非正の固有値をもたないことも分かる.

命題 17.3 ある θ と v が存在して

U0K0U
−1
0 = ∆− v, v(x) = O(⟨x⟩−β−2)(β ≥ 0)

となり, −∆+ v は正の固有値をもたない.

証明: [GHPS09]による. □

17.4 時間不変なローレンツ多様体上のNelson 模型

時間不変なローレンツ多様体M = (R4, g)上のNelson 模型を次で一般化して定義する.

定義 17.4 (多様体上のNelson Hamiltonian )

Hg = K ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ϕ. (17.25)

ここで

K = −
3∑

i,j=1

∂iA
ij∂j + V (17.26)

で, L2(R3
x)上の自己共役作用素 ω は

ω =

(
−

3∑
i,j=1

c(x)−1∂ia
ij(x)∂jc(x)

−1 +m2(x)

)1/2

(17.27)

で定義され, スカラー場は

ϕ = ϕ(x) = ϕ((ω−1/2φ)(· −X)). (17.28)

で与えられる.

Hgの基底状態の存在・非存在と紫外切断のくりこみが研究されている. 定義を見ればわかる

ように, ω =
√
−∆+m2が (17.27)のような擬微分作用素に変わっているため, 解析は技術的

に困難であろうことが予想される.
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m(x) ≥ a ⟨x⟩−1 m(x) ≤ a ⟨x⟩−β, β > 1

基底状態 存在 非存在

図 18: 基底状態の存在と非存在

17.5 基底状態の存在

基底状態の存在を示すために次の条件を導入する. 基本的に [aij], [Aij]は楕円的で, V は十

分早く増加することが本質的である.

条件 17.5 Kと ωに対して次の条件を導入する. 次を満たす C0 > 0, C1 > 0, δ > 0, が存在

する.

(1)C01l ≤
[
aij(x)

]
≤ C11l,

(2)∂αaij(x) ∈ O(⟨x⟩−1), |α| ≤ 1,

(3)C0 ≤ c(x) ≤ C1, ∂αc(x) ∈ O(1), |α| ≤ 2,

(4)∂αm(x) ∈ O(1), |α| ≤ 1,

(5)C01l ≤
[
Aij(X)

]
≤ C11l,

(6)V (X) ≥ C0⟨X⟩2δ − C1.

定理 17.6 (基底状態の存在) 条件 17.5の下で, m(x) ≥ a⟨x⟩−1 (a > 0), かつ δ > 3/2ならば

H は基底状態をもつ.

証明: この定理の証明は以下の一般的な命題による.

命題 17.7 以下を仮定する.

(1)ω ≥ 0かつKer ω = 0,

(2) sup
X

∥(ω−1/2φ)(· −X)∥ <∞,

(3)(K + 1l)−1/2 はコンパクト ,

(4)ω−1φ(· −X)(K + 1l)−1/2 はコンパクト ,

(5)ω−3/2φ(· −X)(K + 1l)−1/2 はコンパクト .

このときHgは基底状態をもつ.
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注意 17.8 命題 17.7の条件 (5)はNelson 模型の赤外正則条件 IIR <∞ に対応している.

定理 17.7の証明: 条件 (1)-(4) in 命題 17.7はすぐにチェックできる. (5) が難しい. キーに

なる評価は [GHPS11]による次である.

補題 17.9 ω−3/2⟨x⟩−3/2−ϵ は有界で ⟨X⟩3/2+ϵ(K + 1l)−1/2 はコンパクトである.

この補題により

ω−3/2φ(· −X)(K + 1l)−1/2 = ω−3/2⟨x⟩−3/2−ϵ⟨x⟩3/2+ϵφ(x−X)⟨X⟩−3/2−ϵ⟨X⟩3/2+ϵ(K + 1l)−1/2

(17.29)

と書いて ω−3/2φ(· −X)(K + 1l)−1/2がコンパクトになることがわかる. □

17.6 基底状態の非存在

基底状態の非存在を示す. アイデアはNelson模型と同じく経路積分を利用するが, 技術的

に少しハードになる. φp をKの基底状態とする. このときφp > 0 でφp ∈ D(e−C|x|δ+1
) であ

ることがわかる. 基底状態変換 U : L2(R3, φ2
pdx) → L2(R3), f 7→ φpf , によって

Lp = U(K − infσ(K))U−1 (17.30)

と定義する. その結果

Hg
∼= Lp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ϕφ(X)

になる. この右辺を Lgとおいて, Lgの基底状態の非存在を考える.

定理 17.10 (基底状態の非存在) φ > 0 とする. m(x) ≤ a⟨x⟩−1−ϵ (ϵ > 0)と δ > 0を仮定す

る. このときHg の基底状態は存在しない.

証明: Nelson模型と同様の方針で証明する.

a = lim
T→∞

(1l, e−TH1l)2

(1l, e−2TH1l)
(17.31)

とする. a = 0を示せばいい. 次の補題が示せる.
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補題 17.11 (P (ϕ)1過程) (X ,B(X ))上に, 次を満たす確率測度N x
K が存在する. 座標過程

(Xt)t≥0 は (X ,B(X ),N x
K) 上の P (ϕ)1過程で,

(f, e−tLg)L2(φ2
pdx)

= E
[
f(X0)g(Xt)

]
,

と表せる. ここで E [· · · ] =
∫
φ2
p(x)dx

∫
· · · dN x

K .

この補題から

(1l, e−TH1l) = E
[
e
∫ T
0 dt

∫ T
0 dsWg(Xt,Xs,|t−s|)

]
となり, ペアポテンシャルは

Wg(X,Y, t) =
1

2
(φ(· −X), ω−1e−|t|ωφ(· − Y ))L2(R3).

Nelson模型と全く同様に

γ ≤ lim
T→∞

E
[
e
∫ T
−T

∫ T
−T −2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]
E
[
e
∫ T
−T

∫ T
−T Wg

] = lim
T→∞

EµT
[
e−2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]
が示される. ここで µT は

EµT [· · · ] = 1

ZT
E[· · · e−2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg ]

で定義される確率測度. ωが擬微分作用素なので, W を具体的に書き表すことができない. し

かし, 次の補題によって, 評価をNelson模型に還元することができる.

補題 17.12 m(x) ≤ a⟨x⟩−1−ϵとする. このとき定数C1, C2, C3C4 > 0で次を満たすものが存

在する.

C1e
−C2tω2

∞(x, y) ≤ e−tω
2

(x, y) ≤ C3e
−C4tω2

∞(x, y). (17.32)

ここで ω2
∞ = −∆.

W を

W (X, t) =

∫
R3

|φ̂(k)|2

ω(k)
e−|t|ω(k)e−ikxdk

とおこう. もちろん, これは Nelson模型に付随したペアポテンシャルである. 補題 17.12から

C1W (x− y, C2|t|) ≤ Wg(x, y, |t|) ≤ C3W (x− y, C4|t|) (17.33)
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となるから, Wgの評価をW の評価へ帰着できることになる.

EµT
[
e−2

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]
= EµT [1lAT

· · · ] + EµT
[
1lAc

T
· · ·
]

と分ける. ここで

AT = {(x,w) ∈ Rd × X | sup
|s|≤T

|Xs(w)| ≤ T λ, X0(w) = x}

とする.

W (X,Y, |t|) = 1

4π2

∫
φ(x)φ(y)

|x− y +X − Y |2 + t2
dxdy

を思い出してNelson模型と全く同じように

1lAT

∫ 0

−T
dt

∫ T

0

dsWg ≥ 1lAT

∫ 0

−T
dt

∫ T

0

dsW

≥
∫
R3

dx

∫
R3

dyφ(x)φ(y) log

{
8T 2λ + 2|x− y|2 + cT 2

8T 2λ + 2|x− y|2

}
と評価できて. 右辺は T → ∞で発散する. よって

lim
T→∞

EµT [1lAT
· · · ] = 0 (17.34)

となる. 次に補題 17.12から

EµT
[
1lAc

T
e−

∫ 0
−T

∫ T
0 Wg

]
≤ C1e

TC2E [AcT ] (17.35)

と評価される. Nelson模型と同様にKに対するDirichlet原理を示すことができて

E [AcT ] ≤ T−λ(a+ bT )1/2e−T
λ(δ+1)

と評価できる. λ(δ + 1) > 1 は

lim
T→∞

EµT
[
1lAc

T
· · ·
]
= 0 (17.36)

を意味する. (17.34), (17.36)から証明終わり. □
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17.7 紫外切断のくりこみ

最後にUV切断のくりこみについて紹介しよう. Nelson模型のくりこみ項は

EΛ = −1

2
(2π)−3

∫
1

|k|(|k|2/2 + |k|)
1l|k|<Λdk (17.37)

だった. いま φΛ(·) = Λ3φ(Λ·) として, 次を定義する.

EΛ(x) = −1

2
(2π)−3

∫
(h0(x, ξ) + 1)−1/2 K(x, ξ)

(K(x, ξ) + 1)2
|φ̂(ξ/Λ)2|dξ, (17.38)

h0(x, ξ) =
3∑

i,j=1

ξia
ij(x)ξj, (17.39)

K(x, ξ) =
3∑

i,j=1

ξiA
ij(x)ξj. (17.40)

このときに

φΛ(x
′ − x) → δ(x′ − x)

∫
φ(y)dy (Λ → ∞)

となる. (17.38)の (h0(X, ξ) + 1)−1/2 項は (17.37)の |k|−1 に対応している. そして (17.38)の
K(X, ξ)

(K(X, ξ) + 1)2
は (17.37)の

1

|k|2/2 + |k|
に対応している.

定理 17.13 (UVくりこみ) 下から有界な自己共役作用素Hrenが存在して

s− lim
Λ→∞

e−t(HΛ−EΛ(X)) → e−tHren

となる.

17.8 参考文献など

多様体上のNelson模型の解析は一連の論文 [GHPS09, GHPS11, GHPS12a, GHPS12b]で

なされた. [GHPS11]では基底状態の存在が示されている. 最大のポイントは 補題 17.9を示

すことであった. 擬微分作用素の技術で示された. 基底状態の非存在は [GHPS09, GHPS12b]

でなされた. アイデアは [LMS02]と同じだが, 技術的に克服しなくてはいけない部分が多かっ

た. 最後のUVくりこみは [GHPS12a]でされた.
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18 その他の模型

Feynman-Kac型汎関数積分表示を使って, 解析ができる模型の例を挙げる. 下から有界な

模型のHamiltonian が生成する熱半群は殆ど Feynman-Kac型汎関数積分表示することが出

来る. キーとなるアイデアはスピンを含む模型であれば Poisson過程 (Nt)t≥0, 非局所的な作

用素を含む模型であれば subordinator (Tt)t≥0を適当に組み合わせて, それぞれのMarkov性

を使えば Feynman-Kac型汎関数積分表示を得ることが出来る.

18.1 スピン・ボゾン模型

σx, σy, σz は 2× 2 パウリ行列を表すとしよう.

σx =

[
0 1

1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0

0 −1

]
.

Hilbert 空間H = C2 ⊗ F を考えよう. スピン・ボゾンHamiltonian は

εσz ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ασx ⊗ ϕ(ĥ)

で定義されるH 上の作用素である. ここで α ∈ R は結合定数, ε ≥ 0 は２レベル原子の

スペクトルギャップを表すパラメターである. Feynman-Kac型汎関数積分表示をつかって

[Spo89, HHL12]で調べられている. また, 基底状態の研究として [Hiro99, Abd11, HH11]な

どがある.

18.2 準相対論的Nelson模型

準相対論的Nelson模型のHamiltonian は

(
√
−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

で定義される. Nelson 模型で Hpを
√
−∆+m2 −m+ V に置換えて定義される. この場合の

Feynman-Kac型汎関数積分表示はNelson Hamiltonian のそれと全く同様に構成することが

できる. ただし, Brown運動が Lévy 過程に変わる. さらにもっと一般化して Ψを Bernstein

関数として

Ψ(−∆)⊗ 1l + 1l⊗Hf +HI

を定義しても, Nelson Hamiltonian と同じ解析が出来ると思われる.
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18.3 Pauli-Fierz模型

18.3.1 スピンがない場合

Pauli-Fierz 模型は非相対論的量子電磁力学という中途半端な名前のついた模型で, Pauli-

Fierz [PF38] が toy modelとして導入した模型である. それはHp ⊗ 1l + 1l⊗Hf に量子化され

た電磁場

Aµ(x) =
1√
2

∑
j=1,2

∫
eµ(k, j)

(
a∗(k)e−ikxφ̂(−k)/

√
ω(k) + a(k)eikxφ̂(k)/

√
ω(k)

)
dk

がミニマル結合した模型である. A =
∫ ⊕
R3 A(x)dxとおく.

1

2m
(p⊗ 1l− A)2 + V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

この汎関数積分に依る解析は例えば [FFG97, Hir97, Hir00a, Hir00b, Hir02, MS12]などがあ

る. また [Spo04]には無限次元OU過程をもちいた解説がある.

18.3.2 スピンがある場合

スピンを含む場合は Pauli行列で

1

2m
(σ · (p⊗ 1l− A))2 + V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

と定義される. このHamiltonian の基底状態は対称性から 2重に縮退していることが [HS01b,

Hir05a]で示されている. この汎関数積分表示は [HL08] で与えられている.

18.3.3 V = 0の場合

V = 0の場合Pauli-Fierz 模型は平行移動不変になる. 全運動量 P ∈ RdのHamiltonian は

Fock空間上に
1

2m
(P − Pf − A(0))2 +Hf

で定義される. この汎関数積分表示は [Hir07] で与えられている.　
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18.4 準相対論的Pauli-Fierz模型

18.4.1 スピンがない場合

準相対論的 Pauli-Fierz模型は相対論的な模型

(
√
−∆+m2 −m+ V )⊗ 1l + 1l⊗Hf

に電磁場をミニマル結合して定義される.√
(p⊗ 1l− A)2 +m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

この模型も汎関数積分表示を用いて, [Hir14]で (1) 本質的自己共役性, (2) 固有ベクトルのガ

ウス domination, (3) 付随するGibbs測度の存在, (4) 固有ベクトルの指数および多項式減衰

性が示されている. m = 0のときは

|p⊗ 1l− A|+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf

と表せる. この基底状態の存在が [HH13a, HH13b]で調べられている.

18.4.2 スピンがある場合

スピンがある場合の準相対論的 Pauli-Fierz 模型は次で与えられる.√
(σ · (p⊗ 1l− A))2 +m2 −m+ V ⊗ 1l + 1l⊗Hf .

この汎関数積分表示もスピンのない場合と同様に構成できて, 解析可能である. 基底状態の存

在が [KMS11]で調べられている.
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