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不確定性原理 P,Q

・運動量P vs位置Q
・Heisenberg: "正準交換関係"(1925)と"不確定性原理"
(1927)の発見

[P,Q] =−i h̄ ∆P ·∆Q ≥ h̄/2

・von Neumann: "正準交換関係→不確定性原理"の
導出
・von Neumannの一意性定理

P ∼=−i h̄
d
dx

, Q ∼= x
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その後

・σ(A) =
√

⟨A2⟩−⟨A⟩2

・ε(A)誤差, η(A)擾乱
・小澤の不等式 (Ozawa 03)

ε(Q)η(P)+ ε(Q)σ(P)+σ(Q)η(P)≥ h̄/2

→重力波の検出可能性→2015年 9月 14日観測成功！
・Branciard・小澤の不等式

ε(Q)2σ(P)2 +σ(Q)2η(P)2 +2ε(Q)η(P)

√
σ(Q)2σ(P)2 − h̄2

4
≥ h̄2

4
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時間とエネルギーの不確定性原理

・エネルギー vs時間

∆E ·∆T ≥ h̄/2

時間とエネルギーの測定
(1)アインシュタイン・ボーア論争
その後: 小澤の不等式によるAB論争の新解釈
(2)湯川秀樹の中間子理論m:中間子質量　
mc2×原子核の直径 f

c ≈ h̄/2 → m = λ h̄
c (λ = 1

2f ) =
200×電子質量
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湯川秀樹の手書き原稿:湯川記念館資料室より抜粋
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湯川秀樹の手書き原稿:湯川記念館資料室より抜粋
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線形作用素の復習

・∥Af∥ ≤ c∥f∥のとき有界作用素.
・有界でないとき非有界作用素.
・Aの随伴作用素 A∗

・Aが対称作用素A ⊂ A∗

・Aが自己共役作用素 A∗ = A
・Aが下から有界 inf{∥f∥=1}(f ,Af )> ∃M
・対称作用素の自己共役拡大が一つしかないとき本質
的自己共役.
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例

例 1: P⌈C∞
0
は対称作用素P⌈H1は自己共役作用素

例 2: 対称作用素の自己共役拡大は一般に無限個存在.
例 3: [A,B] =−iのときA,Bの少なくとも一つは非有界
例 4: P,Qは非有界
例 5: A自己共役のとき eitAはユニタリー
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CCR表現と時間作用素

E →ハミルトニアン H T → "時間作用素"

・エネルギーと時間の正準交換関係

[H,T ] =−i h̄

A. Arai and FH, Ultra-weak time operators of Schrödinger operators, Annals
Henri Poincaré 2017.

A, Bは複素ヒルベルト空間H 上の線形作用素で次の CCR(正準交換関
係)を稠密な部分空間D ⊂ D(AB)∩D(BA)の上で満たす:

[A,B] =−i1

このとき (H ,D ,{A,B})を CCR表現という.
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自由度 d への拡張

線形作用素の族Aj ,Bjは次のような稠密な部分集合

D ⊂ ∩d
j ,k=1[D(AjBk)∩D(BkAj)∩D(AjAk)∩D(BjBk)]

の上でCCR

[Aj ,Bk ] =−iδjk1, [Aj ,Ak ] = 0 = [Bj ,Bk ]

を満たすとき (H ,D ,{Aj ,Bj |j = 1, . . . ,d})をCCR表現
という.

廣島文生 正準交換関係 2019 年 9 月 27-29 日 11 / 27



Schrödinger作用素の時間作用素

・Schrödinger作用素

H =−1
2
∆+V (x) on L2(Rd)

のCCR表現を考察する.
・対称作用素また自己共役作用素 THでCCR

[H,TH ] =−i1

を満たすものが存在すると期待する.
・TH はHの時間作用素と呼ばれる.
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直感的な考察

[A,B] =−iのとき ABn =−iNBn−1+BnAなので
Af (B) =−if ′(B)+ f (B)Aと思える. 形式的には

TH = i
d

dH

ゆえに f = f (H)として

TH f = if ′+ fTH

TH f ′−1f − fTH f ′−1
= i

対称化してTH f ′−1+ f ′−1TH が f = f (H)のペアの候補
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正準交換関係の階層性

困難なところ
Hϕ = Eϕ →−iϕ = [H,T ]ϕ = (H −E)T ϕ → T ϕ =
−i(H −E)−1ϕ . 故に ϕ ̸∈ D(T )が任意の固有ベクトル ϕ
で成り立つ.

超強時間作用素⊂強時間作用素⊂時間作用素

⊂弱時間作用素⊂超弱時間作用素

時間作用素構成のアイデア: H = Hac ⊕Hsc ⊕Hp.
(1) Hscの非存在→ H = Hac ⊕Hp. (2) Hacの強時間作
用素の存在. (3) Hpの超弱時間作用素の存在.
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Weyl関係と時間作用素

[Weyl関係]自己共役作用素のペア (A,B)がWeyl関係

e−itAe−isB = eiste−isBe−itA

を満たすときWeyl表現という.
[弱Weyl関係]自己共役作用素 Aと対称作用素 B のペア (A,B)が

e−itAD(B)⊂ D(B)

Be−itAψ = e−itA(B+ t)ψ

をψ ∈ D(B)で満たすとき弱Weyl表現という (Miyamoto 01).
・形式的にWeyl表現,弱Weyl表現の t ,sでの微分を考えれば次の
定理が得られる.

定理

Weyl関係 =⇒弱Weyl関係 =⇒CCR
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定義強時間作用素と超強時間作用素
・(H,T )がWeyl表現のとき自己共役作用素T を超強時
間作用素という.
・(H,T )が弱Weyl表現のとき対称作用素T を強時間作
用素という.
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・[注 1] (H,T )がWeyl表現ならば H ∼=⊕Pn, T ∼=⊕Qn.
(von Neumannの一意性定理)
・[注2] H >−∞,T 強時間作用素のとき T は自己共役拡
大が存在しない.
・[注 3] T が強時間作用素のときσ(H)は絶対連続スペ
クトルのみ.
・[注4] Hが固有値を持つときHの強時間作用素は存在
しない.
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f (P)の強時間作用素

以下Pj =−i ∂
∂xj

, Qj = xjとする.

・例 1 [ 1
2mP2,TAB] =−i1

TAB =
m
2

d

∑
j=1

(P−1
j Qj +QjP−1

j )

・例 2 [f (P),Tf ] =−i1

Tf =
1
2

d

∑
j=1

(fj(P)−1Qj +Qj fj(P)−1)

(FH-Kuribayashi-Matsuzawa(09))
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線形形式と時間作用素

Hが固有値を持つ場合はどうするか？

定義弱時間作用素と超弱時間作用素

（１）稠密な部分空間 ∃D ⊂ D(T )∩D(H)で

(Hϕ ,T ψ)− (T ϕ ,Hψ) =−i(ϕ ,ψ), ϕ ,ψ ∈ D

を満たすとき (弱CCR)対称作用素 T は弱時間作用素という.
（２）対称双線形形式

t : D1 ×D2 → C

が稠密な部分空間 ∃E ⊂ D(H)∩D1 ∩D2 上で双線形形式CCR

t [Hϕ ,ψ]− t [ϕ ,Hψ] =−i(ϕ ,ψ) ψ,ϕ ∈ E

を満たすとき超弱時間作用素という.

廣島文生 正準交換関係 2019 年 9 月 27-29 日 20 / 27



正準交換関係の階層性

自己共役作用素Hに対して,いわゆる"時間作用素 TH"を定義した
い. 以下のような階層性が存在する.

超強時間作用素⊂強時間作用素⊂時間作用素
⊂弱時間作用素⊂超弱時間作用素

(注)T が超強時間作用素のときH ∼=⊕Pnと T ∼=⊕Qnが成り立つ.
(注) T が弱時間作用素ならば tT : H ×D(T )→ C:

tT [ϕ ,ψ] = (ϕ ,T ψ), ϕ ∈ H ,ψ ∈ D(T )

は超弱時間作用素.
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絶対連続スペクトルと強時間作用素

2つの自己共役作用素 H,H ′. H の強時間作用素 TH から H ′の強時間作用
素 TH ′ を散乱理論を応用して構成する方法.

漸近完全性・散乱理論

H,H ′は次を満たす. (1)∃W± = s- limt→±∞ eitH ′
Je−itHPac(H).

(2)limt→±∞ ∥Je−itHPac(H)ψ∥= ∥Pac(H)ψ∥. (3)Ran(W±) = Hac(H ′). こ
のとき U± = W±⌈Hac(H) : Hac(H)→ Hac(H ′)はユニタリーで
H ′

ac = U±HacU−1
± .

定理 Arai (06),強時間作用素

(1)–(3), Hac の強時間作用素 T が存在すると仮定する. このとき
T ′
± = U±TU−1

± は H ′
ac の強時間作用素. つまり {Hac ,T}が弱Weyl関係を

満たせば {H ′
ac ,T ′}も弱Weyl関係を満たす.

[例] H =−1
2∆と H ′ = H +V が漸近完全性の条件を満たせば,

TH ′ = U±TABU−1
± は H ′

ac の強時間作用素.
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離散スペクトルと超弱時間作用素
[問題] H = Hac ⊕Hsc ⊕Hpで Hac の強時間作用素 THac は散乱理論で構成
できる. それでは Hpの時間作用素?

定理 Galapon (02), Arai-Matsuzawa (08)

{en}∞
n=1は正規直交系. σ(Hp) = {En}∞

n=1で Hpej = Ejej , Ej は単純で
∑∞

j=1
1

E2
j
< ∞とする. このとき

T ϕ = i
∞

∑
n=1

(
∑

m ̸=n

(em,ϕ)
En −Em

)
en, ϕ ∈ D = LH{en −em}

は [Hp,T ]ϕ =−iϕ . つまり (H ,D,{Hp,T})は CCR表現.

定理 Arai+FH (17),超弱時間作用素

[En → ∞] lim
n→∞

En = ∞のとき時間作用素 ∃T .

[En → 0] En < 0, lim
n→∞

En = 0,0 ̸∈ σ(Hp)のとき超弱時間作用素 ∃T .
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Hの超弱時間作用素
自己共役作用素 H = Hac ⊕Hsc ⊕Hpは S(H )に含まれる⇐⇒
(H.1) σ(Hsc) = /0.
(H.2) σ(Hac) = [0,∞)かつ Hac の ∃強時間作用素 Tac .
(H.3) σ(Hp) = {En}∞

n=1, E1 < E2 < · · ·< 0, lim
n→∞

En = 0

(その結果 0 ̸∈ σ(Hp)).

定理 Arai-FH(17),超弱時間作用素

H ∈ S(H )のとき ∃超弱時間作用素 tH .

証明 H = Hp ⊕Hac .
・Hac は強時間作用素 Tac を持つ (仮定)
・Hpは超弱時間作用素 tpを持つ
・tH : (Hac(H)⊕Dp)× (D(Tac)⊕Dp)→ C を次で定義すれば

tH [ϕ1 ⊕ϕ2,ψ1 ⊕ψ2] = (ϕ1,Tacψ1)+ tp[ϕ2,ψ2].

これは H の超弱時間作用素.
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例 1 Agmonポテンシャル (En → 0)

d ≥ 3, U ∈ L∞(R3), U ≤ 0,連続,回転対称と仮定し U(x) =−1/|x |α が
|x |> Rで成り立つとする. ここで 0 < α < 1かつ R > 0.

V (x) =
U(x)

(1+ |x |2)1/2+ε ,

2ε +α < 2のとき H は S(H )なので H は超弱時間作用素を持つ.
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例 2水素原子 (En → 0)

水素原子Hhyd =−∆− γ/|x |は自己共役でD(Hhyd) = D(−∆). クーロンポ
テンシャル−γ/|x |は d = 3で Agmonポテンシャルではない. しかし
Hhydは S(H )なので超弱時間作用素を持つ.
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まとめ

(1) H =−1
2∆+V (x)の超弱時間作用素 t は

t(Hϕ ,ψ)− t(Hψ,ϕ)∗ =−i(ϕ ,ψ)

(2) t の定義域は稠密.
(3) H = Hac ⊕Hsc ⊕Hp
(3-1) σ(Hsc) = /0と 0 ̸∈ σ(Hp)を仮定する.
(3-2) #σ(Hp) = ∞または #σ(Hp) = 0を仮定する.
(3-3) Hpの超弱時間作用素または時間作用素が存在する.
(3-4) Hac の強時間作用素が散乱理論から構成できる.
(4)非可換調和振動子の時間作用素が存在する.
(5)超弱時間作用素が存在する V の例を与えた.
(6)水素原子 Hhyd の超弱時間作用素が存在する.
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