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概 要

We are concerned with an ultraviolet renormalization of a scaler quantum field
model with a non-local kinetic term by means of stochastic analysis.

1 はじめに
Nelson 模型は Edward Nelson により 1964年 [Nel64a] に厳密に数学的な解析が

行われた toy模型である. Nelson 模型はシュレディンガー作用素が量子自由場と線形
に相互作用している模型で, 強い相互作用をあらわす湯川型相互作用項をもったスカ
ラー場の模型であり, 形式的には∫

ψ∗(x)

(
− 1

2m
∆x + V (x)

)
ψ(x)dx+

∫
ψ∗(x)ϕ(x)ψ(x)dx+

∫
|k|a∗(k)a(k)dk

(1.1)
と表現される. この Hamiltonianは, はじめに相互作用項 ϕ(x) に紫外 (UV)切断関
数を導入して自己共役作用素として定義され, しかるべき方法で, UV切断を外して,
UV切断のない自己共役作用素が定義される. 今回は運動項 − 1

2m∆x+V (x) を準相対
論的シュレディンガー作用素

√
−∆x +m2 −m + V (x) に置換えた Nelson模型を考

えて, その UVくりこみに向けてのアイデアを説明する. ここで紹介する手法は一般
にΨ(−∆/2m) + V という形の作用素まで拡張できると信じている. ここで Ψ(x)は
Ψ(x) → 0(x→ 0+)となるBernstein関数である. Ψ(−∆/2)は非局所的 (non-local)な
作用素とよばれていて, 対応するマルコフ過程はレビー過程XΨ

t で, そのパス t 7→ XΨ
t

はジャンプをもち連続ではない.

• 伊藤の公式によるくりこみ項の導出,

• Girsanovの定理による一径数熱半群の評価,

∗hiroshima@math.kyushu-u.ac.jp
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• ハミルトニアンの下からの一様有界性の証明
をもちいて, くりこみ理論が完成すると信じている. 今回の報告は伊藤の公式までで
ある.

2 厳密なUV切断のくりこみ理論
(1.1)でフェルミオン ψを１粒子に制限したものを考える. Fock 表現で, Nelson

模型のHamiltonian はHilbert 空間H = L2(R3)⊗ F 上の自己共役作用素で,

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +

∫ ⊕

R3

ϕ(x)dx (2.1)

で与えられる. Fock 空間とは F =
⊕∞

n=0 F (n) で定義される. ただし F (n) =
⊗n

symL
2(R3) は n-粒子部分空間を表し, F (0) = Cである. F 上のノルムは ∥F∥2F =∑∞

n=0 ∥fn∥2F (n) で与えられる. 準相対論的 Schrödinger 作用素は

Hp =
√

−∆+m2 −m+ V

で与えられる. a∗(f) と a(f), f ∈ L2(R3), は生成作用素と消滅作用素を表し, 正凖交
換関係

[a(f), a∗(g)] = (f̄ , g)1l, [a(f), a(g)] = 0 = [a∗(f), a∗(g)]

を満たす. 形式的に a♯(f) =
∫
a♯(k)f(k)dkと書く. ω(k) = |k| は dispersion relation

を表す. Fock 真空を 1lF = 1⊕ 0⊕ 0⊕ . . . ∈ F で表し, 場の自由Hamiltonian をHf

とかき, これは ωの第 2量子化作用素で定義される:

Hf

n∏
j=1

a∗(fj)1lF =

n∑
j=1

a∗(f1) · · · a∗(ωfj) · · · a∗(fn)1lF , Hf1lF = 0.

形式的に

Hf =

∫
ω(k)a∗(k)a(k)dk

と表される. 相互作用は

ϕ(x) = g

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)eikxa∗(k) + φ̂(−k)e−ikxa(k)

)
dk (2.2)

で与えられる. ここで, H ∼= L2(R3;F )の同一視をする. この同一視の下で相互作
用は

(ϕF )(x) = ϕ(x)F (x)

と作用する. 関数 φはHamiltonian が作用素としてwell defined になるために必要で
あり UV切断関数といわれる. 典型的な例として φ̂(k) = 1l|k|<Λ(k)がある. g ∈ R は
結合定数である.
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命題 2.1 φ̂/ω1/2, φ̂/ω(k) ∈ L2(R3), φ̂(k) = φ̂(−k) を仮定する. このときハミルト
ニアンH は D(Hp ⊗ 1l) ∩D(1l⊗Hf)上で下から有界な自己共役作用素になる.

H の１点極限を考える. つまり φ(x) → (2π)3/2δ(x) または φ̂(k) → 1l. この極限の存
在はHp = − 1

2m∆+V の場合に [Nel64a]で作用素論的な手法で示されているが, これ
は汎関数積分でも証明できる [Nel64b, GHL13]. 汎関数積分を使うことの利点は, 模
型の形に依らずにくりこみ理論が展開できるところにある. 簡単のために V = 0とす
る. φ̂ϵを

φ̂ϵ → 1l (ϵ ↓ 0)

という関数とする. 正則化されたHamiltonian を

Hϵ = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3

ϕϵ(x)dx, ϵ > 0,

で定義する. ここで

ϕϵ(x) =

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂ϵ(k)e

−ikxa∗(k) + φ̂ϵ(−k)eikxa(k)
)
1l|k|≥λ(k)dk

で, 赤外切断 1l|k|≥λ(k) =

{
1, ω(k) ≥ λ
0, ω(k) < λ

を導入した.

3 相互作用項
熱半群 e−TH からきまるペア相互作用の対角線部分を求める. (Xt)t∈Rはレビー過

程で, その生成子が非局所的な作用素
√
−∆+m2 −mとなるものとする. つまり

(f, e−2T (
√
−∆+m2−m)g) =

∫
R3

dxEx[f(X−T )g(XT )]. (3.1)

これから Feynman-Kac公式

(f, e−2THpg) =

∫
R3

dxEx
[
f(X−T )g(XT )e

−
∫ T
−T V (Xs)ds

]
(3.2)

が従う. さらに, 量子場と結合させた場合には次が従う.

定理 3.1 f, g ∈ L2(R3)とする. このとき

(f⊗1lF , e
−2THf⊗1lF ) =

∫
R3

dxEx

[
f(X−T )g(XT )e

g2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−TdsW (Xt−Xs,t−s)e−

∫ T
−T V (Xs)ds

]
.

(3.3)
ここでペア相互作用は

W (t,X) =
1

2

∫
R3

|φ̂ϵ(k)|2

ω(k)
e−|t|ω(k)eikX1l|k|≥λ(k)dk (3.4)

で与えられる.
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図 1: S =

∫ T

−T

dt

∫ T

−T

dsW の対角線部分と非対線部分

このノートでは簡単のために以下で V = 0とおく. さて, ϵ ↓ 0の極限を考えるために
UV切断関数として

φ̂ϵ(k) = e−ϵ|k|2/2

を導入する. もちろん (3.4)で t = 0のとき, つまり (3.3) で t = sのときに積分に特
異性があらわれる. 2重積分の正方形の積分領域でちょうど対角線部分に特異性が現
れる. 2重積分を対角線部分の近傍とそれ以外の部分に分ける.∫ T

−T
dt

∫ T

−T
ds = 2

∫ T

−T
dt

∫ T

t
ds = 2

∫ T

−T
dt

(∫ (t+τ)∧T

t
ds+

∫ T

(t+τ)∧T
ds

)
= SD + SOD

(3.5)
とおくと, 対角線付近の積分 SD が特異な部分である. これを確率解析的に取り除く
ことを考える. 簡単のため, (t + τ) ∧ T = uとおく. 対角線部分の近傍付近の積分∫ u
t dsW について考えよう. 一般にレビー過程 Xt は次のような積分表現をもつ.

dXt =

∫
R3\{0}

z1l|z|<1Ñ(dtdz) +

∫
R3\{0}

z1l|z|≥1N(dtdz). (3.6)

ここで Ñ(dsdz) = N(dsdz) − dsν(dz)である. N(dsdz)はポアソンランダム測度で
N([0, t] × A)は, Xs が時刻 tまでにジャンプが A ⊂ R3 だった回数を表す. つまり
N([0, t]×A) = #{s ∈ [0, t];Xs+ −Xs ∈ A}. ν(dz)は R3 \ {0}上のレビー測度で, 具
体的には

ν(dz) =
c

|z|4
(3.7)
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という形をしていて∫
R3\{0}

(eikz − 1− ikz1l|z|<1)ν(dz) = −
√

|k|2 +m2 +m (3.8)

を満たす. Ψ(t,Xt) = e−tω(k)eikXt に対して dΨ(t,Xt) = Ψ(t,Xt)−Ψ(0, 0)を半マル
チンゲールに対する伊藤の公式を用いて計算する.

ηϵ(k) =
e−ϵ|k|2

ω(k)
1l|k|≥λ(k) (3.9)

とおく.

補題 3.2 Ψ(t,Xt) = e−tω(k)eikXt とする. このとき∫
R3

ηϵ(k)Ψ(u− t,Xu −Xt)dk −
∫
R3

ηϵ(k)Ψ(0, 0)dk

=

∫
R3

dkηϵ(k)

∫ u

t

∫
R3\{0}

Ψ(s− t,Xs −Xt)(e
ikz − 1)Ñ(dsdz)

+

∫
R3

dkηϵ(k)

[∫ u

t
Ψ(s− t,Xs −Xt)

(
−ω(k)−

√
|k|2 +m2 +m

)
ds

]
.

証明: 半マルチンゲールに対する伊藤の公式から

Ψ(t,Xt)−Ψ(0, 0)

=

∫ t

0
−ω(k)eikXse−sω(k)ds+

∫ t

0

∫
|z|≥1

eikXs(eikz − 1)e−sω(k)N(dsdz)

+

∫ t

0

∫
0<|z|<1

eikXs(eikz − 1)e−sω(k)Ñ(dsdz) +

∫ t

0

∫
|z|<1

eikXs(eikz − 1− ikz)e−sω(k)dsν(dz)

=

∫ t

0
−ω(k)eikXse−ω(k)ds+

∫ t

0

∫
R3\{0}

eikXs(eikz − 1)e−sω(k)Ñ(dsdz)

+

∫ t

0
ds

∫
R3\{0}

eikXs(eikz − 1− ikz1l|z|<1)e
−sω(k)ν(dz).

よって∫
R3

ηϵ(k)Ψ(u− t,Xu −Xt)dk −
∫
R3

ηϵ(k)Ψ(0, 0)dk

=

∫
R3

dkηϵ(k)

[∫ u

t
−ω(k)Ψ(s− t,Xs −Xt)ds

+

∫ u

t

∫
R3\{0}

Ψ(s− t,Xs −Xt)(e
ikz − 1)Ñ(dsdz)

+

∫ u

t

∫
R3\{0}

Ψ(s− t,Xs −Xt)(e
ikz − 1− ikz1l|z|<1)dsν(dz)

]
.
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また ∫
R3\{0}

(eikz − 1− ikz1l|z|<1)ν(dz) = −
√

|k|2 +m2 +m

だったので補題が従う. □
β(k)を

β(k) =
1

ω(k) +
√

|k|2 +m2 −m

とし,

ρ(t,X) =

∫
R3

ηϵ(k)e
ikXe−tω(k)β(k)dk (3.10)

とおく.

補題 3.3 ペア相互作用は次のように表される.∫ u

t
W (s− t,Xs −Xt)ds−

1

2

∫
R3

ηϵ(k)β(k)dk

=
1

2

∫
R3

ηϵ(k)

∫ u

t

∫
R3\{0}

eik(Xs−Xt)(eikz − 1)e−(s−t)ω(k)β(k)Ñ(dsdz)

− 1

2

∫
R3

ηϵ(k)e
ik(Xu−Xt)e−(u−t)ω(k)β(k)dk.

証明: 補題 3.2より

ρ(u− t,Xu −Xt)− ρ(0, 0)

=

∫
R3

ηϵ(k)

∫ u

t

∫
R3\{0}

eik(Xs−Xt)(eikz − 1)e−(s−t)ω(k)Ñ(dsdz)

−
∫
R3

ηϵ(k)e
ik(Xs−Xt)e−(s−t)ω(k)dk

なので補題が従う. □

E = −ρ(0, 0) = −
∫
R3

ηϵ(k)β(k)dk (3.11)

と定める. くりこまれたハミルトニアンを

Hren = Hϵ −
g2

2
E (3.12)

とする. 次が主定理である.
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定理 3.4 f, h ∈ L2(R3)とする. このとき

(f ⊗ 1lF , e
−2THrenh⊗ 1lF ) =

∫
R3

dxEx

[
f(X−T )h(XT )

g2

2
eSren

]
. (3.13)

ここで

Sren =

∫ T

−T
dt

(∫ T

−T
dsW (t− s,Xt −Xs)−

∫
R3

ηϵ(k)β(k)dk

)
であり,

Sren =

∫ T

−T
dt

∫
R3

dkηϵ(k)

∫ T

t

∫
R3\{0}

eik(Xs−Xt)(eikz − 1)e−(s−t)ω(k)β(k)Ñ(dsdz)

−
∫ T

−T
dt

∫
R3

dkηϵ(k)e
ik(XT−Xt)e−(T−t)ω(k)β(k)

と表せる.

証明: 補題 3.3と (3.5)で τ = T とおけばいい. □
すぐに計算できて∫

R3

ηϵ(k)e
ikXe−|t|ω(k)β(k)dk =

4π

|X|

∫ ∞

λ

e−ϵr2e−|t|r sin(r|X|)
r +

√
r2 +m2 −m

dr =
aϵ(t, |X|)

|X|

なので Srenは

Sren =

∫ T

−T
dt

∫ T

t

∫
R3\{0}

(
aϵ(s− t, |Xs −Xt + z|)

|Xs −Xt + z|
− aϵ(s− t, |Xs −Xt|)

|Xs −Xt|

)
Ñ(dsdz)

−
∫ T

−T
dt
aϵ(T − t, |XT −Xt|)

|XT −Xt|
.

我々は次のように予想する.

1 lim
ϵ↓0

(f ⊗ 1lF , e
−2THrenh⊗ 1lF )は存在する.

2 |(f ⊗ 1lF , e
−2THrenh⊗ 1lF )| ≤ ecT となる ϵ に無関係な cが存在する.

3 lim
ϵ↓0

e−2THren が存在する.

4 おわりに
H に関係する模型に対するコメントと予想 1–3の背景を述べる. UVのくりこみ

が厳密にできる模型はほとんど存在しない. Nelson自身 [Nel64a]がやった方法では,
ここで紹介した運動項がHpのような準相対論的 Schrödinger 作用素になると直感的
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には上手くいかない. またその一般化である, 以下で紹介する HΨのくりこみは, 物
理を離れて確率解析的にも興味があるが, 今のところ完成していない.

Nelson模型を時間不変なローレンツ多様体上に定義した模型のスペクトル解析を
することが出来る. この場合は運動項が non-localにはならずNelsonのやり方でうま
くいき, UVくりこみが可能である [GHPS12]. また, ポーラロン模型に対しても UV
くりこみが出来ることが知られている. この場合は以下で見るようにくりこみ項が不
必要である. つまり, ペア相互作用の対角線部分が特異ではない. ただし, その極限に
現れる自己共役作用素の具体的な形を知ることは出来ない.

4.1 ポーラロン模型

ポーラロン模型は P ∈ R3 をパラメター (全運動量)として, F 上の自己共役作
用素

HP =
1

2
(P −

∫
ka∗(k)a(k)dk)2 + ϕ(0) +N, P ∈ R3,

で定義される. ここで

N =

∫
a∗(k)a(k)dk

は個数作用素, 相互作用項は

ϕ(0) =
1√
2

∫ (
a∗(k)

φ̂(k)

|k|
+ a(k)

φ̂(−k)
|k|

)
dk

である. ここで φ̂(k)/|k|に注意. P = 0とすれば, 熱半群の真空期待値は

(1lF , e
−2THP 1lF ) = E0

[
e

1
2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (t−s,Bt−Bs)

]
となる. ここで

W (t,X) =

∫
R3

|φ̂(k)|2

2|k|2
e−teikXdk

である. φ̂→ φ̂ϵとして, くりこみ項を計算すれば

−
∫
R3

e−ϵ|k|2

|k|2
1

1 + |k|2/2
1l|k|≥λ(k)dk

になり, これは ϵ ↓ 0で
∫∞
λ

4π
1+r2/2

dr に収束する. つまりポーラロン模型ではくりこ
み項は必要ない. 実際

1

2

∫ T

−T
dt

∫ T

−T
dsW (Bt −Bs, t− s) → S∞ =

π3/2

4

∫ T

−T
dt

∫ T

−T
ds

e−|t−s|

|Bt −Bs|

に収束する. つまり
lim
ϵ↓0

(1lF , e
−2TH1lF ) = E0

[
eS∞

]
となる. 実際には, e−2THP → e−2TH∞ (ϵ ↓ 0)となるH∞の存在が示せる [HM14].
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4.2 Nelson模型

Nelson模型で知られていることをまとめる. ここで紹介するのは [GHL13]の結果
である. Nelson 模型のHamiltonian は

HN = −1

2
∆⊗ 1l +Hf ⊗ 1l + ϕ

で与えられる. (Bt)t∈Rは 3次元のブラウン運動を表すとする.

命題 4.1 f, h ∈ L2(R3N )としよう. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THNh⊗ 1l) =

∫
R3

dxEx

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
S

]
.

ここでペア相互作用は

S =

∫ T

−T
ds

∫ T

−T
dtW (t− s,Bt −Bs)

でペアポテンシャルは

W (t,X) =

∫
R3

e−ϵ|k|2

2ω(k)
eikXe−ω(k)|t|1l|k|≥λ(k)dk (4.1)

で与えられる.

次の関数を考えよう.

ρN (t,X) =

∫
R3

e−ϵ|k|2

ω(k)
eikXe−ω(k)|t|1l|k|≥λ(k)βN (k)dk, ϵ ≥ 0.

ここで

βN (k) =
1

ω(k) + |k|2/2
.

補題 4.2 (1) 関数 Sren で次を満たすものが存在する.

lim
ϵ↓0

Ex

[
e

g2

2
(S−2TρN (0,0))

]
= Ex

[
e

g2

2
Sren

]
.

(2) 全ての α ∈ R, ϵ > 0, と f, h ∈ L2(R3N ) に対して∫
R3

dxEx[f(B−T )h(BT )e
α(S−2TρN (0,0))] ≤ ∥f∥∥h∥ecren(α2T+αT+α)

を満たす定数 cren が存在する.

Nelson HamiltonianのUV切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHN+
g2

2 ρN (0, 0)
の下からの一様有界性を示すことにある.
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補題 4.3 定数 C ∈ R があってHN + g2

2 ρN (0, 0) > C が ϵ > 0に一様に成り立つ.

EN = −ρN (0, 0) = −
∫
R3

e−ϵ|k|2

ω(k)
1l|k|≥λβN (k)dk

としよう.

定理 4.4 次を満たす下から有界な自己共役作用素Hren
N が存在する.

s−lim
ϵ↓0

e−t(HN− g2

2
EN ) = e−tHren

N , t ≥ 0.

証明: F,G ∈ H として, Cϵ(F,G) = (F, e−t(HN+(g2/2)ρN (0,0))G) としよう. ある稠密
なD ⊂ F があってF,G ∈ Dに対して Cϵ(F,G) が ϵ ↓ 0で収束することがわかる. 一
様な不等式

∥e−t(HN+(g2/2)ρN (0,0))∥ < e−tC

とDがH で稠密ということから {Cϵ(F,G)}ϵ がコーシー列となることがわかる. その
収束先を C0(F,G) = limϵ↓0Cϵ(F,G)とする. そうすれば |C0(F,G)| ≤ e−tC∥F∥∥G∥.
Riesz の定理より有界作用素 Tt で C0(F,G) = (F, TtG), F,G ∈ H , となるものが存
在する. よって s− limϵ↓0 e

−t(HN+(g2/2)ρN (0,0)) = Tt. さらに TtTs = Tt+s が簡単に従
う. e−t(HN+(g2/2)ρN (0,0)) は対称なので, Tt も対称. また (F, TtG) は t = 0でF,G ∈ D
に対して連続になることもわかる. D は H で稠密, ∥Tt∥ は t = 0の近傍で一様に
有界なので, Tt は t = 0で強連続になる. 故に下から有界な自己共役作用素 Hren

N で
Tt = e−tHren

N , t ≥ 0, となるものが存在することがわかる. □

4.3 Bernstein 関数とNelson模型の一般化

以上述べたことは, もっと一般にΨ(−∆/2)+V という運動項をもった模型でも同
様に示すことが出来る. ここでΨ ∈ C∞((0,∞))は Bernstein関数といわれる関数で,
f がBernstein関数とは f ∈ C∞((0,∞))で (−1)nf (n)(x) ≤ 0, n ≥ 1,を満たすもので
ある. 典型的な例は Ψ(u) = uα, 0 ≤ α < 1, ψ(u) =

√
2u+m2−M , Ψ(u) = 1−e−βu,

β > 0,である. そこで

HΨ = (Ψ(−∆/2) + V )⊗ 1l + 1l⊗Hf + ϕ

という作用素を考えてくりこみをおこなう. Bernstein 関数とレビー過程の密接な関
係は非常によく知られている.

Ψ(k) =

∫
R3\{0}

(eikz − 1− (ikz)1l|z|<1)ν(dz)

と表せる, レビー測度 ν(dz)が存在することが知られているからである. またΨ(−∆)
を生成子にもつレビー過程XΨ

t が存在する. それはもちろん

dXΨ
t =

∫
R3\{0}

z1l|z|<1Ñ(dsdz) +

∫
R3\{0}

z1l|z|≥1N(dsdz)
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と積分表示される. HΨに付随したペア相互作用も∫ T

−T
dt

∫ T

−T
dsW (t− s,XΨ

t −XΨ
s ),

そして, ペアポンテンシャルは

W (t,X) =
1

2

∫
R3

|φ̂(k)|2

ω(k)
eikXe−|t|ω(k)dk

と表すことが出来る. あとは, H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +
∫ ⊕
R3 ϕ(x)dxのくりこみと同じ

議論をする.
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