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1 紫外切断のくりこみ理論

ここで紹介するのはM. Gubinelli, F. Hiroshima, J. Lörinczi [GHL13]のレヴィユーである. 場の量子
論のスカラー場の模型を考える. それはN -粒子 Nelson 模型と言われるものであるが, 物理的な背景の
説明は省略して, 数学的な構造のみを簡単に述べることにする. Nelson 模型は Edward Nelson により
1964年 [Nel64a] に厳密に数学的な解析が行われた模型である. Nelson 模型の Hamiltonianは, はじめ
に紫外切断関数を導入して自己共役作用素として定義され, しかるべき方法で, 紫外切断を外して, 紫外
切断のない自己共役作用素として定義される. もちろん, こういう処方が上手くいくことはほとんどな
い. 簡単に出来るものとしては, 著者の知っている限り, ここで述べる Nelson 模型くらいしか知られて
いないようである. Fock 表現で, そのHamiltonian は

H = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf +

∫ ⊕

Rd

HI(x)dx (1.1)

で与えられる, Hilbert 空間 H = L2(R3N ) ⊗ F 上の自己共役作用素である. Fock 空間とは F =⊕∞
n=0 F (n)で定義される. ただしF (n) = ⊗n

symL
2(Rd) は n-粒子部分空間を表し, F (0) = Cである. F

上のノルムは ∥F∥2F =
∑∞

n=0 ∥fn∥2F (n) で与えられる. Fock 真空を 1lF = 1⊕ 0⊕ 0⊕ . . . ∈ F で表し, 混
乱がないときは簡単に 1lと書くことにする. N -粒子 Schrödinger 作用素は

Hp = −1

2

N∑
j=1

∆j + V

で与えられる. a∗(f)と a(f), f ∈ L2(Rd),は生成作用素と消滅作用素を表し,正凖交換関係 [a(f), a∗(g)] =

(f̄ , g), [a(f), a(g)] = 0 = [a∗(f), a∗(g)]を満たす. 形式的に a♯(f) =
∫
a♯(k)f̂(k)dkと書く. ω(k) = |k|

は dispersion relationを表す. 場の自由 Hamiltonian をHf とかき, これは ωの第 2量子化作用素で定
義される:

Hf

n∏
j=1

a∗(fj)1l =
n∑

j=1

a∗(f1) · · · a∗(ωfj) · · · a∗(fn)1l, Hf1l = 0.

相互作用は

HI(x) = g

N∑
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂(k)eik·xja(k) + φ̂(−k)e−ik·xja∗(k)

)
dk (1.2)
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で与えられる. H ∼= L2(R3N ;F )の同一視をする. この同一視の下で相互作用は (HIF )(x) = HI(x)F (x)

と作用する. 関数φはHamiltonianが作用素としてwell definedになるために必要であり紫外切断関数と
いわれる. 典型的な例として φ̂ = 1l|k|<Λがある. g ∈ R は結合定数である. 仮定 φ̂/ω1/2, φ̂/ω ∈ L2(Rd),

φ̂(k) = φ̂(−k) の下でH は D(Hp ⊗ 1l)∩D(1l⊗Hf)上で下から有界な自己共役作用素になる. さらに赤
外切断が

φ̂/ω3/2 ∈ L2(Rd), (1.3)

によって導入されれば, スペクトルの下限に対応する固有状態 Ψ ∈ H が存在する. つまり基底状態が
存在する. また条件 (1.3) は基底状態存在の必要条件にもなっている. H の１点極限を考える. つまり
φ(x) → (2π)3/2δ(x) または φ̂(k) → 1l. この極限の存在は [Nel64a]で作用素論的な手法で示されている
が, これを汎関数積分で証明するというのが我々の主定理である. Nelson自身も [Nel64b]で汎関数積分に
よるくりこみを考えていたようであるが, 成功には至らなかったようである. 汎関数積分を使うことの利
点は, 模型の形に依らずにくりこみ理論が展開できるところにある. 例えばHpを相対論的な Schrödinger

作用素
√
−∆+m2 + V に換えた模型に対しても, 我々の方法でくりこみが可能であると信じている.

さて, この極限を考えるために紫外切断 (UV)関数として φ̂ε(k) = −ε|k|2/2をとる. この紫外切断に
よってHamiltonian Hεを定義し ε > 0 を UV パラメターとみなす. そしてHε − Eε の ε ↓ 0 極限を考
える. ここで Eε ∈ R はくりこみ項である. これは具体的に後で与える. 主定理は以下である. (1) 汎関
数積分をつかって Eεを自然に導きだす. (2) Hren = lim

ε↓0
(Hε − Eε) を半群の意味で示す. (3) Hrenのペ

アポテンシャルを導く.

2 正則化されたHamiltonian の汎関数積分表示

1lλ(k) =

{
1, ω(k) < λ

0, ω(k) ≥ λ
とし 1l⊥λ (k) = 1l − 1lλ(k)とおく. 赤外切断 λ > 0を仮定する. 簡単のため

に V = 0とする. 正則化されたHamiltonian を

Hε = Hp ⊗ 1l + 1l⊗Hf + g

∫ ⊕

R3N

Hε
I (x)dx, ε > 0,

で定義する. Hε
I (x) = g

∑N
j=1

∫
1√
2ω(k)

(
φ̂ε(k)e

−ik·xja(k) + φ̂ε(−k)eik·xja∗(k)
)
dk である. 主目的はHε

で ε ↓ 0の極限を考えることである.

Eε = −g2

2
N

∫
R3

e−ε|k|2

ω(k)
β(k)1l⊥λ dk

としよう. ここで β(k) =
1

ω(k) + |k|2/2
. Eε → −∞ (ε ↓ 0)に注意せよ. 主定理は以下である.

定理 2.1 次を満たす下から有界な自己共役作用素Hren が存在する.

s−lim
ε↓0

e−t(Hε−Eε) = e−tHren , t ≥ 0.

(Bt)t∈Rは 3N 次元のブラウン運動を表すとする. 次の命題はよく知られている [LHB12, Chapter 6].
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命題 2.2 f, h ∈ L2(R3N )としよう. このとき

(f ⊗ 1l, e−2THεh⊗ 1l) =

∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sε

]
.

ここで Sε =

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ T

−T
dtWε(B

i
t −Bj

s , t− s) はペア相互作用でペアポテンシャルは

Wε(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ε|k|2e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk (2.1)

で与えられる.

次の関数を考えよう.

Eε(x, t) =

∫
R3

e−ε|k|2e−ik·x−ω(k)|t|

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk, ε ≥ 0.

命題 2.3 関数 Sren
0 で次を満たすものが存在する.

lim
ε↓0

Ex
W

[
e

g2

2
(Sε−4NTEε(0,0))

]
= Ex

W

[
e

g2

2
Sren
0

]
.

Wε(x, t) は滑らかで, Wε(x, t) → W0(x, t) (ε ↓ 0) が (x, t) ̸= (0, 0)で成り立つ. ここで

W0(x, t) =

∫
R3

1

2ω(k)
e−ik·xe−ω(k)|t|1l⊥λ dk.

しかしWε(0, 0) → ∞ (ε ↓ 0)で, W0(x, t)は (x, t) = (0, 0)で特異性をもつ. 命題 2.3 を証明しよう.

T > 0を固定する. ε ↓ 0のとき相互作用の対角成分だけが特異な項である. また 0 < τ ≤ T を固定し,

−T T

−T

T

diagonal part of S

Off diagonal part of S

Off diagonal part of S

図 1: Sεの対角成分と非対角成分

[t]T = −T ∨t∧T としよう. 正則化された相互作用を対角成分と非対角成分にわける: Sε = Sd
ε +Sod

ε . ここ
でSd

ε = 2
∑N

i,j=1

∫ T
−T ds

∫ [s+τ ]T
s dtWε(B

i
t−Bj

s , t−s), Sod
ε = 2

∑N
i,j=1

∫ T
−T ds

∫ T
[s+τ ]T

dtWε(B
i
t−Bj

s , t−s).

である. Sd
ε は Sε を対角成分の近傍 {(t, t) ∈ R2||t| ≤ T}で積分したもの, そして Sod

ε はそれ以外の部分
を表す. τ = T のときは Sod

ε = 0となる. 次の補題はすぐにわかる.
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補題 2.4 パスごとに limε↓0 S
od
ε = Sod

0 . ここで Sod
0 は Sod

ε ⌈ε=0である.

確率積分をつかえば解析が困難な項 Sd
ε を評価できる. くりこまれた作用を次のように定義する:

Sren
ε = Sε − 4NTEε(0, 0), ε > 0.

これは Sren
ε = Sod

ε +Xε + Yε + Zε のように表せる. ここで

Xε = 2
N∑
i̸=j

∫ T

−T
Eε(B

i
s −Bj

s , 0)ds, Yε = 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
ds

∫ [s+τ ]T

s
∇Eε(B

i
t −Bj

s , t− s) · dBt,

Zε = −2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
Eε(B

i
[s+τ ]T

−Bj
s , [s+ τ ]T − s)ds.

Xε, S
od
ε と Zε は簡単に評価できる.

補題 2.5 (1) ある定数 cz と cs が存在して |Zε| ≤ czT と |Sod
ε | ≤ cs(T + 1) がパスと ε ≥ 0に一様に

成立する.

(2) 全ての α > 0, ε ≥ 0, T > 0 に対して sup
x∈R3N

Ex
W [eα|Xε|] ≤ ecXαT を満たす定数 cX が存在する.

Yεについて考えよう. ε > 0のときは Fubini の定理より確率積分とルベーグ積分を交換してもいい.

よって Yε =
∑N

i=1

∫ T
−T Φi

ε,tdB
i
t. ここで Φε,t = (Φ1

ε,t, . . . ,Φ
N
ε,t) は R3N に値をとる確率過程:

Φi
ε,t = 2

N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T

∇Eε(B
i
t −Bj

s , t− s)ds.

Y0を Y0 =
∑N

i=1

∫ T
−T Φi

0,tdB
i
t で定義する.

補題 2.6 ある定数 cY が存在して, 任意の α > 0に対して sup
x∈R3N

Ex
W [eαYε ] ≤ ecY (α2T+α) (ε ≥ 0). また

lim
ε↓0

Ex
W [|Yε − Y0|2] = 0 (x ∈ R3N ).

証明: Φi
ε,tはフィルトレーション (Ft)t≥−T に adapted なマルチンゲールである.

∫ T

−T
|Φε,t|2dt ≤ 4

N∑
i=1

∫ T

−T

 N∑
j=1

∫ t

[t−τ ]T

|∇Eε(B
i
t −Bj

s , t− s)|ds

2

dt

≤ 4c2N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−θ|t− s|−(1−θ)ds

]2
dt

となる. ここでJensenの不等式と |∇Eε(x, t)| ≤ c|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1]を使った. この評価は ε ∈ [0, 1]
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に一様である. 適当な 1
2 < θ < 1に対して, Schwartz の不等式を使えば∫ T

−T
|Φε,t|2dt ≤ 4c2N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T

|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2τ2θ−1N
N∑

i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

]
dt ≤ 4c2τ2θ−1NQ.

ここで c は定数で ε に依らない. またQ =
∑N

i,j=1

∫ T
−T ds

∫ [s+τ ]T
s |Bi

t −Bj
s |−2θdt. Girsanov の定理から(

Ex
W

[
eαYε

])2 ≤ Ex
W

[
e2α

∫ T
−T Φε,t·dBt− 1

2
(2α)2

∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
Ex
W

[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
= Ex

W

[
e2α

2
∫ T
−T |Φε,t|2dt

]
≤ Ex

W

[
eγQ
]
.

ここで γ = 8c
√
Nα2τ2θ−1. Jensenの不等式をもう一度つかって

Ex
W

[
eγQ
]
≤
∫ T

−T

ds

2T
Ex
W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ s+τ
s |Bi

t−Bj
s |−2θdt

]
.

ここで [s+ τ ]T ≤ s+ τ を使った. 条件付き期待値をとってマルコフ性を使えば

Ex
W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−Bj
s |−2θdt

]
= Ex

W

[
EBs

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

t−Bj
0|−2θdt

]]
.

関数 |x|−2θ はKatoクラスなので

sup
x,z∈Rd

Ex
W [eβ

∫ τ
0 |Bi

s+z|−2θds] = sup
x∈Rd

Ex
W [eβ

∫ τ
0 |Bi

s|−2θds] ≤ ecτβ

が適当な c > 0 と全ての β > 0 で成り立つ. これから

sup
x∈R3N

Ex
W

[
eγQ
]
≤ sup

x∈R3N

∫ T

−T

ds

2T
Ex
W

[
e2Tγ

∑N
i,j=1

∫ τ
0 |Bi

s+t−Bj
s |−2θdt

]
≤ ecα

2T .

よって supε∈(0,1] supx∈Rd Ex
W [e2αYε ] ≤ ec(α

2T+α) が全ての α ∈ Rで成り立つ. 同様に全ての 0 < ε に対
して ∫ T

−T
|Φε,t − Φ0,t|2dt ≤ 4c2εN

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

](∫ t

[t−τ ]T

|t− s|−2(1−θ)ds

)
dt

≤ 4c2ετ
2θ−1N

N∑
i,j=1

∫ T

−T

[∫ t

[t−τ ]T

|Bi
t −Bj

s |−2θds

]
dt ≤ 4c2ετ

2θ−1NQ.

ここで |∇Eε(x, t)−∇φ0(x, t)| ≤ cε|x|−θ|t|−(1−θ), θ ∈ [0, 1] をつかった. cε → 0 (ε ↓ 0)に注意せよ. Φε

の収束は Yε が Y0に収束することも意味する.

補題 2.7 全ての α ∈ R, ε > 0, と f, h ∈ L2(R3N ) に対して∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

αSren
ε ] ≤ ∥f∥∥h∥ecren(α2T+αT+α)

を満たす定数 cren が存在する.

証明: 補題 2.5と 2.6から従う.
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3 主定理

補題 3.1 α ∈ Rならば

lim
ε↓0

EW

[
|eαUε(x) − eαU0(x)|

]
= 0, x ∈ R3N , U = od, X, Y, Z. (3.1)

証明: U = X としよう. VC(x) = C
∑N

i̸=j
1

|xi−xj | とする. このとき

|Xε(x)| ≤
∫ T

−T
VC(B

1
s + x1, ...., BN

s + xN )ds,

EW

[
|eαXε(x) − eαX0(x)|

]
≤ 2EW

[
|eα

∫ T
−T VC(B1

s+x1,....,BN
s +xN )ds

]
< ∞

がわかる. Xε(x) → X0(x) a.s. なのでルベーグの優収束定理より (3.1)がわかる. U = Y としよう.

Ex
W

[
|eα(Yε−Y0) − 1|

]
→ 0を示せば十分. Ex

W

[(
eα(Yε−Y0) − 1

)2]
= Ex

W

[
e2α(Yε−Y0)

]
+1− 2Ex

W

[
eα(Yε−Y0)

]
だから lim

ε↓0
Ex
W [eα(Yε−Y0)] = 1を示す. 確率変数 δΦt = Φε,t − Φ0,t を Yε − Y0 =

∫ T
−T δΦt · dBtとなるよ

うに定義する. Girsanov の定理から 1 = Ex
W [eα

∫ T
−T δΦt·dBt−α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt]. 故に(

Ex
W

[
eα(Yε−Y0)

]
− 1
)2

≤ Ex
W

[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
Ex
W

[(
1− e−

α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2
]
. (3.2)

また

sup
x∈R3N

Ex
W

[
e2α

∫ T
−T δΦt·dBt

]
≤ sup

x∈R3N

(
Ex
W

[
e4α

2
∫ T
−T |δΦt|2dt

])1/2
, (3.3)

Ex
W

[(
1− e−

α2

2

∫ T
−T |δΦt|2dt

)2
]
≤ Ex

W

[∣∣∣∣α2

2

∫ T

−T
|δΦt|2dt

∣∣∣∣2
]
→ 0 (ε ↓ 0). (3.4)

(3.4) は補題 2.6で示されている. (3.3)の右辺は εに一様に有界. 故に (3.2)の右辺はゼロに収束するこ
とがわかる. U = Z としよう. supx∈R3 Ex

W

[
|eα(Zε−Z0) − 1|

]
→ 0を示せばいい.

Zε(x)− Z0(x) = 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

(
e
−ik·(Bi

[s+τ ]T−s
+xi−Bj

[s+τ ]T−s
−xj)

e−([s+τ ]T−s)ω(k)

)
β(k)

ω(k)
1l⊥λ (1− e−ε|k|2)dk

がわかる. ηε(x) = α(Zε(x) − Z0(x))としよう. 直接 |ηε(x)|n ≤ cnαnTnεn が xに依らない適当な定数

cで成り立つことがわかる. よって EW [eηε(x)] = 1 +
∑
n≥1

1

n!
EW [ηε(x)

n]. そして
∑
n≥1

1

n!
EW [|ηε(x)|n] ≤∑

n≥1

1

n!
cnTnεn → 0 (ε ↓ 0)が xに一様に成り立つ. よって U = Z のとき成り立つ. U = Sod のときも同

様にわかる.

補題 3.2 α ∈ R, f, h ∈ L2(R3N )としよう. このとき

lim
ε↓0

∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

αSren
ε ] =

∫
R3N

dx

∫
R3N

dxEx
W [f(B−T )h(BT )e

αSren
0 ].
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証明: Sε = Sod,T
ε +Xε + Yε + Zεと telescoping によって∣∣∣∣∫

R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )

(
eαS

ren
ε − eαS

ren
0
)]∣∣∣∣ ≤ ∫

R3N

dx|f(x)|
(
Ex
W

[
|h(BT )|2

])1/2
Eε(x).

ここで Eε(x) =
(
Ex
W

[(
eαSε − eαS0

)2])1/2
. また sup

x∈R3N

Eε(x) < ∞かつ lim
ε↓0

Eε(x) = 0 (x ∈ R3N ) なの

でルベーグの収束定理より補題が従う.

補題 3.3 次が成り立つ.

lim
ε↓0

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2NEε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3N

dx

∫
R3

Ex
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
0

]
. (3.5)

ここで

Sren
0 = 2

N∑
i̸=j

∫ T

−T
E0(B

i
s −Bj

s , 0)ds+ 2

N∑
i,j=1

∫ T

−T

(∫ t

−T
∇E0(B

i
t −Bj

s , t− s)ds

)
· dBt

− 2
N∑

i,j=1

∫ T

−T
E0(B

i
T −Bj

s , T − s)ds. (3.6)

そして Sren
0 の被積分関数は

E0(X, t) =

∫
R3

e−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk, ∇E0(X, t) =

∫
R3

−ike−ikXe−|t|ω(k)

2ω(k)
β(k)1l⊥λ dk.

証明: Feynman−Kac型積分表示より

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε+g2NEε(0,0))h⊗ 1l) =

∫
R3

Ex
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
ε

]
dx

である. 右辺は
∫
R3 Ex

W [f(B−T )h(BT )e
g2

2
Sren
0 ]dx (ε ↓ 0) に収束する. よって (3.5) がわかる. また τ = T

とすれば (3.6)がわかる.

さて f ⊗ 1l からもっと一般的なベクトル f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1lへ拡張する. ここで F ∈ S (Rn).

稠密な部分空間 D ⊂ H を次で定義しよう.

D =
{
f ⊗ F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l |F ∈ S (Rn), fj ∈ C∞

0 (R3), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N, f ∈ L2(R3N )
}
.

補題 3.4 Φ = f ⊗ F (ϕ(u1), . . . , ϕ(un))1l, Ψ = h⊗G(ϕ(v1), . . . , ϕ(vm))1l ∈ D としよう. このとき

lim
ε↓0

(Φ, e−2T (Hε+g2NEε(0,0))Ψ) = (2π)−(n+m)/2

∫
Rn+m

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)

×
∫
R3N

dxEx
W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
0 + 1

4
ξ(K1,K2)

]
.
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ここで u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vm) として

ξ(K1,K2) = −∥K1 · u/
√
ω∥2 − ∥K2 · v/

√
ω∥2 − 2(K1 · u/

√
ω, e−2TωK2 · v/

√
ω)

− 2ig

N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
K1 · û(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s−T |ω(k)e−ikBj
s

+ 2ig
N∑
j=1

∫ T

−T
ds

∫
R3

dk
K2 · v̂(k)√

ω(k)
1l⊥λ e

−|s+T |ω(k)e−ikBj
s .

証明: F (ϕ(f1), . . . , ϕ(fn))1l = (2π)−n/2
∫
Rn F̂ (K)eiϕ(K·f)1ldK に気をつければ

(Φ, e−2T (Hε+g2NEε(0,0))Ψ)

=
1

(2π)(n+m)/2

∫
Rm+n

dK1dK2F̂ (K1)Ĝ(K2)(f ⊗ e−iϕ(K1·f)1l, e−2T (Hε+g2NEε(0,0))h⊗ e−iϕ(K2·h)1l).

あとは簡単な考察から主張が従う.

Nelson Hamiltonian の紫外切断のくりこみ理論で最も本質的な部分がHε + g2NEε(0, 0) の下からの
一様有界性を示すことにある.

補題 3.5 定数 C ∈ R があってHε + g2NEε(0, 0) > C が ε > 0に一様に成り立つ.

証明: 補題 2.5と 2.6から, 定数 a5 と b5 が存在して
(
EW

[
e2(S

od,T
ε (x)+Xε(x)+Yε(x)+Zε(x))

])1/2
≤ a5e

b5T が

全ての T > 0で成立することがわかる. 関数Whar(x
1, ..., xN ) =

∑N
j=1 |xj |2 を考えよう. Hε に δWhar を

加えたものをHε(δ)と表す. もちろん δ ≥ 0. そうすればHε(δ) (δ > 0)は, 一意的な至るところ正の基底
状態 Ψg(δ) をもつことは示せる. Ψg(δ) > 0であり, 特に (f ⊗ 1l,Ψg(δ)) ̸= 0 が任意の 0 ≤ f ∈ L2(R3N )

で成り立つ. ここで f ̸≡ 0. その結果

inf σ
(
Hε(δ) + g2NEε(0, 0)

)
= − lim

T→∞

1

T
log(f ⊗ 1l, e−T (Hε(δ)+g2NEε(0,0))f ⊗ 1l) (3.7)

が 0 ≤ f ∈ L2(R3N )で成り立つ.

(f ⊗ 1l, e−2T (Hε(δ)+g2NEε(0,0))f ⊗ 1l) =

∫
Rd

dxEx
W [f(B−T )f(BT )e

−
∫ T
−T δWhar(Bs)dseS

ren
ε ]

≤ ∥f∥2 sup
x∈R3

EW

([
e2(S

od,T
ε (x)+Xε(x)+Yε(x)+Zε(x))

])1/2
≤ ∥f∥2a5eb5T .

これは (3.7)から inf σ
(
Hε(δ) + g2NEε(0, 0)

)
+ b5

2 ≥ 0, δ > 0, を意味する. 大事なことは b5 が δに依っ
ていないことである. よって |(F, e−2T (Hε(δ)+g2NEε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T が従う. F,G ∈ H としよう.

Feynman−Kac型積分表示から

(F, e−2THε(δ)G) =

∫
R3N

dxEx
W

[
e−

∫ T
−T δWhar(Bs)ds(I−TF (B−T ), e

−ϕE(
∫ T
−T

∑N
j=1 φ̃s(·−Bj

s)ds)ITG(BT ))
]
.

ルベーグ優収束定理から lim
δ↓0

(F, e−2T (Hε(δ)+g2NEε(0,0))G) = (F, e−2T (Hε(0)+g2NEε(0,0))G) なので

|(F, e−2T (Hε(0)+g2NEε(0,0))G)| ≤ ∥F∥∥G∥eb5T .
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Hε = Hε(0) なので

inf σ(Hε + g2NEε(0, 0)) +
b5
2

≥ 0.

C = − b5
2 とおけば系が従う.

定理 2.1 の証明:

F,G ∈ H ,Cε(F,G) = (F, e−t(Hε+g2NEε(0,0))G) としよう. F,G ∈ Dに対して Cε(F,G) が ε ↓ 0で収
束することがわかる. 一様な不等式

∥e−t(Hε+g2NEε(0,0))∥ < e−tC

と D が H で稠密ということから {Cε(F,G)}ε がコーシー列となる. C0(F,G) = limε↓0Cε(F,G)とす
る. そうすれば |C0(F,G)| ≤ e−tC∥F∥∥G∥. Riesz の定理より有界作用素 Tt で C0(F,G) = (F, TtG),

F,G ∈ H , となるものが存在する. よって s−limε↓0 e
−t(Hε+g2NEε(0,0)) = Tt. さらに

s−lim
ε↓0

e−t(Hε+g2NEε(0,0))e−s(Hε+g2NEε(0,0)) = s−lim
ε↓0

e−(t+s)(Hε+g2NEε(0,0)) = Tt+s.

左辺 は TtTsなので Ttの半群性が従う. e−t(Hε+g2NEε(0,0)) は対称なので, Tt も対称. また (F, TtG) は
t = 0で F,G ∈ Dに対して連続になることもわかる. D は H で稠密, ∥Tt∥ は t = 0の近傍で一様に有
界なので, Tt は t = 0で強連続になる. 故に下から有界な自己共役作用素 Hrenで Tt = e−tHren , t ≥ 0, と
なるものが存在することがわかる. Eε = −g2NEε(0, 0)と置けば証明完了.

系 3.6 Hrenのペアポテンシャルは
g2

2 S
ren
0 である.

証明: 補題 3.3 によって (f ⊗ 1l, e−2THrenh ⊗ 1l) =
∫
RddxEx

W

[
f(B−T )h(BT )e

g2

2
Sren
0

]
なので系が示され

る.
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