
スピン・ボゾン模型

Fumio Hiroshima (廣島文生)

Faculty of Mathematics, Kyushu University

Fukuoka, 819-0395, Japan

hiroshima@math.kyushu-u.ac.jp

1 スピン・ボゾン模型

1.1 はじめに

場の量子論では様々な素粒子模型が研究対象になる. 典型的な例は電子・光子の相互作用を
記述する量子電磁力学や, 核子と中間子の相互作用を記述する強い相互作用などである. ここ
で紹介するスピン・ボゾン模型は２レベル原子がスカラー量子場と線形に結合したおもちゃ
のような模型であるが, その数学的解析は本質的な困難さを含んでいる．つまり相互作用が
スイッチオフ状態のとき２レベル原子の点スペクトル {−ε, ε}が連続スペクトルに埋め込ま
れているので, 相互作用がスイッチオン状態のスペクトル解析が埋蔵固有値の摂動問題とな
るのである.
連続パス空間上に定義されるギブス測度は場の量子論に現れる基底状態の研究に重要な役割
を果たすことはよく知られている. 例えば [LHB11, Chapter 6]や [LMS02, BHLMS02, BH09]
を参照せよ. ギブス測度は通常ブラウン運動, 外場ポテンシャル, ペアポテンシャルによって
定義される測度 µT の T → ∞の極限として定義される. 多くの場合この極限の存在は, 測度
族 {µT}T の前コンパクト性を証明して達成される.
この論文は [HHL12]の要約版である. ジャンプをもつパス空間上の測度を使って, スピン・
ボゾンハミルトニアンの基底状態の存在と一意性を示し, 次にこの基底状態に付随したギブ
ス測度を構成し, 最後に基底状態の性質を非摂動的に調べることを目標とする.
非局所的な運動項

√
−∆やスピン 1/2をもつシュレディンガー型ハミルトニアンのファイン

マン・カッツの公式はレヴィー過程を用いて表現できることが [Hir13, HL08, HIL12a, HIL12b]
で知られている. [HL08] ではスピンをもつパウリ・フィールツ模型の熱半群のファインマン
カッツ公式を導いた. [HIL12a, HIL12b] ではスピンを含む相対論的シュレディンガー作用素
の固有状態の空間減衰の様子をファインマン・カッツ公式をつかって調べた.
2007年ころには既にスピン・ボゾンハミルトニアンが作る熱半群のファインマン・カッツ
公式は得られていたが, ギブス測度の存在が証明できなかった. 測度族の tightnessをいえば
いいのだが, それが cádlágパス空間上の測度族であるために tightnessの一般論にのせづら
かった. そこで弱収束の証明をあきらめて, 局所弱収束の証明に目標を定め直してやっと結
果を出すことができた．幸運にも重要な応用は局所弱収束で十分であった.
スピン・ボゾンハミルトニアンのスペクトルは [AMRZ08, FN88, HH10, SD85, Spo89,

SSW90, HS95, BS98, AH97, Hir99, Ger00, Hir01, Hir02]などで調べられている. 特に [AH97]
ではスピン・ボゾン模型の一般化が作用素論的に研究されている. そこでは基底状態の存在・
一意性が示されている. この論文ではスピン・ボゾン模型に対して [AH97]で示されたもの
と同じ結果を弱い条件の下で示す. また [SD85, Spo89, SSW90, HS95]では測度論的な方法
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でスピン・ボゾン模型のスペクトルが考察されているがギブス測度については何も言及され
ていない. これから考察するように, スピン・ボゾンハミルトニアンに対応するギブス測度
は外場ポテンシャルをもたず, 見かけ上ペアポテンシャルしかもたない. これは今まで知ら
れているギブス測度とは大きく異なる点である.
第 2章ではスピン・ボゾンハミルトニアンを適当なヒルベルト空間上の自己共役作用素と
して再定義し，確率論的な準備をする. 第 3章では基底状態の存在と一意性を示し, さらに基
底状態のパリティーを与える. 第 4章では基底状態に付随したギブス測度の存在を示す. こ
の章がこの論文のメインである. 第 5章ではギブス測度をつかって様々な観測量 (自己共役作
用素)に対する基底状態の期待値を与え, 基底状態のガウス domination, ボゾン数の超指数的
減衰性, pull-through公式などを示す. 最後に第 6章はスピン・ボゾンハミルトニアンの van
Hove表現を与える.

1.2 定義

基本的な概念の定義から始める. F =
⊕∞

n=0

(
⊗n

symL
2(Rd)

)
は L2(Rd)上のボゾンフォック空

間である. Ωb = 1⊕0⊕0⊕· · · ∈ F はフォック真空といわれる. 生成作用素と消滅作用素をそ
れぞれa(f), a†(f), f, g ∈ L2(Rd),で表し,それらは正準交換関係 (CCR) [a(f), a†(g)] = (f̄ , g),
[a(f), a(g)] = 0 = [a†(f), a†(g)] をみたす. 形式的に a♯(f) =

∫
a♯(k)f(k)dk と表すことがあ

る. dΓ(T )は作用素 T の第２量子化作用素をあらわす. ω(k) = |k|を L2(Rd)上のかけ算作用
素とおもってHf = dΓ(ω) は自由ハミルトニアンといわれている. 作用素

ϕb(ĥ) =
1√
2

∫ (
a†(k)ĥ(−k) + a(k)ĥ(k)

)
dk (1.1)

はスカラー場作用素といわれるものである. ここで h ∈ L2(Rd)で, ĥ はフーリエ変換を表す.

σx, σy, σz は 2 × 2 パウリ行列を表すとしよう: σx =

[
0 1

1 0

]
, σy =

[
0 −i

i 0

]
, σz =

[
1 0

0 −1

]
.

ヒルベルト空間H = C2 ⊗ F を考えよう. スピン・ボゾンハミルトニアンは

HSB = εσz ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ασx ⊗ ϕb(ĥ) (1.2)

で定義されるH 上の作用素である. ここで α ∈ R は結合定数, ε ≥ 0 は２レベル原子のスペ
クトルギャップを表すパラメターである.

2 ファインマン・カッツ公式

2.1 ユニタリー変換

R3上の回転群は SU(2)上に adjoint表現 をもつ. n ∈ R3 は単位ベクトルで θ ∈ [0, 2π) と
する. このとき e(i/2)θn·σ は e(i/2)θn·σσµe

−(i/2)θn·σ = (Rσ)µをみたす. ここでR は 3× 3 行列で
n の周りの角度 θの回転を表し, σ = (σx, σy, σz)である. 特に n = (0, 1, 0) と θ = π/2に対
して, e(i/2)θn·σσxe

−(i/2)θn·σ = σz, e
(i/2)θn·σσze

−(i/2)θn·σ = −σx が成立する.

U = exp
(
i
π

4
σy

)
⊗ 1l =

1√
2

[
1 1

−1 1

]
⊗ 1l (2.1)
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としよう. これは H 上のユニタリーになり, HSB は

H = UHSBU
∗ = −εσx ⊗ 1l + 1l⊗Hf + ασz ⊗ ϕb(ĥ) (2.2)

のように変換される. このときH =

[
Hf + αϕb(ĥ) −ε

−ε Hf − αϕb(ĥ)

]
と行列表示される. もし

ĥ/
√
ω ∈ L2(Rd)かつ hが実ならばϕb(ĥ)は対称でかつ Hfに対して相対無限小になる. その結

果Kato-Rellichの定理によりH は D(Hf)で自己共役かつ下から有界になる. Z2 = {−1,+1}

は 2次の加法群とする. Ψ =

[
Ψ(+)

Ψ(−)

]
∈ H に対して

HΨ =

[
(Hf + αϕb(ĥ))Ψ(+)− εΨ(−)

(Hf − αϕb(ĥ))Ψ(−)− εΨ(+)

]
.

よって H は L2(Z2;F ) =
{
f : Z2 → F

∣∣∣∥f∥L2(Z2;F ) =
√∑

σ∈Z2
∥f(σ)∥2F < ∞

}
上の作用素

(H̃Ψ)(σ) =
(
Hf + ασϕb(ĥ)

)
Ψ(σ) + εΨ(−σ), σ ∈ Z2, (2.3)

と思える. 以下, H と L2(Z2;F ) をH ∋

[
Ψ(+)

Ψ(−)

]
7→ Ψ(σ) =

{
Ψ(+), σ = +1,

Ψ(−), σ = −1
∈

L2(Z2;F ), で同一視し, H の代わりに H̃を考察し, 同じ記号 H を H̃の代わりに使う.

2.2 ポアソン積分

(Nt)t∈R を intensity １の (Ω,Σ, P ) 上のポアソン過程とする. D = {t ∈ R |Nt+ ̸= Nt−} で
パスのジャンプする点を表し, ポアソン過程による積分を∫

(s,t]

f(r,Nr)dNr =
∑
r∈D

r∈(s,t]

f(r,Nr)

で定める (詳しくは [HL08]のAppendixを参照せよ).
∫
(s,t]

· · · dNrを
∫ t+

s
· · · dNrのように書

き表す. gを連続とする.
∫ t+

s
g(r,N−r)dNr は tについて右連続で g(r,N−r) は左連続になっ

ている. 確率過程 σt = σ(−1)Nt を定義する. これはスピンをあらわすことになる.

命題 2.1 確率過程 (Nt)t∈R は次の性質を満たす.

独立性: Nt と Ns は独立 s ≤ 0 ≤ t, s ̸= t.

マルコフ性: (Nt)t≥0 と (Nt)t≤0 は各々F+
t = σ(Ns, 0 ≤ s ≤ t) と F−

t = σ(Ns, t ≤ s ≤ 0) に
関してマルコフ, i.e., EP [Nt+s|F+

s ] = ENs
P [Nt], EP

[
N−t−s|F−

−s

]
= EN−s

P [N−t].

鏡映対称性: Nt と N−t は同分布 i.e., EP [f(N−t)] = EP [f(Nt)] =
∞∑
n=0

f(n)
|t|n

n!
e−|t|.
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シフト不変性: σt = (−1)Nt, t ∈ R,は, シフト不変, i.e.,∑
σ∈Z2

EP

[
n∏

j=0

fj(σtj)

]
=
∑
σ∈Z2

EP

[
n∏

j=0

fj(σs+tj)

]
, s ∈ R.

2.3 ユークリッド場

ファインマン・カッツ公式をえるためにフォック空間のシュレディンガー表現を採用する.
シュレディンガー表現ではフォック空間 F は 確率測度空間 (Q,µ)上の L2空間として表さ
れる. ϕ(f), f ∈ L2(Rd),はガウス型確率変数で平均がゼロ, 分散は Eµ[ϕ(f)ϕ(g)] =

1
2
(f, g)で

ある. かけ算作用素 ϕ(f)は ϕb(f̂) に, Q上の恒等作用素 1lは真空Ωb ∈ F に対応している.
次に自由ハミルトニアンHf に対応する確率変数を導入する. L2(Rd)とL2(Rd+1)の間には次
で定義される等長作用素族 js : L

2(Rd) → L2(Rd+1)が存在する:

ĵsf(k, k0) =
e−itk0

√
π

√
ω(k)

|k0|2 + ω(k)2
f̂(k).

ΦE(jsf) は (QE, µE) をユークリッド場に対応する確率測度空間とする. (QE, µE)上のガウス
型確率変数で jsf ∈ L2(Rd+1) をインデックスにもつ. その平均はゼロ, 分散は

EµE
[ΦE(jsf)ΦE(jtg)] =

1

2

∫
Rd

e−|s−t|ω(k)f̂(k)ĝ(k)dk.

また {Js}s∈R は L2(Q) から L2(QE) への等長作用素の族で次で定義される:

Js1l = 1l, Js:ϕ(f1) · · ·ϕ(fn): = :ΦE(jsf1) · · ·ΦE(jsfn):. (2.4)

ここで :X: はウイック積を表す. 特に (JsΦ, JtΨ)L2(QE) = (Φ, e−|t−s|HfΨ)L2(Q)となる. 以降
H と C2 ⊗ L2(Q)とを同一視する.

命題 2.2 Φ,Ψ ∈ H , h ∈ L2(Rd) は実数値関数としよう. このとき

(ε ̸= 0) (Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

EPEµE

[
J0Φ(σ0)e

−αΦE(
∫ t
0 σsjshds)εNtJtΨ(σt)

]
(2.5)

(ε = 0) (Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

EµE

[
J0Φ(σ)e

−αΦE(σ
∫ t
0 jshds)JtΨ(σ)

]
. (2.6)

証明: ε ̸= 0としよう. (2.3) からHΨ(σ) = (Hf + αϕ(h))Ψ(σ)− elog εΨ(−σ) が従う. [HL08,
Theorem 4.11] によって

(Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

EPEµE

[
J0Φ(σ0)e

−α
∫ t
0 σsΦE(jsf)ds+

∫ t+
0 log εdNsJtΨ(σt)

]
となる.

∫ t+

0
log εdNs = Nt log εなので (2.5) が従う. ε = 0としよう. ε → 0 のとき, (2.5)の

右辺の被積分関数は {Nt ≥ 1}上で消える. 一方 {Nt = 0}上で消えない. よって (2.6) が次
より得られる:

lim
ε→0

(Φ, e−tHΨ)H = lim
ε→0

et
∑
σ∈Z2

EPEµE

[
J0Φ(σ0)e

−αΦE(
∫ t
0 σsjshds)εNtJtΨ(σt)

]
= et

∑
σ∈Z2

EµE

[
J0Φ(σ)e

−αΦE(σ
∫ t
0 jshds)JtΨ(σ)

]
.
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終

この命題より熱半群を積分表示することができる:

e−tHΦ(σ) = etEP

[
J∗
0e

ΦE(−α
∫ t
0 σrjrhdr)JtΦ(σt)

]
. (2.7)

1lH = 1lL2(Z2) ⊗ 1lL2(Q)とおこう. 1lH に関する熱半群の期待値はあとで非常に重要になって
くる.

系 2.3 h ∈ L2(Rd)は実数値とする. このとき

(1lH , e−tH1lH ) = et
∑
σ∈Z2

EP

[
εNte

α2

2

∫ t
0 dr

∫ t
0 W (Nr−Ns,r−s)ds

]
, (2.8)

ここでW (x, s) = (−1)x

2

∫
Rd e

−|s|ω(k)|ĥ(k)|2dk.

証明: 命題 2.2 により (1lH , e−tH1lH ) = et
∑

σ∈Z2
EP

[
εNte

α2

2

∫ t
0 dr

∫ t
0 W (Nr+Ns,r−s)ds

]
. さらに 恒

等式W (Nr +Ns, r − s) = W (Nr −Ns, r − s)に注意すれば系が従う. 終

3 スピン・ボゾンハミルトニアンの基底状態
以降 h ∈ L2(Rd) でかつ実数値を断りなしに仮定する.

3.1 正値性改良型半群

E = inf σ(H)とし, Ker(H − E) の次元を評価したい.

系 3.1 ε ̸= 0とする. このとき e−tH , t > 0, は正値性改良型半群 i.e., (Ψ, e−tHΦ) > 0が任意
のΨ,Φ ≥ 0 (Ψ ̸≡ 0 ̸≡ Φ)で成立する.

証明: (Ψ, e−tHΦ) ≥ 0は自明なので (Ψ, e−tHΦ) ̸= 0を示す. (Ψ, e−tHΦ) = 0を仮定する. この

とき Jt は正値性保存作用素なので EP

[(
J0Ψ(σ), eΦE(−α

∫ t
0 σsjshds)εNtJtΦ(σt)

)
L2(QE)

]
= 0. こ

れは supp(J0Ψ(σ)) ∩ supp(JtΦ(σt)) = ∅ が殆ど至るところで成立するといっている. つまり
0 = (J0Ψ(σ), JtΦ(σt)) = (Ψ(σ), e−tHfΦ(σt)). しかし e−tHf は正値性改良型なのでΨ(σ) ≡ 0
またはΦ(σt) ≡ 0. これは矛盾であるから (Ψ, e−tHΦ) > 0が成立する. 終

3.2 基底状態の存在と一意性

ε = 0 のときH =

[
Hf + αϕ(h) 0

0 Hf − αϕ(h)

]
のように対角化される. 対角成分に表れた

Hf + αϕ(h)は van Hove ハミルトニアンとよばれている. それが一意的な基底状態をもつ必
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要十分条件は ĥ/ω ∈ L2(Rd)である. つまり ĥ/ω ∈ L2(Rd)のとき, そのときに限りH は２重
に縮退した基底状態をもつ. そこで ε ̸= 0の場合を考える. ΦT = e−T (H−E)1lH , T ≥ 0, とし

γ(T ) =
(1lH ,ΦT )

2

∥ΦT∥2
=

(1lH , e−TH1lH )2

(1lH , e−2TH1lH )
. (3.1)

と定める. 簡単に次を示すことができる:

命題 3.2 H が基底状態をもつための必要十分条件は lim
T→∞

γ(T ) > 0.

系 2.3 から

∥ΦT∥2 = e2TE
∑
σ∈Z2

EP

[
εNT e

α2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−T W (Nt−Ns,t−s)ds

]
, (3.2)

(1lH ,ΦT ) = eTE
∑
σ∈Z2

EP

[
εNT e

α2

2

∫ T
0 dt

∫ T
0 W (Nt−Ns,t−s)ds

]
. (3.3)

さらに ∣∣∣∣∫ 0

−T

dt

∫ T

0

W (Nt −Ns, t− s)ds

∣∣∣∣ ≤ 1

2
∥ĥ/ω∥2 (3.4)

が T とパスの両方に一様に成立することに注意せよ.

定理 3.3 ĥ/ω ∈ L2(Rd)とする. このとき H は一意的な基底状態をもつ.

証明:

∫ T

−T

dt

∫ T

−T

Wds =

∫ 0

−T

dt

∫ 0

−T

Wds+

∫ T

0

dt

∫ T

0

Wds+ 2

∫ 0

−T

dt

∫ T

0

Wdsと (3.4) から,

∥ΦT∥2 ≤ e2TE
∑
σ∈Z2

EP

[
εNT e

α2

2
(
∫ 0
−T dt

∫ 0
−T dsW (Nt−Ns,t−s)+

∫ T
0 dt

∫ T
0 dsW (Nt−Ns,t−s)+∥ĥ/ω∥2)

]
(3.5)

をえる. Nt と N−sの独立性と鏡映対称性から

∥ΦT∥2 ≤ e2TE
∑
σ∈Z2

(
EP

[
εNT e

α2

2

∫ T
0 dt

∫ T
0 dsW (Nt−Ns,t−s)

])2
e

α2

2
∥ĥ/ω∥2

≤

(
eTE

∑
σ∈Z2

EP

[
εNT e

α2

2

∫ T
0 dt

∫ T
0 dsW (Nt−Ns,t−s)

])2

e
α2

2
∥ĥ/ω∥2 = (1lH ,ΦT )

2e
α2

2
∥ĥ/ω∥2 .

その結果 γ(T ) ≥ e−
α2

2
∥ĥ/ω∥2 となる. つまり基底状態 φgが存在する. 系 3.1 から φg が正の

関数としていいので, 基底状態は定数倍をのぞいて一意である. 終

3.3 パリティー対称性

HSB はパリティー対称性をもつ. これをみよう. P = σz⊗(−1)N とする. ここでN = dΓ(1l)
は個数作用素. Spec(σz) = {−1, 1} と Spec(N) = {0, 1, 2, ...} から Spec(P ) = {−1, 1}が従
う. H と F↑ ⊕ F↓を同一視する. ここでF↑ とF↓ は F のコピーである. そうすると
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σX =

[
a b

c d

]
は σX

[
Ψ(+)

Ψ(−)

]
=

[
aΨ(+) + bΨ(−)

cΨ(+) + dΨ(−)

]
,

[
Ψ(+)

Ψ(−)

]
∈ F↑ ⊕ F↓と作用する. さらに

F は Fe ⊕Foと分解できる. ここでFe と Fo は F の部分空間で偶数個のボゾン，奇数個
のボゾンからなる空間を表す. i.e., Fe = ⊕∞

m=0F2m and Fo = ⊕∞
m=0F2m+1. F からFe と

Foへの射影を Pe と Poで表す. H+ = PeF↑ ⊕ PoF↓, H− = PoF↑ ⊕ PeF↓とおく.

補題 3.4 次が成立する

(1) H は H+ ⊕ H− と同一視できる. ただし

F↑ ⊕ F↓ ∋

[
Ψ(+)

Ψ(−)

]
7→

[
Ψ(+)e
Ψ(−)o

]
⊕

[
Ψ(+)o
Ψ(−)e

]
∈ H+ ⊕ H−.

ここでΨ(±)e = PeΨ(±), Ψ(±)o = PoΨ(±).

(2) [HSB, P ] = 0.

(3) H± は P の固有値 ±1対応した固有空間である.

(4) HSB はHSB = HSB⌈H+⊕HSB⌈H−と分解できる.

証明: 証明は初等的であるので省略する. 終

簡単に次のことが分かる.

(1) (Ψ, σxΦ) = 0, (U∗Ψ, σzU
∗Φ) = 0 が任意のΨ,Φ ∈ H±で成立.

(2) (Ψ, ϕ(f)Φ) = 0, (U∗Ψ, ϕ(f)U∗Φ) = 0 が任意の Ψ,Φ ∈ H±で成立.

基底状態のパリティーもわかる.

系 3.5 φSB を基底状態とする. このとき φSB ∈ H−.

証明: φSB = U∗φgに注意すれば

φSB = s− lim
T→∞

U∗e−TH1lH
∥U∗e−TH1lH ∥

= s− lim
T→∞

e−THSBU∗1lH
∥e−THSBU∗1lH ∥

.

1lH は

[
Ωb

Ωb

]
∈ F↑ ⊕ F↓ に対応していて, U∗1lH = 1

2

[
1 −1

1 1

][
Ωb

Ωb

]
=

[
0

Ωb

]
∈ H−. この

結果 Pe−THSBU∗1lH = e−THSBPU∗1lH = −e−THSBU∗1lH . I.e., e−THSBU∗1lH ∈ H−. これは
φSB ∈ H−を意味する. 終

系 3.1から φg は非負ベクトル ρ(σ, ϕ) =

{
1, σ = +1

0, σ = −1
と直交しないので

inf σ(H) = − lim
β→∞

1

β
log(ρ, e−βHρ) = − lim

β→∞

1

β
log eβEP

[
εNte

α2

2

∫ β
0

∫ β
0 W
]

(3.6)

をえる. 右辺の表現は [Hir99, Abd12]でも与えられている.
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4 基底状態に付随したパス上の測度

4.1 ε = 1の場合の局所弱収束

簡単のために ε = 1 とする. X = D(R; Z2) は Z2に値をとる càdlàg パス1 の空間とし G
は シリンダ集合から生成される σ-代数とする. つまり σ· : (Ω,Σ, P ) → (X ,G ) は X -値確
率変数. その像測度を Wσ, i.e., A ∈ G に対してWσ(A) = σ−1

· (A), そしてX 上の座標過程
を (Xt)t∈R, i.e., Xt(ω) = ω(t)とする. その結果ファインマン・カッツ公式は

(Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[
J0Φ(X0)e

−αΦE(
∫ t
0 Xsjshds)JtΨ(Xt)

]
(4.1)

で与えられる. ここで EWσ = Eσ
W である.

補題 4.1 Φ,Ψ ∈ H , s ∈ R, とする. このとき

(Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[
JsΦ(Xs)e

−αΦE(
∫ s+t
s Xrjrhdr)Js+tΨ(Xs+t)

]
. (4.2)

証明:トロッタ積公式 (Φ, e−tHΨ)H = lim
n→∞

(Φ, (e−
t
n
(εσx+ασz⊗ϕ(h))e−

t
n
Hf )nΨ)とe−|t−s|Hf = J∗

t Js

から
(Φ, e−tHΨ)H = et

∑
σ∈Z2

EPEµE

[
JsΦ(σ0)e

−αΦE(
∫ t
0 σrjs+rhdr)Js+tΨ(σt)

]
.

シフト不変性から

(Φ, e−tHΨ)H = et
∑
σ∈Z2

EPEµE

[
JsΦ(σs)e

−αΦE(
∫ t
0 σs+rjs+rhdr)Js+tΨ(σs+t)

]
.

よって補題が示せた. 終

Q[S,T ] = J∗
Se

ΦE(−α
∫ T
S Xsjshds)JT は L2(Q)上有界である. 実際 ∥Q[S,T ]∥ ≤ ∥Q[S,T ]∥L1(Q) ≤

e
α2

4
∥
∫ T
S Xsjshds∥2 となる. (Z2,B) は可測空間で, σ-代数BはB = {∅, {−1}, {+1}, Z2}.

系 4.2 −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn < ∞, A0, ..., An ∈ Bとする. このときグリーン関数の半
関数積分表示が次で与えられる:

(Φ, 1lA0e
−(t1−t0)H1lA1e

−(t2−t1)H · · · e−(tn−tn−1)H1lAnΨ)

= etn−t0
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[(
n∏

j=0

1lAj
(Xtj)

)
Φ(Xt0)Q[t0,tn]Ψ(Xtn)

]
. (4.3)

証明: Fs = σ(Nr, 0 ≤ r ≤ s) を自然なフィルトレイションとする. マルコフ性から(
e−sH1lAe

−tHΦ
)
(σ)

= es+tEP

[
J∗
0e

ΦE(−α
∫ s
0 σrjrhdr)Js1lA(σs)EP

[
J∗
0e

−αΦE(
∫ t
0 σr+sjrhdr)JtΦ(σt+s)

∣∣∣Fs

]]
= es+tEP

[
J∗
0e

ΦE(−α
∫ s
0 σrjrhdr)Js1lA(σs)J

∗
0e

−αΦE(
∫ t
0 σr+sjrhdr)JtΦ(σt+s)

]
= es+tEP

[
J∗
0e

−αΦE(
∫ s
0 σrjrhdr)Js1lA(σs)J

∗
0e

−αΦE(
∫ t
0 σr+sjrhdr)JtΦ(σt+s)

]
.

1右連続で左極限が存在するパスのこと.
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また J0 = U−sJsから(
e−sH1lAe

−tHΦ
)
(σ)

= es+tEP

[
J∗
0e

−αΦE(
∫ s
0 jrσrhdr)JsJ

∗
sUs1lA(σs)e

−αΦE(
∫ t
0 σr+sjrhdr)JtΦ(σt+s)

]
= es+tEP

[
J∗
0e

−αΦE(
∫ s
0 jrσrhdr)JsJ

∗
s 1lA(σs)e

−αΦE(
∫ t
0 σr+sjr+shdr)Jt+sΦ(σt+s)

]
. (4.4)

さらに (4.4)の JsJ
∗
s は省いてもいいので(

e−sH1lAe
−tHΦ

)
(σ) = es+tEP

[
J∗
0e

−αΦE(
∫ s+t
0 σrjrhdr)1lA(σs)Jt+sΦ(σt+s)

]
.

その結果

(Φ, 1lA0e
−sH1lA1e

−tH1lA2Ψ)

= es+t
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lA0(X0)1lA1(Xs)1lA2(Xs+t)

(
J0Φ(X0), e

−αΦE(
∫ s+t
0 Xrjrhdr)Jt+sΨ(Xt+s)

)]
.

これを繰り返せば

(Φ, 1lA0e
−(t1−t0)H1lA1e

−(t2−t1)H · · · e−(tn−tn−1)H1lAnΨ)

= etn−t0
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[(
n∏

j=0

1lAj
(Xtj−t0)

)
Φ(X0)Q[0,tn−t0]Ψ(Xtn−t0)

]
(4.5)

となる. σtのシフト不変性から系が従う. 終

系 4.3 −∞ < t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn < ∞, A0, ..., An ∈ Bとしよう. このとき

(1lA0 , e
−(t1−t0)H1lA1e

−(t2−t1)H · · · e−(tn−tn−1)H1lAn)

= etn−t0
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
e

α2

2

∫ tn
t0

dt
∫ tn
t0

dsW (Xs,Xt,t−s)
n∏

j=0

1lAj
(Xtj)

]
. (4.6)

ここでW (x, y, t) =
xy

2

∫
Rd

e−|t|ω(k)|ĥ(k)|2dk.

証明: 系 4.2 から (4.6)の左辺 = etn−t0
∑

σ∈Z2
Eσ
W

[
EµE

[
Q[t0,tn]

]∏n
j=0 1lAj

(Xtj)
]
. よって系が

従う. 終

ĥ/ω ∈ L2(Rd)を仮定する. このとき基底状態 φg ∈ H が存在する. G[−T,T ] = σ(Xt, t ∈
[−T, T ]) としF =

∪
T≥0 G[−T,T ]としよう. 確率測度 µT を (X , σ(F)) の上に次で定義する:

µT (A) =
e2T

ZT

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lAe

α2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (Xt,Xs,t−s)

]
, A ∈ σ(F). (4.7)

ここで ZT は正規化定数である. 後で示すようにこれは有限体積ギブス測度になる. µT があ
る測度 µ∞ に収束することを示したい.
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定義 4.4 µ∞を (X , σ(F))上の確率測度としよう. µT が µ∞ に局所弱収束 (local weak con-
vergnece)するとは limn→∞ µT (A) = µ∞(A) が任意のA ∈ G[−t,t] と t ≥ 0で成り立つことで
ある.

この定義によりµT → µ∞(局所弱収束)のとき limT→∞ EµT
[f ] = Eµ∞ [f ]が任意の有界なG[−t,t]-

可測関数 f に対していえる.
少し議論が込み入っているので, アウトラインを示す. µT は (X , σ(F))上の確率測度だっ
た. ここで ρT という (X ,G[−T,T ])上の確率測度を定義して, µT (A) = ρT (A), A ∈ G[−T,T ],
を有限次元分布を比べてコルモゴロフの拡張定理を使って示す. さらに ρT (A) → µ(A)と
なることを基底状態の存在を使って示す. ここで µは加法的集合族 (X ,F)上の加法的集合
関数で, 基底状態を用いて定義される. Hopfの拡張定理より µの拡大である確率測度 µ∞が
(X , σ(F))上に存在することが示せるから, 結局 µT (A) → µ∞(A)が任意のA ∈ F で示せた
ことになる.
有限次元分布

µΛ
T (A0 × · · · × An) =

e2T

ZT

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Xtj)

)
e

α2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (Xt,Xs,t−s)

]
(4.8)

は (ZΛ
2 ,B

Λ)上の確率測度になる. ここで ZΛ
2 = ×n

j=1Z
tj
2 , BΛ = ×n

j=1B
tj (Λ = {t1, ..., tn}), そ

して Ztj
2 とBtj は 各々Z2 と Bのコピーである. F は有限加法族であり, (X ,F)上の加法

的集合関数を次で定義する:

µ(A) = e2Ete2t
∑
σ∈Z2

Eσ
W
[
1lA(φg(X−t), Q[−t,t]φg(Xt))H

]
, A ∈ G[−t,t]. (4.9)

注意 4.5 (1)µ(X ) = (φg, e
−2t(H−E)φg) = 1に注意せよ. (2) µ はwell definedである. I.e.,

µ(A) = e2Ete2t
∑
σ∈Z2

Eσ
W
[
1lA(φg(X−t), Q[−t,t]φg(Xt))H

]
= e2Ese2s

∑
σ∈Z2

Eσ
W
[
1lA(φg(X−s), Q[−s,s]φg(Xs))H

]
がA ∈ G[−t,t] ⊂ G[s,−s]で示せる.

補題 4.6 (X , σ(F))上の確率測度 µ∞で µ∞⌈F= µとなるものが存在する. 特に µ∞(A) =
µ(A)が任意のA ∈ G[−t,t] (t ∈ R)に対して成り立つ.

証明: ∪∞
j=1Aj ∈ F かつ Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j) としよう. このとき, ある t > 0が存在して

∪∞
j=1Aj ∈ G[−t,t]. よって

µ(∪∞
j=1Aj) = e2Ete2t

∑
σ∈Z2

Eσ
W [1l∪∞

j=1Aj
(φg(X−t), Q[−t,t]φg(Xt))] =

∞∑
j=1

µ(Aj)

がルベーグの優収束定理から従う. よってµは (X ,F)上の完全加法的集合関数になり, Hopf
の拡張定理から一意的な測度 µ∞が (X , σ(F))上に存在し µ∞⌈F= µをみたす. 終

µT (A) → µ∞(A) (A ∈ G[−t,t]) を示すためにもう一つの確率測度 ρT を (X ,G[−T,T ]) 上に次
のように定める: A ∈ G[−t,t] (t ≤ T ) に対して

ρT (A) = e2Ete2t
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lA

(
ΦT−t(X−t)

∥ΦT∥
, Q[−t,t]

ΦT−t(Xt)

∥ΦT∥

)]
. (4.10)
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注意 4.7 ρT も µT 同様にwell definedであることが示せる. I.e.,

ρT (A) = e2Ete2t
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lA

(
ΦT−t(X−t)

∥ΦT∥
, Q[−t,t]

ΦT−t(Xt)

∥ΦT∥

)]
= e2Ese2s

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lA

(
ΦT−s(X−s)

∥ΦT∥
, Q[−s,s]

ΦT−s(Xs)

∥ΦT∥

)]
がA ∈ G[−t,t] ⊂ G[−s,s] ⊂ G[−T,T ]で示せる.

Λ = {t0, ..., tn} ⊂ [−T, T ]をインデックスにもつ (ZΛ
2 ,B

Λ)上の確率測度の族 ρΛT を次で定義
する:

ρΛT (A0 × · · · × An) = e2Ete2t
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
n∏

j=0

1lAj
(Xtj)

)(
ΦT−t(X−t)

∥ΦT∥
, Q[−t,t]

ΦT−t(Xt)

∥ΦT∥

)]
.

(4.11)

補題 4.8 Λ = {t0, t1, ..., tn}, A0 × . . .× An ∈ BΛとする. このとき

µΛ
T (A0 × · · · × An) = ρΛT (A0 × · · · × An).

証明: 系 4.2 によって

µΛ
T (A0 × · · · × An) =

1

∥ΦT∥2
(1lH , e−(t0+T )H1lA0e

−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne
−(T−tn)H1lH ).

ΦT−t の定義によって

µΛ
T (A0 × · · · × An) =

e2Et

∥ΦT∥2
(ΦT−t, e

−(t0+t)H1lA0e
−(t1−t0)H1lA1 · · · 1lAne

−(t−tn)HΦT−t)

となる. また系 4.2 によってさらに

µΛ
T (A0 × · · · × An) = e2Ete2t

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
n∏

j=0

1lAj
(Xtj)

(
ΦT−t

∥ΦT∥
(X−t), Q[−t,t]

ΦT−t(Xt)

∥ΦT∥

)]
= ρΛT (A0 × · · · × An).

よって補題が示せた． 終

Z2-値パス全体を Z(−∞,∞)
2 = {ω : (−∞,∞) → Z2}としよう.

補題 4.9 t ≤ T としA ∈ G[−t,t]とする. このとき µT (A) = ρT (A).

証明: 確率測度の族 µΛ
T , Λ ∈ R, がコルモゴロフの consistency条件:

µ
{t0,...,tn,s1,...,sm}
T (A0 × · · · × An ×

m∏
Z2) = µ

{t0,...,tn}
T (A0 × · · · × An)

を満たすことが分かる. いま射影 πΛ : Z(−∞,∞)
2 → ZΛ

2 を πΛ(ω) = (ω(t1), . . . , ω(tn)) (Λ =
{t1, . . . , tn})によって定義する. このとき AT = {π−1

Λ (E) |Λ ⊂ [−T, T ],#Λ < ∞, E ∈ BΛ}
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は有限加法族になる. よってコルモゴロフの拡張定理によって (Z(−∞,∞)
2 , σ(AT ))上の確率測

度 µ
(−∞,∞)
T で

µ
(−∞,∞)
T (π−1

Λ (A0 × · · · × An)) = µΛ
T (A0 × · · · × An) (4.12)

となるものが一意的に存在する. Z(−∞,∞)
2 = X と σ(AT ) = G[−T,T ] に注意せよ. 一方

µT (π
−1
Λ (A0 × · · · × An)) = µΛ

T (A0 × · · · × An)

となり, さらに µT ⌈G[−T,T ]
は (X ,G[−T,T ])上の確率測度. よって µ

(−∞,∞)
T = µT ⌈G[−T,T ]

がコル
モゴロフの拡張定理の一意性よりわかる. 補題 4.8 から

µΛ
T (A0 × · · · × An) = ρΛT (A0 × · · · × An) = ρT (π

−1
Λ (A0 × · · · × An))

がわるので, ρT (A) = µ
(−∞,∞)
T (A) (A ∈ G[−t,t])もコルモゴロフの拡張定理の一意性よりわか

る. よって µ
(−∞,∞)
T = µT ⌈G[−T,T ]

とあわせれば µT (A) = ρT (A) (A ∈ G[−t,t]) がわかる. 終

定理 4.10 ĥ/ω ∈ L2(Rd)を仮定する. このとき (X , σ(F))上の確率測度 µT は T → ∞で
µ∞ へ局所弱収束する.

証明: 補題 4.9によって lim
T→∞

ρT (A) = µ∞(A) (A ∈ G[−T,T ])を示せば十分. ΦT−t/∥ΦT∥ → φg

(T → ∞) なので, ΦT−t(σ)/∥ΦT∥ → φg(σ) がわかる. Q[−t,t] は有界作用素なので,

lim
T→∞

ρT (A) = lim
T→∞

e2te2Et
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
ΦT−t(X−t)

∥ΦT∥
, Q[−t,t]

ΦT−t(Xt)

∥ΦT∥

)
1lA

]
= e2te2Et

∑
σ∈Z2

Eσ
W
[(
φg(X−t), Q[−t,t]φg(Xt)

)
1lA
]
= µ∞(A)

となり, 定理が従う. 終

4.2 一般の εの場合の局所弱収束

ε > 0としよう. tH = εt
(
−σx ⊗ 1l + 1l⊗ 1

ε
Hf +

α
ε
σz ⊗ ϕ(ĥ)

)
となるから

(Φ, e−tHΨ)H = eεt
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[
Jε
0Φ(X0)e

−(α/ε)ΦE(
∫ εt
0 Xsjεshds)Jε

tΨ(Xεt)
]
. (4.13)

ここで Jε
t と jεt は ω を ω/εに置換えたものである. (X , σ(F))上の確率測度 µε

T を

µε
T (A) =

e2εT

ZεT

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
1lAe

α2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−T dsW (Xεt,Xεs,t−s)

]
, A ∈ σ(F), (4.14)

で定める. (X ,F)上の加法的集合関数を次で定める:

µε(A) = e2Eεte2εt
∑
σ∈Z2

Eσ
W [1lA(φg(X−εt), Q

(ε)
[−εt,εt]φg(Xεt)H ], A ∈ G[−εt,εt].

ここでQ
(ε)
[−εt,εt] = Jε∗

−εte
ΦE(−(α/ε)

∫ εt
−εt Xsjεshds)Jε

εt. 補題 4.6と同様にして (X , σ(F))上に一意的に
確率測度µε

∞でµε
∞⌈F= µεとなるものが存在する. さらに定理 4.10と同様に limT→∞ µε

T (A) =
µε
∞(A) (A ∈ G[−t,t]) が示せる. まとめると
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定理 4.11 ĥ/ω ∈ L2(Rd)とする. このとき (X , σ(F))上の確率測度 µε
T は T → ∞で µε

∞ に
局所弱収束する.

4.3 ギブス測度

この章ではギブス測度の定義を与える. (Ω,F , Q) を確率測度空間とし (Yt)t∈R は càdlàg
パスをもった確率過程とする. FT = σ(Yr,−T ≤ r ≤ T ), TT = σ(Yr, r ∈ [−T, T ]c)としよ
う. V : Rd → R, W : Rd × Rd × R → R はボレル可測関数で外場ポテンシャルとペアポテ
ンシャルと呼ばれている. V が任意の有界区間 I に対して 0 < EQ[e

−
∫
I V (Ys)ds] < ∞ のとき

admissible 外場ポテンシャルといわれる. さらにW は
∫∞
−∞ supx,y∈Rd |W (x, y, s)|ds < ∞ の

とき admissible ペアポテンシャルといわれる. Admissible ポテンシャル V ,W , 0 < S ≤ T
に対して関数

ET =

∫ T

−T

V (Yt)dt+

(∫
R
ds

∫ T

−T

dt+

∫ T

−T

ds

∫
R
dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|), (4.15)

ES,T =

∫ T

−T

V (Yt)dt+

(∫ S

−S

ds

∫ T

−T

dt+

∫ T

−T

ds

∫ S

−S

dt

)
W (Yt, Ys, |t− s|) (4.16)

を定義し, さらに Y ∈ Ωに対して (Ω,F ) 上の測度 QY
T で EQY

T
[fg] = EQ[f |TT ](Y )g(Y )

を満たすものを定める. ここで f は有界FT -可測関数, g は有界 TT -可測間数である, i.e.,
QY

T [A] = EQ[1lA|TT ](Y ).

定義 4.12 V と W は admissible ポテンシャルとする.

(1) (Ω,F )上の確率測度PT は次を満たすとき, 区間 [−T, T ] に対する, reference 測度Qと
ポテンシャル V , W をもつ有限体積ギブス測度といわれる.

(i) PT ⌈FT
≪ Q⌈FT

(ii) 有界 F -可測関数 f に対して EPT
[f |TS](Y ) =

E
QY
S
[fe

−ES,T ]

E
QY
S
[e

−ES,T ]
, PT -a.s.

(2) (Ω,F )上の確率測度 P は次を満たすとき, reference 測度Q とポテンシャル V , W を
もつギブス測度といわれる. 確率測度 P はギブス測度 といわれる.

(i) P ⌈FT
≪ Q⌈FT

(ii) 有界F -可測関数 f に対して EP [f |TT ](Y ) =
E
QY
T
[fe−ET ]

E
QY
t
[e−ET ]

, P -a.s.

命題 4.13 V と W を admissible なポテンシャルとしよう.

(1) T > 0に対して dPT = 1
ZT

e−ET,T dQ は有限体積ギブス測度になる. ここで ZT は正規
化定数.

(2) PT (A) → P∞(A) (T → ∞) が任意のA ∈ Ftで成り立ち,かつ P∞⌈FT
≪ Q⌈FT

が全て
の T で成立するとき確率測度 P∞ はギブス測度になる.
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証明: (1) は [LHB11]の Proposition 4.1, (2) は [LHB11]の Proposition 4.2を参照せよ. 終

Z2上の Bernoulli 測度 ν(σ) = 1
2
(δ−1(σ)+ δ+1(σ)) によって (X , σ(F))上の確率測度 N を

N (A) = EνEσ
W [1lA] によって定義する.

定理 4.14 ĥ/ω ∈ L2(Rd)を仮定する. このときµε
∞ は (X , σ(F))上のギブス測度になる. こ

こで reference測度はN ,外場ポテンシャルはなし,ペアポテンシャルはW (Xεt, Xεs, |t−s|) =
1
2
XεtXεs

∫
Rd e

−|t−s|ω(k)|ĥ(k)|2dkである.

証明: 確率測度 µε
T は有限体積ギブス測度になることが命題 4.13 の (1) と (4.14)からわかる.

定理 4.11 から µε
T (A) → µε

∞(A) (T → ∞) が任意のA ∈ G[−t,t]で成り立つことがわかる. さ
らにA ∈ G[−t,t] に対して,

µε
∞(A) = e2Eεte2εt

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
φg(X−εt), Q

(ε)
[−εt,εt]φg(Xεt)

)
1lA

]
≤ 2e2Eεte2εt∥Q(ε)

[−εt,εt]∥L1(Q)N (A) ≤ 2e2Eεte2εteα
2t2∥h∥2N (A)

となる. よって µε
∞⌈Ft≪ N ⌈Ft が 任意の t > 0に対して成り立つので命題 4.13の (2)から

定理が従う. 終

5 基底状態の性質

5.1 ξ(σ)F (ϕ(f))の期待値

定理 5.1 f はX 上の G[−εt,εt]-可測関数とする. このとき

Eµε
∞ [f ] = e2Eεte2εt

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
φg(X−εt), Q

(ε)
[−εt,εt]φg(Xεt)

)
f
]
. (5.1)

証明: A ∈ G[−εt,εt] に対してµε
∞(A) = e2εte2Eεt

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
φg(X−εt), Q

(ε)
[−εt,εt]φg(Xεt)

)
1lA

]
な

ので (5.1) が従う. 終

定理 5.1 からすぐに次が従う.

系 5.2 fj : Z2 → C, j = 0, ..., n, は有界関数とする. このとき

Eµε
∞

[
n∏

j=0

fj(Xεtj)

]
= (φg, f0e

−(t1−t0)(H−E)f1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)fnφg). (5.2)

特に任意の有界関数 ξ, f と g に対して

Eµε
∞ [ξ(X0)] = (φg, ξ(σ)φg), (5.3)

Eµε
∞ [f(Xt)g(Xs)] = (f(σ)φg, e

−|t−s|(H−E)g(σ)φg). (5.4)
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証明: Aj ∈ B, j = 0, 1, ..., n, に対して, 次が従う:

Eµε
∞

[
n∏

j=0

1lAj
(Xεtj)

]
= e2εte2Eεt

∑
σ∈Z2

Eσ
W

[(
φg(X−εt), Q

(ε)
[−εt,εt]φg(Xεt)

) n∏
j=0

1lAj
(Xεtj)

]
= (φg, 1lA0e

−(t1−t0)(H−E)1lA1 · · · e−(tn−tn−1)(H−E)1lAnφg).

よって (5.2) が得られる. 終

補題 5.3 F は実数値有界関数, f ∈ L2(Rd), ξ : Z2 → C は有界としよう. このとき

(e−TH1lH , ξ(σ)F (ϕ(f))e−TH1lH ) = e2εT
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[
ξ(X0)e

−α
ε
ΦE(

∫ εT
−εT Xsjshds)F (ΦE(j0f))

]
.

証明: 汎関数積分表示から

(e−THξ(σ)F (ϕ(f))e−TH1lH )(σ) = e2εTEσ
W

[
Q

(ε)
[−εT,0]ξ(X0)F (ϕ(f))EX0

W

[
Q

(ε)
[0,εT ]1lH (XεT )

]]
.

ここでQ
(ε)
[S,T ] = Jε∗

S eΦE(−α
ε

∫ T
S Xsjεshds)Jε

T . よって系 4.2の証明と同様にして, (Nt)t∈Rのマルコ
フ性から補題が従う. 終

定理 5.4 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値関数, ξ : Z2 → C は有界関数, そして β ∈ Rと
しよう. このとき

(φg, ξ(σ)e
iβϕ(f)φg) = e−

β2

4
∥f∥2Eµε

∞

[
ξ(X0)e

iβK(f)
]
. (5.5)

ここでK(f) = −α
2

∫∞
−∞(e−|r|ωĥ, f̂)Xεrdr は (X , σ(F)) 上の確率変数である.

証明: (φg, ξ(σ)e
iβϕ(f)φg) = lim

T→∞
(
ΦT

∥ΦT∥
, ξ(σ)eiβϕ(f)

ΦT

∥ΦT∥
)に注意せよ. また補題 5.3 から

(
ΦT

∥ΦT∥
, ξ(σ)eiβϕ(f)

ΦT

∥ΦT∥

)
=

1

ZεT

e2εT
∑
σ∈Z2

Eσ
WEµE

[
ξ(X0)e

−α
ε
ΦE(

∫ εT
−εT Xsjshds)eiβΦE(j0f)

]
.

µE に関する期待値は厳密に計算できて

(φg, ξ(σ)e
iβϕ(f)φg)

= lim
T→∞

e−
β2

4
∥f∥2 1

ZεT

e2T
∑
σ∈Z2

Eσ
W

[
ξ(X0)e

α2

2

∫ T
−T dt

∫ T
−T W (Xεt,Xεs,t−s)dsei

αβ
2

∫ T
−T ds(e−|s|ωĥ,f̂)Xεs

]
= lim

T→∞
e−

β2

4
∥f∥2Eµε

T

[
ξ(X0)e

iαβ
2

∫ T
−T ds(e−|s|ωĥ,f̂)Xεs

]
.

|
∫∞
−∞ dsXεs(e

−|s|ωĥ, f̂)| ≤ 2∥ĥ/ω∥∥f̂∥ < ∞に注意せよ. µT は局所弱収束するので, 後ほど
述べる補題 5.12の telescoping と同じようにすれば補題が従う. 終

定理 5.4 から関数 (φg, ξ(σ)F (ϕ(f))φg) はパス測度 µε
∞の平均で表せる. F が多項式かシュ

ワルツテスト関数の場合を考えよ. φg ∈ D(e+βN)が任意の β > 0で成立することを後ほど
系 5.14 で示すことを注意しておく. 特に φg ∈ D(ϕ(f)n) が全ての n ∈ Nで成り立つ.
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系 5.5 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値, そして ξ : Z2 → C は有界関数としよう. また
hn(x) = (−1)nex

2/2 dn

dxn e
−x2/2 は n次のエルミート多項式とする. このとき

(φg, ξ(σ)ϕ(f)
nφg) = inEµε

∞

[
ξ(X0)hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
.

]
(∥f∥/

√
2)n, n ∈ N. (5.6)

証明:

e−β2∥f∥2/4eiβK(f) =
∞∑
n=0

hn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(−β∥f∥/

√
2)n

n!
. (5.7)

よって
1

in
dn

dβn
e−β2|f |2/4eiβK(f)

⌈
β=0

= inhn

(
−iK(f)

∥f∥/
√
2

)
(∥f∥/

√
2)n (5.8)

が従う. (5.8) と (φg, ξ(σ)ϕ(f)
nφg) =

1
in

dn

dβn e
−β2

4
∥f∥2Eµε

∞ [ξ(X0)e
iβK(f)]

⌈
β=0
から (5.6)が従う.

終

系 5.6 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値, F ∈ S (R), そして ξ : Z2 → C は有界関
数とする. このとき (φg, ξ(σ)F (ϕ(f))φg) = Eµε

∞ [ξ(X0)Gf (K(f))]. ここで Gf = F̌ ∗ ǧ,

g(β) = e−β2∥f∥2/4.

証明: F (ϕ(f)) = (2π)−1/2
∫∞
−∞ F̌ (β)eiβϕ(f)dβなので,

(φg, ξ(σ)F (ϕ(f))φg) = (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
F̌ (β)e−

β2

4
∥f∥2Eµε

∞

[
ξ(X0)e

iβK(f)
]
dβ. (5.9)

よって系が従う. 終

eiβϕ(h)の正規化を [eiβϕ(h)]ren = eiβϕ(h)

(1l,eiβϕ(h)1l)
= e+β2∥h∥2/4eiβϕ(h) によって定義する. Fren(ϕ(h))

を Fren(ϕ(h)) = (2π)−1/2
∫
F̌ (β)[eiβϕ(h)]rendβによって定義する. 定理 5.4 と系 5.6 によって

次に系が従う.

系 5.7 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値, F ∈ S (R) そして ξ : Z2 → C は有界関数とし
よう. このとき (φg, ξ(σ)Fren(ϕ(f))φg) = Eµε

∞ [ξ(X0)F (K(f))] .

5.2 ガウスdominationと指数モーメント

調和振動子の任意の固有ベクトルは e−|x|2/2のオーダーで減衰することは, 固有ベクトルが
エルミート多項式×e−|x|2/2で与えられることから分かる. スピン・ボゾンハミルトニアンの
固有ベクトルも同様にガウス型に減衰することが予想される.

補題 5.8 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値関数としよう. このとき全ての β > 0に対
して,

(φg, e
−βϕ(f)2φg) =

1√
1 + β∥f∥2

Eµε
∞

[
e
− βK2(f)

1+β∥f∥2

]
. (5.10)
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証明: 定理 5.4によって

(φg, e
−(β2/2)ϕ(f)2φg) = (2π)−1/2

∫
R
e−k2/2(φg, e

iβkϕ(f)φg)dk

= (2π)−1/2

∫
R
e−k2/2e−k2∥f∥2/4Eµε

∞

[
eiβkK(f)

]
dk =

1√
1 + β2∥f∥2/2

Eµε
∞

[
e
− β2K2(f)/2

1+β2∥f∥2/2

]
がわかる. β2/2 を βに置き換えれば補題が示せる. 終

定理 5.9 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値関数としよう. |β| < 1/∥f∥2を仮定する. この
とき φg ∈ D(e(β/2)ϕ(f)

2
) かつ

∥e(β/2)ϕ(f)2φg∥2 =
1√

1− β∥f∥2
Eµε

∞

[
e

βK2(f)

1−β∥f∥2

]
. (5.11)

証明: 証明は [Hir04, Theorem 10.12]と殆ど同じ. B = {z ∈ C||z| < 1/∥f∥2}, C+ = {z|ℜz >
0} そして C− = {z|ℜz < 0}としよう.

ρ(z) =
1√

1 + z∥f∥2
Eµε

∞

[
e
− zK2(f)

1+z∥f∥2

]
, (z > 0) (5.12)

とおく. このとき ρ(z) は C+ ∪ B へ解析接続できる. なぜなら |K(f)| ≤ α∥f∥∥ĥ/ω∥ が
パスに一様に成り立つので. この解析接続された関数を ρ̄(z)で表す. w ∈ R ∩ B とし
Bδ(w) = {z ∈ C||z − w| < δ} は半径 δ の C上の球とする. 任意の δで δ < 1/∥f∥2となるも
のをとり, そしてw が Bδ(w)∩C− ∩B ̸= ∅をみたすとする. ρ̄(z) を次のように級数展開する

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)nbn(w), z ∈ Bδ(w) ∩B. (5.13)

一方 C+ ∋ z 7→ (φg, e
−zϕ(f)2φg) ∈ C は C+上で微分可能, なぜなら φg ∈ D(ϕ(f)2). よってそ

れは C+上で解析的である. 次を得る:

(φg, e
−zϕ(f)2φg) =

∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ C+. (5.14)

ここで E は φgに関する ϕ(f)2 のスペクトル測度. (5.13), (5.14) と ρ̄(z) = (φg, e
−zϕ(f)2φg)

(z ∈ C+) を比べれば,

bn(w) =
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ (5.15)

がわかる. (5.15) を (5.13)へ代入すれば,

ρ̄(z) =
∞∑
n=0

(z − w)n
1

n!

∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ, z ∈ Bδ(w) ∩B, (5.16)

がわかり, さらに右辺が絶対収束することもわかる i.e.,

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣ < ∞ (5.17)
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(z ∈ Bδ(w) ∩B). よって z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ Rに対して,∫ M

0

e−zλdEλ ≤
∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ M

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

λne−wλdEλ

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

|z − w|n 1

n!

∣∣∣∣∫ ∞

0

(−λ)ne−wλdEλ

∣∣∣∣ < ∞

が (5.17)から従う. これは limM→∞
∫M

0
e−zλdEλ < ∞ (z ∈ Bδ(w) ∩ B ∩ R)を意味する. 単

調収束定理から
∫∞
0

e−zλdEλ < ∞. よって φg ∈ D(e−(z/2)ϕ(f)2). そして

∥e−(z/2)ϕ(f)2φg∥2 = ρ̄(z), z ∈ Bδ(w) ∩B ∩ R, (5.18)

となる. いま, 任意の δ < 1/∥f∥2に対して, w ∈ R ∩B で C− ∩B ∩Bδ(w) ̸= ∅となるものが
存在するので, 定理が示せた. 終

定理 5.9 から ∥e(β/2)ϕ(f)2φg∥の極限を調べることが出来る.

系 5.10 ĥ/ω ∈ L2(Rd) とし f ∈ L2(Rd) は実数値関数ならば lim
β→1/∥f∥2+

∥e(β/2)ϕ(f)2φg∥ = ∞

となる.

証明: これは (5.11)から簡単にえられる. 終

定理 5.9 から ∥e(β/2)ϕ(f)2φg∥ < ∞がわかった. これから場の作用素の指数モーメントを求
めることが出来る.

系 5.11 ĥ/ω ∈ L2(Rd) とし f ∈ L2(Rd) は実数値関数とする. このとき φg ∈ D(eβϕ(f)) かつ

(φg, e
βϕ(f)φg) = (φg, cosh(βϕ(f))φg) = e

β2

4
∥f∥2Eµε

∞

[
eβK(f)

]
, (5.19)

(φg, σe
βϕ(f)φg) = (φg, σ sinh(βϕ(f))φg) = e

β2

4
∥f∥2Eµε

∞

[
X0e

βK(f)
]
. (5.20)

証明: 簡単のために βf を f に置き換える. 母関数 exy−
1
2
y2 =

∑∞
n=0 hn(x)

yn

n!
と和 (5.6) から

lim
M→∞

(φg,

M∑
n=0

1

n!
ϕ(f)nφg) = e

1
4
∥f∥2Eµε

∞

[
eK(f)

]
(5.21)

がわかる. 左辺が (φg, e
ϕ(f)φg)に収束することを示す必要がある. (φg, ϕ(f)

nφg) = 0 が奇数
nに対して成り立つことを注意しよう. この結果 (φg,

∑M
n=0

1
(2n)!

ϕ(f)2nφg) のM → ∞を調べ
れば十分である. 定理 5.9 から ∥eϕ(f)2/(4∥f∥2)φg∥ < ∞. E を φg に関する ϕ(f) のスペクトル
測度とする. このとき

(φg,

M∑
n=0

1

(2n)!
ϕ(f)2nφg) =

∫
R

M∑
n=0

1

(2n)!
λ2ne−λ2/(4∥f∥2)eλ

2/(4∥f∥2)dEλ.
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eλ
2/(4∥f∥2) は定理 5.9によってスペクトル測度Eλに関して可積分.

M∑
n=0

1

(2n)!
λ2ne−λ2/(4∥f∥2) は

cosh(λ)e−λ2/(4∥f∥2) (M ↑ ∞)へ単調増加, そして cosh(λ)e−λ2/(4∥f∥2)は有界, よって

lim
M→∞

∫
R

M∑
n=0

1

n!
λndEλ =

∫
R
eλdEλ < ∞

が単調収束定理よりわかる. これは φg ∈ D(eϕ(f)) と (5.19)を意味する. (5.20) もまた (5.19)
と同様に示せる. 終

5.3 第2量子化作用素の期待値

[GHPS12, Section 3.2] と同様に次が示せる:

(ΦT , ξ(σ)e
−βdΓ(ρ)ΦT )

∥ΦT∥2
= Eµε

T

[
ξ(X0)e

−α2
∫ 0
−T dt

∫ T
0 W ρ,β(Xεt,Xεs,t−s)ds

]
. (5.22)

ここでW ρ,β
∞ =

∫ 0

−∞ dt
∫∞
0

W ρ,β(Xεt, Xεs, t− s)dsでペアポテンシャルは

W ρ,β(x, y, T ) =
xy

2

∫
Rd

|ĥ(k)|2e−|T |ω(k)(1− e−βρ(k))dk.

|W ρ,β
∞ | ≤ ∥ĥ/ω∥2/2 < ∞がパスに一様に成立することに注意しよう.

定理 5.12 ĥ/ω ∈ L2(Rd)としよう. ξ : Z2 → C は有界関数とする. このとき

(φg, ξ(σ)e
−βdΓ(ρ)φg) = Eµε

∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]
, β > 0. (5.23)

証明: 簡単のためにW ρ,β
T =

∫ 0

−T
ds
∫ T

0
W ρ,β(Xεt, Xεs, t− s)dtとおく. 任意の δ > 0に対して,

ある Sδ で |W ρ,β
T −W ρ,β

∞ | ≤ δ (∀T > Sδ)がパスに一様に成立するものが存在する.

EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
T

]
− Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]
= EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
T

]
− EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]

+ EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]
− Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]

と分解する. まず ∣∣∣EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
T

]
− EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]∣∣∣ ≤ Cδ (5.24)

となる定数Cがある. 第 2項は次のように評価できる∣∣∣EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]
− Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]∣∣∣

≤
∣∣∣EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]
− EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
Sδ

]∣∣∣ (5.25)

+
∣∣∣EµT

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
Sδ

]
− Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
Sδ

]∣∣∣ (5.26)

+
∣∣∣Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
Sδ

]
− Eµ∞

[
ξ(X0)e

−α2W ρ,β
∞
]∣∣∣ . (5.27)
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(5.25) と (5.27)に対して再度 (5.24)と同じ上限をえる. 定理 4.10によって (5.26) は T → ∞
のときゼロに収束する. 終
以下で特別な場合について述べる.

系 5.13 ĥ/ω ∈ L2(Rd) とし ξ : Z2 → C は有界関数とする. このとき

(φg, ξ(σ)e
−βNφg) = Eµε

∞

[
ξ(X0)e

−α2(1−e−β)W∞
]
, (5.28)

ここでW∞ =
∫ 0

−∞ dt
∫∞
0

W (Xεt, Xεs, t− s)ds.

証明: 定理 5.12で ρ を 1l におきかえればいい. 終

系 5.14 ĥ/ω ∈ L2(Rd)とする. このとき φg ∈ D(eβN) が全ての β ∈ C で成立し

(φg, e
βNφg) = Eµε

∞

[
e−α2(1−eβ)W∞

]
(5.29)

となる. 特に φg ∈ D(e+βN)が全ての β > 0で成り立つ.

証明: 証明は定理 5.9 の証明と同じ 終
この系の主張は, 結合定数がゼロの場合は, その基底状態のボゾン数はゼロであるが, 結合
定数が非零であっても基底状態のボゾン数が期待値の意味で非常に少ないということをいっ
ている.

系 5.15 ĥ/ω ∈ L2(Rd)としよう. このとき

(φg, (−1)Nφg) = Eµε
∞

[
e−2α2W∞

]
, (5.30)

(φg, ξ(σ)(−1)Nφg) = Eµε
∞

[
ξ(X0)e

−2α2W∞
]
. (5.31)

特に

(φg, (−1)Nφg) = Eµε
∞

[
e−2α2W∞

]
≥ e−α2∥ĥ/ω∥2 > 0, (5.32)

(φg, σ(−1)Nφg) = Eµε
∞

[
X0e

−2α2W∞
]
= −1 < 0. (5.33)

証明: (5.30) と (5.31)は (5.28) から従い, (5.32) は (5.31)の右辺から従う. φSB ∈ H−に注意
すれば, PφSB = σx(−1)NφSB = −φSBをえる. 特に Eµε

∞

[
X0e

−2α2W∞
]
= (φg, σ(−1)Nφg) =

(φSB, PφSB) = −1. 終

系 5.16 ĥ/ω ∈ L2(Rd)としよう. このとき

(φg, N
mφg) =

m∑
r=1

ar(m)α2rEµε
∞ [W r

∞] , (5.34)

ここで ar(m) = (−1)r

r!

∑r
s=1(−1)s

(
r
s

)
sm.

証明: (5.34) = (−1)mdm(φg,e−βNφg)

dβm ⌈β=0 であるから,

dme−a(1−e−β)

dβm
= (−1)m

m∑
r=1

ar(m)e−rβ(−a)re−a(1−e−β)

と系 5.13から系が従う. 終
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5.4 σϕ(f) とNの期待値

系 5.17 ĥ/ω ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd) は実数値関数, ξ : Z2 → C は有界関数としよう. この
とき

(φg, ξ(σ)ϕ(f)φg) = α

∫
Rd

(ξ(σ)φg, (H − E + ω(k))−1σφg)ĥ(k)f̂(k)dk. (5.35)

特に

(φg, σϕ(h)φg) = α

∫
Rd

∥(H − E + ω(k))−1/2σφg∥2|ĥ(k)|2dk. (5.36)

証明: 定理 5.4によって

(φg, ξ(σ)ϕ(f)φg) = Eµε
∞ [ξ(X0)K(f)] =

α

2

∫ ∞

−∞
dr(e−|r|ωĥ, f̂)Eµε

∞ [ξ(X0)Xεr] .

系 5.2からさらに

=
α

2

∫ ∞

−∞
dr

∫
dk(ξ(σ)φg, e

−|r|(H−E+ω(k))σφg)ĥ(k)f̂(k)

= α

∫
Rd

(ξ(σ)φg, (H − E + ω(k))−1σφg)ĥ(k)f̂(k)dk.

終

一般に (Φ, (σϕ(f))2Φ) ≤ ∥f∥2
2

(Φ, (N + 1l)Φ)という不等式が成立するのはよく知られてい
る. しかし系 5.17 から次の不等式を得る:

系 5.18 ĥ/ω ∈ L2(Rd)としよう. このとき

(φg, Nφg) ≤
α

2
(φg, σϕ(h/ω)φg) ≤

α2

2
∥ĥ/ω∥2. (5.37)

証明: (φg, Nφg) =
α2

2

∫
Rd |ĥ(k)|2

∫ 0

−∞ dt
∫∞
0

dse−|t−s|ω(k)Eµε
∞ [XεtXεs],

Eµε
∞ [XεsXεt] = (σφg, e

−|t−s|(H−E)σφg)

なので系 5.2から

(φg, Nφg) =
α2

2

∫
Rd

|ĥ(k)|2∥(H − E + ω(k))−1σφg∥2dk. (5.38)

最初の不等式は (5.38)と (5.36)から得られる. 第 2の不等式は (5.36)から導かれる. 終

(5.38)は pull-through公式といわれることがある. |(φg, σϕ(f)φg)| ≤ C∥f∥ となる定数 C

が存在する. Riesz の表現定理からG ∈ L2(Rd)で (φg, σϕ(f)φg) = (Ĝ, f̂)L2(Rd)となるものが
存在する.

系 5.19 もし ĥ/ω ∈ L2(Rd)ならば Ĝ(k) = α
2
(σφg, (H − E + ω(k))−1σφg)ĥ(k).

証明: これは系 5.17から従う. 終
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6 スピン・ボゾン模型のvan Hove 表現
Van Hove ハミルトニアンはHvH(g) = Hf + ϕ(g) で定義されるフォック空間F 上の自己
共役作用素だった. π(g) = i√

2

∫ (
a†(k)ĝ(k)/ω(k)− a(k)ĝ(−k)/ω(k)

)
dkとすれば

eiπ(g)HvH(g)e
−iπ(g) = Hf −

1

2
∥ĝ/

√
ω∥2 (6.1)

となり, HvH(g)の基底状態は φvH(g) = e−iπ(g)1lで与えられることがわかる. 一方 ε = 0 のと

きH =

[
Hf + αϕ(h) 0

0 Hf − αϕ(h)

]
となるので,このとき H の基底状態はφg =

[
φvH(αh)

φvH(−αh)

]
と表せる. ここで φvH(±αh) = e±iαπ(h)1l. 特に ε = 0のとき

(φg, e
iβϕ(f)φg) =

1

2

∑
σ=±1

(φvH(σαh), e
iβϕ(f)φvH(σαh)).

さらにこの右辺は (1l, eiβ(ϕ(f)+α(ĥ/ω,f̂))1l) = e−β2∥f∥2/4+iβα(ĥ/ω,f̂)となる. ε ̸= 0の場合を考えて
みよう. ランダムな場の作用素をΨ(f) = ϕ(f) +K(f)で定義する. そうすると (1l,Ψ(f)1l) =
K(f), (1l,Ψ(f)21l)− (1l,Ψ(f)1l)2 = ∥f∥2/2. いま

χ = α
1

2
ω(k)ĥ(k)

∫ ∞

−∞
e−|s|ω(k)Xεsds

としよう. ε = 0のとき χ = σαĥ である. ランダムな van Hove ハミルトニアンをHvH(χ) で
定義すれば φvH(χ) が HvHの基底状態になり φvH(χ) = eiπ(χ)1l. で与えられる.

定理 6.1 ĥ/ω ∈ L2(Rd)としよう. このとき

(φg, e
iβϕ(f)φg) = Eµε

∞

[
(1l, eiβΨ(f)1l)

]
= Eµε

∞

[
(φvH(χ), e

iβϕ(f)φvH(χ))
]
. (6.2)

証明: 最初の等式は直接の計算による. 第 2の等式は eiπ(χ)Ψ(f)e−iπ(χ) = ϕ(f)から導かれる.
終
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[HIL12b] F. Hiroshima, T. Ichinose and J. Lőrinczi, Probabilistic representation and fall-off of bound states
of relativistic Schrödinger operators with spin 1/2, to appear in Publ. RIMS.
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[HS95] M. Hübner and H. Spohn, Spectral properties of the spin-boson Hamiltonian, Ann. Inst. Henri
Poincaré 62 (1995), 289–323.
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