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��� はじめに

この報告は ������の続編である．������ではスピン ���をもったシュレディンガー
熱半群の経路積分表示を与えた．しかし 	
	��
��な場合には未解明であった．つまり
相対論的シュレディンガー熱半群の経路積分表示を与えることができなかった．しか
し，今回 	
	��
��な場合を含むより一般的な場合に対してもシュレディンガー熱半群
が定義できて，その経路積分表示を構成できることが分かった．この報告では

２章 � � �経路積分表示・スピンなし
３章 � � �経路積分表示・スピンあり

に分けて解説する．スピンなしの場合は既に �������で解説してあり，もちろんスピンを
含まない場合は含む場合の特別な場合とみなすことができるが，論述を分かりやすくす
るために敢えてスピンありとスピンなしに分けて解説した．また講演では場の量子論の
話題にも触れたが紙数の都合でこの報告では場の量子論には触れなかった ������� �����．
���	��	���（��）型公式はシュレディンガー作用素を典型的な例とする自己共役

作用素の生成する熱半群の経路積分表示を与える．��公式からその生成子のスペクト
ルを解析することが出来ることはよく知られている �������．外場ポテンシャル

� � �� � ��

ベクトルポテンシャル
� � �� � �

�

さらにスピン ��� をもったシュレディンガー作用素は����� � � �� 上の自己共役作用素

� �
�

�
�� � � � ���� ! �� ��"��

で定義される．ここで � � ���� ��� ��� は � � � #�$�� 行列で ���� � �
��

��� 	
�����を

満たし，	��� は反対称な ��%��&�%�'(� テンソルで 	��� � �である．��は対称でトレー
ス��の行列であり� 反正準交換関係
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�
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を満たす．�が生成する熱半群
����� � � ��

の経路積分表示は知られている �)���*� �+����．さらに �),���� では 	
	��
��な作
用素である相対論的シュレディンガー作用素

���� �
�
�� � � � ���� !� �! � ��"��

の経路積分表示を構成している．ただし，数学的に厳密な理論が展開されているわけ
ではない．
さて相対論的シュレディンガー作用素 ���� は � をもちいて

���� �
�
��!� �! �

と表せる．ここで関数 ���� �
�
��!� �  は ��� � � ���������� ��� ���� � ��

�*� ������
��

���
	 �� � � �� を満たすことは容易に確かめられる．一般に ��� � �*� を満

たす関数を-��	.'��	 関数という．この報告では/を任意の-��	.'��	関数として次の
ような自己共役作用素が生成する熱半群の経路積分表示を構成する：

�� � /
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もちろん相対論的シュレディンガー作用素も含んでいる．
この報告の主定理である，定理 �"0� 定理 *"�では��公式を与える．さらに定理 �"�1

で /���'
クラスポテンシャルを定義して，対応するシュレディンガー作用素を定義
する．

��� �����	�
� 関数と �����
��	��

定義 ��� ������	�
� 関数�
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�
とする．
 に含まれる関数を-��	.'��	関数という．部分集合 
	を次で定める：
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-��	.'��	関数は正の単調増加関数で上に凸な関数である．
	の典型的な例は ��� /��� �

��
� � � �� � � ��� ��� �2� /��� � �� ���	� � � �などである" いま，� を �  ���上の
ボレル測度 �で次を満たすもの全体とする：

��� ������ ��� � �� ���

�
���	�

�� � ������� ���

� � �は 	
���	�

����������� ��を満たすので，�3�%�測度の一種である．�
 � �����

とおく．さて -��	.'��	 関数 / � 
	 に対して，実は ��� �� � �
 � � で次を満たすも
のが存在する：

/��� � ��!

� �

	

��� ��	�������� ��"��
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逆に ����� � �
 � �に対して ��"�� の右辺は 
	 に含まれる．つまり


	 � �
 � �， / �� ��� ��

は �対 �上への対応になっている．

定義 ��� �����の ������
��	��� 確率空間 �4����� �	�上の確率過程 ������	 が次を
満たすとき .$2
�5�	�'
� とよばれる：

��� ������	 は ゼロから出発する �3�%�過程，�	��	 � �� � ��

��� �� は �について非減少．

�$2
�5�	�'
�はもちろん �3�%� 過程なのでマルコフ過程でもある．� を �4� ���� �	� 上
の .$2
�5�	�'
�全体の集合とする．以降，�からスタートするパス上の確率測度に
関する期待値を �� �� � � � �

	 � � �� で表す．次の命題は基本的である．

命題 ��� / � 
	とする．このとき ������	 � �で次を満たすものが一意的に存在する：
�
	
� ��

�	��� � �����	�� ��"1�

逆に ������	 � �としよう．このとき/ � 
	で ����� を満たすものが存在する．

つまり �� 
	� �
 � �はお互いに同一視することができる．記号 ��
� � �は/ � 
	に

対応する .$2
�5�	�'
�を表すものとする．�
	
� ��

���	� � �����	�を右から左に読んで，�
がシュレディンガー作用素 �と思えば �������の経路積分表示はランダムな時間 ��を導
入して，�����の ��に関する期待値をとることで実現できそうなことがわかる。実際，
このアイデアで 	
	��
��な場合のシュレディンガー熱半群の経路積分表示を構成する．

� 経路積分表示・スピンなし

��� 一般化されたシュレディンガー作用素

次の条件を導入する．

仮定 ��� � � ���� ���� ��� の各成分 ��は実数値関数とする．次の条件を導入する：
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�� かつ �� � � ���
����

�����

�)��はシュレディンガー作用素を �次形式で定義するのに必要な条件である．�)��は
��公式のために必要になる．�)*�は �の作用素としての性質を見るときに有用な条
件である．�)��はスピンをもつシュレディンガー作用素の性質を調べるときに役立つ．

�� � ������� ������� � � �� ���� �� はシュワルツ超関数空間上の微分作用素とする．
 � � ����� 6� �  � � �� とする．�次形式  を

 ��� !� �
�

���

�6���6�!� ��"��
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で定義し，その定義域を

"� � �
�
� � ������ �6�� � ������� � � �� ���� �

�
とする． は非負な閉 �次形式なので，次を満たす自己共役作用素 � がただ一つ存在
する：

���� !� �  ��� !�� � � #���� ! � "� �� ��"��

さらに �の定義域は

#��� �

� � "� � �  ��� �� � ������

�
�

で与えられる" �の自己共役性について知られている事実を羅列する．詳細は ������を
参照せよ．

命題 ��� ��� ���� を仮定する．このとき��
	 ���� は �次形式  の芯である．

��� ��	� を仮定する．このとき ��
	 ���� は作用素 �の芯である．

/ � 
	として次も容易に示せる．

命題 ��� ��� ���� を仮定する．このとき ��
	 ���� は �次形式としての /���の芯で

ある．

��� ��	� を仮定する．このとき ��
	 ���� は/���の芯である．

定義 ��� �一般化されたシュレディンガー作用素� ����を仮定する．/ � 
	で � が
有界のとき

�� � /��� ! � ��"*�

を一般化されたシュレディンガー作用素という．

以下に見るように磁場がある場合には ��公式に確率積分
	 �
	
��$�� � �$�が現れる．

そこでまず確率積分について説明する．�4� ��� � �% �をウィナー空間とし，�$����	 を
その上の �次元ブラウン運動とする．� を � � �値ボレル可測関数で次を満たすものと
する：
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このとき確率積分
	 �
	
��$�� � �$� はマルチンゲールとして定義され，等式
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���$�����&
�

を満たす．しかしながら仮定 �"� のベクトルポテンシャル � は ��"��を満たさない．
そこで確率積分を拡張する必要がある．� � ���� ���� ��� で全ての � � � に対して

% 
�	 �

	
���$�����& ��

�
� �を満たすもの全体を ��� で表す．
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は��
� � ��$�� � 	 & 	 �� に関する停止時刻の列である．���&� (� � ��$��(������������

とすれば
	�
	
����&� (����& �

	 ��
	
����&� (����& 	 �を満たす．特に �


�
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������&
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なので
	 �
	
�� � �$� が定義され，� �	��

	

���&� (� � �$� �

� �

	

���&� (� � �$� ��"1�

が  � �のとき成立する．� � ���とする．このとき� �

	

��$�� � �$� �

� �

	

���&� (� � �$�� � 	 � 	 '� ��"0�

と定める．この定義は ��"1�と整合している．��� は次の性質をもつ：
��� � � ���とする．階段関数列 �� が

	 �
	
����$�� � ��$�����& � � �	  �
2" を満たす

とき次が成立する：������

	 �
	
���$�� � �$� �

	 �
	
��$�� � �$� �	  �
2"

��� ���
����

���� � ���"
��� � が �)��を満たすとき次が成り立つ：����� �

	

��$�� � �$� !
�

�
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� � ��$���&

���� �� �"."

この拡張された確率積分をもちいて一般的な � � ���
����

��
��に対して ���� の経路積

分表示が得られる．�)��を満たす �に対して，� �

	

��$�� Æ �$� �

� �

	

��$�� � �$� !
�

�

� �

	

� � ��$���&

と定める．次は ���	��	���� +'8
の公式として知られている．

命題 ��� ���� を仮定する．このとき次が成り立つ：

��� ����!� �

�
��

����

�
��$	�!�$���

��
� �
� �����Æ���

�
� ��"��

証明� 例えば ������� 定理 �1"1� と ��+����を参照せよ． 証明終り

��� ��公式・スピンなし

シュレディンガー作用素��が作る熱半群の経路積分表示を考える．アイデアは .$2�

�5�	�'
�を利用するところにある．

定理 ��� ���公式� / � 
	� � � ������としよう．���� を仮定する．このとき次が
成り立つ：

��� ����
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� ���
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�
� �
� � ��

���
���

�
� ��"��



0

証明� 記号を簡単にするために �� を � と書くことにする．

��'� �� � � �とする．このとき次が成立する：

��� �������!� �

�
��

��� �	�
�

�
��$	�!�$����

��
� ��
� �����Æ���

�
� ��"��

*� を自己共役作用素 �のスペクトル射影作用素としよう．このとき

��� �������!� �

�
�������

�����	����� *�
	!�� ��"���

ここに恒等式 � 	
� ��

�	��� � �����	� を代入すれば

��� �������!� � �
	
�

�
��� �����!�

�
をえるので，���	��	����+'8
 公式により

��� �������!� � �
	
�
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��

��� �

�
��$	�!�$����

��
� ��
� �����Æ���

��
がわかる．よって ��"�� が従う．

��'� �� � � �	 � �� � � � � � ��� �	� �� � ������とする．また �� � ������� + � �� ���� ��
としよう．このとき次が成り立つ：�
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簡単に,���� � �����
���

���
� �
����������������

�
���と書くことにしよう．��'� �� により

左辺は �
��

��� �	�
�

�
�	�$	��

��
� ������
� �����Æ���,��$������
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�
とあらわせる．��

� � ��$�� � 	 & 	 ��，��
� � ����� � 	 & 	 ��とする．$� のマルコフ

性から�
�	�

��
���

�����������������
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が従う．その結果�
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となる．また右辺は�
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�

�
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� �����Æ������$���
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� �����Æ���,��$������

�

��
と書けるから，�� のマルコフ性を使うと�
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,��$���

�

�
となる．これを繰り返せば ��"���が従う．

��'� *� � は � �� � � �� で連続と仮定する．このとき ��"��を示そう．トロッタ積公
式より ��� ����

�
!� � ��������� ��

������������������ ��!� となるので� ��'� �� から

��� ����
�
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�
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��� �	�
�

�
��$	�!�$����
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� ��
� �����Æ����

�
��

��������� �����	� �
�

となる．ここで & �� $������(� は (�5�(�9 パス�をもつこと，� �$������(�� は & � ��� ��
について連続であること（ただし高々有限個の点を除いて）を用いれば
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�
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� �$���	���

� �

	

� �$����& �����

が各パスごとに成立するので ��"��が成立する．

��'� �� 最後に � � ��としよう．�� � -������� � +��とおく．ここで +� � ��-����
は - � ��

	 ����，� 	 - 	 ��
	
-����� � �，-��� � �である" このとき �� は有界連

続関数で，さらに ����� � � ����� � �� が � �� � に対して成り立つ．ここで� の
ルベーグ測度はゼロである．よってほとんど至るところの �(� .� � 4� �4� に対して�
�� � ����� �$������(� � �� のルベーグ測度はゼロである．その結果�

��

��� �	�
�

�
��$	�!�$����

��
� ��
� �����Æ�����

� �
�
������ ���

�
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����	�
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�
��$	�!�$����

��
� ��
� �����Æ�����

� �
�
� ���� ���

�
�

一方/��� ! �� が /��� ! � に共通定義域 #�/����上で強収束するので，

��������
��� � ��������
� � �強収束�

がわかる．故に ��"��が従う． 証明終り

定理 �"0から次のいくつかの系が従う．スペクトルの下限を � �� � � �	7 � ��� � で
表そう．

�左連続かつ右極限が存在するパスの集合を表す．



�

系 ��� �双極不等式� / � 
	� � � ������ とし ���� を仮定する．このとき次が成り
立つ


���� �����

!�� 	 ��� �� �����������
� ��!���
特に � �/� ���� ! � � 	 � ���

�
が成り立つ．

証明� 定理 �"0 から ���� �����
!�� 	 	

��
����	�
�

�
���$	���!�$��

�
����

� �
�
� ��

���
���
�
なので系

が従う． 証明終り

次に一般的な外場ポテンシャル � を持ったシュレディンガー熱半群の経路積分表示
を考えよう．

系 ��� ���� を仮定する�．

��� �� � は/� ����に �次形式の意味で相対有界でその相対閾値を �とする．このとき
�� � はまた/��� に対しても �次形式の意味で相対有界でその相対閾値は �を超
えない．

��� �� � は/� ����に相対有界でその相対閾値を �とする．このとき �� � はまた/���
に対しても相対有界でその相対閾値は �を超えない．

証明� 証明はもっと一般的な場合に系 *"��で与える． 証明終り

系 �� ��� ���� を仮定し � は/� ���� に相対有界でその相対閾値は �より真に小さ
いとする．このとき/��� ! � は#�/����上で自己共役で下から有界である．さ
らに/���の任意の芯上で本質的自己共役である．

��� さらに ��	�を仮定する．このとき��
	 ���� は/��� ! � の芯である．

証明� ��� 系 �"�の ���より� � は/��� に相対有界でその相対閾値は �より真に小さい
から，���は��'
�,����:の定理から従う．��� は命題 �"*から従う． 証明終り

系 �"� から/��� ! � が �次形式の意味で定義されることがわかる．� � �
� �� と
し，�� は �次形式の意味で/� ����に相対有界で相対閾値は �より真に小さいならば，
/��� にも相対有界でその相対閾値も真に �より小さい．さらに �
 � ��

����
��を仮定

する．�)��の仮定の下，"�/���� � "��
� は稠密であることがわかる．�次形式を次
で定義する．

;��� �� � �/��������/�������� ! ��
���

 �� �

���

 ��� ��

���
� �� �

���
� ��� ��"���

定義域は"�/���� �"��
�" ��<= 定理から ; は下から有界な閉 �次形式である．こ
の �次形式に対応する一意的な自己共役作用素を /��� >! �
 >� ��で表す．このよう
に一般的な � に対して定義されたシュレディンガー作用素に対しても ��公式は成立
する．結果だけを述べよう．

定理 ���! ����を仮定する．� � �
 � �� は �
 � ��
����

�� で �� は/��
�
 �� に関し

て �次形式の意味で相対有界でその相対閾値が �より真に小さいとする．このとき定
理 ��� で与えられた経路積分表示がまた/��� >! �
 >� ��に対しても成り立つ．

�一般に ��� � � ����で ���� � ������ ���� が任意の � � ����で成り立つとき，� は � に相
対有界という．また上式を満たす �の下限を相対閾値ということにする．�次形式の場合も同様に一般
に ��� � � ����で � ��� �� � ����� �� � ��� ��� が任意の � � ����で成り立つとき，� は � に �次形
式の意味で相対有界といい，�の下限を同様に相対閾値ということにする．



�

��� ����	 クラスポテンシャル

/ � 
	に対して確率過程/� � 4� �4� � �(� .� �� $��
� ����(�� � � �� は�3�%�過程で�

その特性関数は �
	�	
�
� ��

�	��� � �����	����である．

仮定 ���� / � 
	 は
	�
	

�����	������ ��� �� 0 �� を満たす．

仮定 �"�� の下で

1���� �
�

��2��

�
��

���	�����	������ ��"�*�

とそのラプラス変換

?���� �

� �

	

����1������

を定義する．��������� �
�


��� .$ � 
 ������とする．ここで�
 は中心が � � ��の
単位立方体とする．

仮定 ���� 1� は .$ ��	 ������Æ�1�������� ��を満たす．
仮定 �"�� はもし 1� が回転対称で動径方向に非増加であれば満たされる．次の事実は
�&<���� 定理 +++"��と同様にして示すことができる．

命題 ���� � � �とする．仮定 ���� と ����の下で，以下の 	つは同値である．

��� ���
�	

.$ 
���

� �

	

�
�	
�
� �� �/����& � ��

��� ���
���

.$ 
���

�
�/� ���� ! �����

�
��� � ��

��� ���
Æ	

.$ 
���

�
����!Æ

?���� ��� ����� � ��

� � *のとき?�は次で与えられる：

?���� �
�

�2����
� �

	

3 .�	 3

����
�
�!/

�
"�

����

���3�
定義 ���� �/"��	�クラス� 仮定 ���� と ����を仮定しよう．� � �
��� が/����
クラス であるとは任意のコンパクト集合� � �� に対して �� と � �
 が命題 ���	の
�����	�のどれかを満たすことである．

定理 ���� / � 
	とし � は /���� クラス とする．���� を仮定し

@����� � �
�	
�
�

�
���

� ���
� �����Æ����

�
� �
�
� ��

���
���

��$��
�
�

�
とする．このとき �@����	 は������上の強連続な ��パラメター対称半群である．特に

@� � ���#
�

� � � ��

となる自己共役作用素 4� がただ一つ存在する．



��

証明� � が /���'
 クラスのとき

.$ 
���

�
�	
�
�

�
�
� �
� � ������

�
�� ��"���

が成り立つことに注意しよう．よって

�@���� 	 ���������������� 	 ������

が従う．ここで�� � .$ ��� �
�	
�
� ��

�
� �
�
���������である．よって@� は������上の有界

作用素である．後の補題 *"�の証明と同じように半群性@�@� � @�
� を示すことがで
きる．@� の �に関する強連続性を示そう．@�が一様に有界なので�弱連続性を示せば
十分である．いま �� ! � ��

	 ����としよう．このとき

���@�!� �

�
��

��� �	�
�

�
��$	�!�$����

��
� ��
� �����Æ�����

� �
� � ���� ���

�
である．���.�� � ��� ��が各 . � 4�でいえるので，優収束定理より ���@�!�� ��� !�

がわかる．最後に5�の対称性@�
� � @�を示そう．簡単な極限操作により � � ���

���
����

に対して示せば十分である． �$� � �$��(� .� � $��������(�� $������(�とする．このと

き各 . � 4� に対して �$�
�
� $� となる�．よって

���@�!� � �
	�	
�
�

��
��

������ �$����
��

� ��
� ��
 ���� �����Æ� �����

� �
�
� �
 ����� ���� ���!���

�
となる�．ここで変数変換 �� �� �$�� をして，さらに� ��

	

�� �$� � �$��� Æ � �$� � �
� ��

	

��$�� Æ �$�

となるから， �$��
�
� �$�� かつ �$�� � �$��

�
� $�����より

���@�!� �

�
��

��� �	�
�

�
��$����


�
� ��
� �����Æ�����

� �
�
� ����������!���

�
となる．さらに �� � ��

�
� ���� �� 	 & 	 ��から

���@�!� �

�
��

��� �	�
�

�
��$����

��
� ��
� �����Æ�����

� �
� � ���� ���

�
!��� � �@��� !�

がわかる．よって 5� は対称である．@� � ���#
� となる自己共役作用素 4� の存在は

������A
.:�5� 定理による． 証明終り

� は /���'
クラス で �)��を仮定する．このとき 4� を/���'
クラスポテンシャ
ルをもった一般化されたシュレディンガー作用素とよぶ．4�

	 は4� で � � � とした
ものとして定義する．

定理 ���� ��$ � �%有界性� � は /���� クラス ポテンシャル で ���� を仮定する．
このとき ���#

�
は�$���� から �%���� �� 	 �1 	 � 	 ��への有界作用素へ拡張でき

る．さらに ����#��$�% 	 ����#�
� �$�% が成立する．

�	
�
� 
 は 	 と 
 が同分布をもつことを意味する�

�これは形式的な式変形である．
� ��

�
���� ��� � ����

� Æ  ��� の非積分関数が適合してないように見え
るが，確率積分の定義に舞い戻って実は正当化できる．詳しくは ��	
��を参照せよ．



��

証明� ,��.B�C:
��	 定理により ���#
�
が ��� ������� ������� ��� ������� �������

�*� ������� ������ の有界作用素として拡張できることを示せば十分である．

����#�

����� 	 ���#
�
� �� ����� ��"�1�

なので，�����*� を ���#
�
� に対して示せばいい．簡単のために �

�	
�
� � �

，#� � ���#
�
� �

即ち #����� � � ���
� �
� � ��������/��� とする．� � ������としよう．��"���により

�#���� 	 .$ 
���

�
�
 ���

� �
� � �������

�
����

だから ���が従う．次に � 	 � � ������，! � � � ������としよう．このとき #�! �
������となることは ��� からわかる．定理 �"�1の @� の対称性の証明と同じように
して �

��

������ � #�!��� �
�
��

��#����� � !��� �
�
��

��#�����

が示せる．#����� � �なので �#���� 	 �����#����となる．任意の � � ������ を
� �  �
� �� ! ��!�
 �!���のように分ければ �#��� 	 ������#����となり ���が
示せた．��� と ��� と ,��.B�C:
��	 定理により#� が�$���� から�$����への有界作用
素となることがわかる．最後に下図のダイアグラムに沿って �*�を示そう．

������
���� ������

���� ������� ��"�0�

� � ������とする．このとき

�#����� 	 �
 ����

� �
� � ��������  ����/����� 	 ��

�
��

������! ����1������

は ��"���からわかる．ここで�� � .$ ��� �
 ����

� �
� � �������．また仮定�"��から �1����� 		�

	
�����	������ �� が従うので

�#���� 	 ����1������� ���� ��"���

がわかる．よって#� は������ から ������への有界作用素である．次に � � ������

かつ ! � ������としよう．このとき
�
��

��#����� � !��� �
�
��

������ � #�!���� よって
��"��� から �����

��

��#����� � !���
���� 	 �#�!������ 	 ����1��������!������

をえる．! � ������ は任意なので #�� � ������ と

�#���� 	 ����1����������� ��"���

が従う．その結果，#� は������から������への有界作用素になることがわかる．よっ
てダイアグラム ��"�0� が示せた．�/����	のマルコフ性から#� が�$����上の半群にな
ることもわかる．この半群性と ��"�0� から � � ������に対して�

�#���� � �#���#������ 	 ������1����������#������ 	 �����1���������
となり，�*�が示せた．����#��$�% 	 ����#�

� �$�% は ��"�1� からわかる． 証明終り



��

��� 相対論的シュレディンガー作用素・スピンなし

相対論的 シュレディンガー作用素を考えよう：

���� �
�
� � ��� !� �� ��"���

������� �
�
 � !� �� ��"���

前章の一般論の帰結として次がいえる．

定理 ���� ��	� を仮定し � は
�
 � !� に相対有界でその相対閾値は真に �より小

さいとする．このとき ���� は��
	 ����上本質的自己共役で

��� ������	!� �

�
�


��� �	�
�

�
��$	�!�$��

�
����

� ���
� �����Æ����

�
� �
� � ��

���
���

�
��"���

が成立する．ここで ��
� � �	7�& 0 ��$� !& � ��である．

定理 �"��より次のエネルギー不等式をえる．

系 ���� �双極不等式� 定理 ����の条件を仮定する．このとき

���� ������	!�� 	 ��� �� ������	�	��!���

特に � ��������� 	 � ������が成立する．

また定理 �"�0 から次の結果もえる．

系 ��� ��$��%有界性� 定理 ���� の条件と/��� �
�
��!��とおいて命題 ���	

�����	�の一つを仮定する．このとき ������	 は�$���� から�%���� �� 	 �1 	 � 	 ��
への有界作用素へ拡張できる．

� 経路積分表示・スピンあり

��� 一般化されたシュレディンガー作用素・スピンあり

ここからがこの報告の本題である．とは言っても本質的なことは前章で紹介済みで
ある．スピン ���をもったシュレディンガー作用素は形式的に ����� � � ��上に次で定
義される：

���� �
�

�
�� � � � ����� �*"��

これを前章と同様に �次形式で一般的かつ正確に定義しよう．次の #�$��行列を固定
する：

�� �

�
� �

� �

�
� �� �

�
� ��

� �

�
� �� �

�
� �

� ��

�
�

�次形式  ���を次で定める：

 ������ !� �
�

���

���6��� ��6�!�� �*"��



�*

定義域は

"� ���� � �� � ����� � � �� � ��6�� � ����� � � ��� � � �� �� *��

�)��を仮定する．このとき  ��� は非負な閉 �次形式になるので，次を満たす自己共役
作用素 ���� がただ一つ存在する：

������� !� �  ������ !�� � � #������� ! � "� ����� �*"*�

ここで
#������ �

�
� � "� ���� �  ������ �� � ����� � � ���

�
� �*"��

命題 ��� ��� ���� を仮定する．� � *のとき �
� " ��

	 ���� は ����の �次形式の意味
での芯である．

��� ���� を仮定する．このとき � � " ��
	 ���� は ����の芯である．

��� ���� を仮定する．/ � 
	としよう．� � *のとき �
� "��

	 ���� は/������の �次
形式の意味での芯である．

��� ����を仮定する．/ � 
	としよう．このとき �
�"��

	 ���� は/������の芯である．

����はベクトル値関数空間上に作用する自己共役作用素なので，例えば ���� ! � が生
成する熱半群の経路積分表示をトロッタ積公式を用いて直接求めても，積分核はもち
ろん �� �行列の無限積のようなものになり，あまり興味がわかない．そこで ����をス
カラー値関数へ作用する自己共役作用素として実現する方法を考える．このアイデア
は �)���*�による．以下の議論でわかるように，これは �次元6���作用素にも応用可
能である．ただし �次元という特殊事情を存分に使っているので時空 �次元の6���作
用素のような模型に直ちに拡張出来るかどうかは自明ではない．
さて，経路積分表示のために ���� を����� ����上の作用素へユニタリー変換する．

����� � ���は � � �� とスピン変数 6 � ��上の ���関数空間である．ここで

�� � ���� �� � �6�� 6��� �*"1�

����� � ���上に作用する作用素 ���を次で定める：

��������� 6� � ������� 6�� �

�
6��������� 6�� �

�

�
������ �6�����

�
�����6�� �*"0�

ここで ���� ��� ��� � �� �" 可閉作用素 ���#� �� �� ��
� の閉拡大も同じ記号で書くこと
にする．ユニタリー作用素

� � ����� � ���� �
� " ������ $� ������% ������ �*"��

を次で定義する：

�� �

�
����!��
�������

�
� � � ����� � ���� �*"��

命題 ��� ����を仮定する．このとき���は7�����"#���上で自己共役作用素で7�����"
��
	 ����上で本質的自己共役作用素になる．さらに 8�����

�� � ��� が従う．



��

証明� ������
�� � ��� が 7����� " ��

	 ���� 上で成立することは即座にわかる．� は
7�����" ��

	 ���� を �
� " ��

	 ����へ写し，�
� " ��

	 ���� は ���� の作用素としての芯
なので ������

�� � ��� が成立する． 証明終り

��� を *次元から �次元へ，また�� � �$へ一般化する．�$ を �の原始 1乗根の集
合とする：

�$ � �6�$�� � ���� 6�$�$ �． �*"��

ここで 6�$�
 � �D 
�
�2�


$

�
� � � � " 以下で 1 � �を固定し 6�$�& を簡単に 6& と書くことに

する．7���$� � �� � �$� � � にスカラー積 ��� !�'����� �
�$

&�� ��6&�!�6&� を導入する．
スピン�$をもったシュレディンガー作用素 を定義しよう．始めに対角部分 5 と非

対角部分5&� 9 � �� ���� 1� �� を定義する．

定義 ��� �一般化されたスピン作用素�

��� �対角部分� 5 � �� � �$� � は ��D(��� �5��� 6�� が �
�
 �に相対有界な掛け算作

用素になるものとする．

��� �非対角部分� :& � �� � �$ � � � � 	 9 	 1 � �� は��D(��� �:&��� 6�� が �
�
 �

に相対有界となる掛け算作用素になるものとする．5& � �
� � �$ � � を次で定

める：
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� �� 5��� 6
����� 6
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5&��� 6
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を一般化されたスピン作用素 とよぶ．

以下で
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��D(��� �5��� 6�� �7 9 � 1�

��D(��� �5&��� 6�� �7 � 	 9 	 1� �
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とおく．明らかに

��&�� 	 �&��
�
 ���! �&���� 9 � �� ���� 1� � � #������ ��� �*"�*�

となる �& 0 � と �& � � が存在する．

例 ��� �スピン �#�� � � *，1 � �として:���� 6� � ��
�
������ ! �6������� 6 � �� と

定めれば 6� � ��� 6� � � となり，また �*"��� から非対角部分は

5���� 6� �
�

�
�:���� 66�� !:���� 6��� 6 � ��

がわかる．また:���� 66�� � ��
�
������� �6������ � :���� 6�となるので非対角部分は

5���� 6� � ��
�
������� �6������となる．一方で対角部分は 5��� 6� � ��

�
6�����である．

これはまさに �*"0�で与えたものに他ならない．
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�)��を仮定する．� は ��"��で定義されたシュレディンガー作用素．このとき
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とおく．形式的に
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となる．以下では 5 � 5& を一つ固定する．

定理 ��� ����を仮定する．
�$

&�� �& � �としよう．ここで �& は �	��	�で与えられる
定数である．このとき ��� は 7���$�"#���上で自己共役 で下から有界である．さら
に �" �の任意の芯上で本質的自己共役 である．とくに 7���$�" ��

	 ���� は ���の芯
である．
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なので，
�!��� ���;������ ���'����� � �;��!��� ��� ���� ���'�����

が従い，;�� は対称になる．そのノルムは �;���� 	
�$

&�� ���" �&��� のように評価
できるから �	 �

�
�
 �，* 0 �とおいて ��&��! *���!� 	 ��&��	 ! *����!�� から�
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$
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��&��	 ! *������" ��! *��� 	
$

&��

�&���" ����! ����

が従う．��'
�,����: 定理より定理が従う． 証明終り

定義 ��� �一般化されたシュレディンガー作用素� �)��を仮定する．さらに
�$

&�� �& � �

としよう．/ � 
	 とし
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とおく．このとき
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��

� /
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! � �*"���

を一般化されたシュレディンガー作用素という．

/は �
 上で定義された関数なので/�����は一般に定義されない．そこで/
�
���
�
と

した．

命題 ��� ���� を仮定し
�$

&�� �& � �とする．もし/ � 
	ならば，7���$�" ��
	 ����

は /�����の芯である．

証明� ��� は 7���$�" ��
	 ����上で本質的自己共役なので，この命題は命題 �"*と同様

に示せる． 証明終り

�この不等式は ��公式から導かれるため，条件 ����が必要になる．������を見よ．
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��� ��公式・スピンあり

ここでは��
��
が生成する熱半群の経路積分表示を構成する．そのために 1 � �個の

独立なポアソン過程を用意する．�<&
� ���	� 9 � �� ���� 1� �� は �4� ��� � ��上の 1� �個

の独立なポアソン過程で �	'�	.�'�１をもつとする．即ち

��<&
� � �� � �������E�

確率過程 �<����	 を
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によって定める．��
� � ��<�� � 	 &� とする．このとき<� は �3�%�過程なのでもちろ

ん��
� に関してマルコフ過程である．�� ���<� ! ��� を �
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がわかる．
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ここで �
9 = は主値をとるものと約束する．

証明� ��'� �� 5��� 6
� と 5&��� 6
� が連続であると仮定する．さらに � � ���
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がいえる．等式 �
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ここで �& は �*"���で与えられる．

>�+�*� � ��

� *

+

��$�� Æ �$� �
� *

+

5�$�� 6����&!

$��

&��

� *


+

�
9��5&�$�� 6������<
&
�

とすれば
#�!��� 6
� � �

�

�
�

�
�-�����!�$�� 6���

�
と表せる．! � 7���$�" ��

	 ����とする．シュワルツの不等式から

�#�!�� 	 �D 

�
�

�
���$�� !

$��

&��

���&��� � ��

��
�!��

をえる．よって#� は有界作用素であることがわかる．次に�#����	 が強連続な ��パラメ
ター対称半群であり，その生成子が�����!1���となることを示そう．即ち ��� #	 � 
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もいえる．これで ���が示された．次に#�の生成子を求める．+'8
の公式� によって次
が示せる：
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上の両辺の期待値をとれば

�

�
��� �#� � ��!� �

�

�

� �

	

�&

�
��

��������
�
� �,�&��

��� � ������ �
�
� �� � � � � �� � � �� ���� ��とする� 次を考える

��
� �

� �

�

� ���� ����

�
����� �� � �� �

����
�	�

� �


�

������ ���
�
� � � � �� ���� ��

ここで � ���� �� � ��
����� ���� �� � 	��� そして ������ �� は �� に関して適合していて，�について左連

続で
� �
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となる．ここで �� � ���， ��	 � ���	� �
�������� と ������� は �つの確率過程．このとき ������ � �� ��� ��� � �� � �� � ��� は規

則 �� � �� �
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となる．ここで
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5��� 6�� 5&��� 6�� ����� は連続であることに気をつければ ,�&� もｓ � �で �(� .� �
4� �4� ごとに連続．そして �

�

�
� �,�&�� は & � � で連続となることが優収束定理から

示せる．故に
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�
��� �#� � ��!� � �������� ! �1� ���!�

が従う．最後に強連続性 �*� が ���と ���から示せる．その結果

���$���#�! � ������! �*"�0�

がわかる．
��'� ��命題 �"1の証明と同様の近似議論で �*"�0�は（)��に従う �まで拡張できる．
��'� *� �*"�0� を一般の 5 と 5& へ拡張する．軟化子をもちいて 5

���
& ��� 6
� と

5 ������ 6
�� � � �� �� *� ���� が連続で 5&��� 6
�，5��� 6
�に � � �で �ごとにに収束
し，さらに �5 ������ 6
��� 	 �5��� 6
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& ��� 6
��� 	 �5&��� 6
���となるも
のを構成できる．固定した . � 4� ごとに次を満たす 3� � 3��.�� ���� 3/ � 3/�.�が存
在する：
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.����(����� �����も示せる．故に �*"�0� が 一般

の 5& と 5 に対して従う． 証明終り

定理 �� ���公式� / � 
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� の�上の分布を?�3� ��とする．�& � �������

9 � �� ���� 1� � � ������とし，����を仮定する．さらに�
�

�3?�3� ��

� "

	

�&

�
��

����2&�����������
������� �
9�&���� ��� 9 � �� ���� 1� � �*"���

が成立しているとする．このとき

��� �
����
��!� �

$


��

�
��

��� �
�	�
�
�

�
��$����

�
� ��$	� 6���!�$��

�
� 6�

���

���
�
�
� �*"���



��

ここで �� � ��� ! ��� ! ������は

��� � �
� �

	

� �$��
�
��&�

��� � ��

� ��
�

	

��$�� Æ �$��

������ �

 !!!!!!!!!"!!!!!!!!!#

�
� ��

�

	

�
5�$�� 6���� �

�
���
��

�&!

$��

&��

� ��
� 


	

�
9��5&�$�� 6������<
&
�

�7 � ����� � ��

�
� ��

�

	

�
5�$�� 6���

�
�&!

$��

&��

� ��
� 


	

�
9��5&�$�� 6������<
&
�

�7 � ����� � ��

証明� �*"���から

�
�
�	
�
�
�

�� ��
�

	

� �
9��5&�$�� 6�������<&
�

�

	
�

?�3� ���3

� "

	

�&

�
��

������
������

��2&����
� �
9�&���� ��

が従うので � ��
� 


	

� �
9��5&�$�� 6�������<&
� �� �*"*��

であることに注意しよう．補題 *"�から�
�� ���������!

�
�

$


��

�
��

��� �
�	�
�
�

�
��$����

�
� ��$	� 6���!�$��

�
� 6�

���

���
�
� 
�����

�
� �*"*��

� � �	 � �� � � � � � �� � �に対して�
�	�

��
���

�������������������

�

�

$


��

�
��

��� �
�	�
�
�

�
��$����

�
� ��$	� 6���

�
��
���

���$��
��
� 6�

����

�

�
��

�
� 
�����

�
�*"*��
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となるから定理は連続な � に対して成立する．これは � � ������まで容易に拡張で
きる． 証明終り
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�*"*��
定理 *"� と �*"*�� から

� ��� ������!� � 	 ��� �� ��������!�� � �*"*��

が従う．これはさらに �
�
�	
��

�
	 � �����を意味し，��� � �

�
�	
��

�
� �� が従う．�*"*1�

と �*"*0� は定理 *"� と �*"*��から同様にしてわかる． 証明終り

系 ����
�$

&�� �& � �とする．���� と �	���� を仮定する．さらに �� � は/
�
�	
��

�
に相

対有界でその相対閾値を �とする．このとき �� � も/
�
���
�
に相対有界でその相対閾

値は �を超えない．



��

証明� �
�
�	
��

�
� �の場合に証明する．�

�
�	
��

�
� � の場合はより簡単に示せる．	 0 �

に対して�

�� �� 	 ��! 	�
$$$/��	

��

�
�
$$$! ����� �*"*��

系 *"�� によって

��� �
�
/
�
��� � �

�
�	
��

��
! *
���

��
��� 	

��� �
�
/
�
�	
��

�
! *
���

�� ��
��� � �*"���

* ��のとき �*"*�� から �*"��� の右辺は � ! 	 より小さな数へ収束する．よって

�� �� 	 �� ! 	�
$$$/���� � � ��	

��

��
�
$$$! �0���� �*"���

/ � @ かつ / � �としよう．

/���/��/��� @ � � ��@ �/� !

� �

	

���	�1 ����� ���1����������� � � @

なので .$ 	�1 �/���/�� /��� @ �� 	 /�@ �/�" これと �
�
�	
��

�
	 � ����� から

.$ 
	�������

���/��� � ��	
��

�
��/��� � ��������� 	 /�� ������ � ��	

��

�
�

をえる．よって

�/���� � �
�
�	
��

�
��� 	 �/���� � �

�
���
�
���!/�� ������ � ��	

��

�
�����

	 が任意なので系が �*"���から従う． 証明終り

系 ����
�$

&�� �& � �とする．� が/��	
��
� に相対有界でその相対閾値が真に �より小

さいとする．さらに �	����を仮定する�

��� ���� を仮定する．このとき��
��
は #

�
/
�
���
��
上で自己共役，また/

�
���
�
の

任意の芯上で本質的自己共役である．特に ��	�の下で��
��
は��

	 ����上で本質
的自己共役である．

��� ��	�を仮定する．このとき �
����
�� の経路積分表示は �	���で与えられる．

証明� ��� は自明．��� も定理 �"0の証明の ��'� ��と同様の近似理論で示せる． 証明
終り

��� 相対論的シュレディンガー作用素・スピンあり

� � *，1 � �とする．よって 6
 � 6
���

 � � � �� �� かつ 6� � ��，6� � !�" 相対論的

シュレディンガー作用素は ����� � � ��上に

����
��� �

%
����� !� ��  � �� �*"���



�*

で与えられる．ここで ���� � �� � � � ����" �)�� を仮定しよう．このとき ����
��� は

����
��

�
�
���� !� �� �*"�*�

にユニタリー同値である．ここで ��� は����� � ��� 上に

��������� 6� �

�
�

�
� � ����

�
��� 6�� �

�
6��������� 6�� �

�

�
������ �6�����

�
�����6�

で定義される．明らかに ����
��
は非負で，����

��
� /�����，/��� �

�
��!��となる"

定理 ���� ���� を仮定し，さらに以下の �������を仮定する．

��� � は
�
 � !� に相対有界でその相対閾値が) � ��

��� ��
�
��� + � �� �� *� は �

�
 � に相対有界でその相対閾値が A� � ��

��� ) ��� �A� ! A� ! A���
���� � ��

���

�
�


� �
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�2��� �� �� ��� ���� � � �

� �

このとき ����
��� ! � ������ ����

��
! � � は �

� "��
	 ���� ������ 7�����" ��

	 �����上で本質
的自己共役で

��� �����
��	
��
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� ��$	� 6���!�$��

�
� 6�

���

���
�
�

�*"���

が成立する．ここで 6�
���

� �������� � ��
� � �	7�& 0 � �$� ! & � �� で定義される．

�� � ��� ! ��� ! ������ は

��� � �
� �
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で与えられる．

証明� B � ��
�

�
��

�
��� ! ����

��� ! ��� ���

�
� �	

��� �
�
�
 � ! B とおこう．B は �

�
 � に相対有界

でその相対閾値は A � A� ! A� ! A�" 相対論版を

����
������ �

%
��	

��� !� �� �	
��� � �	

��� � �
�
�	
���

�
とおくと ���� B��� 	 A��� �

�
 ��� ! A�����なので

�
�
 � !���� 	 ������

������ !���� ! A�
�
 � !���� ! ���� ��	

���

� �! A�������



��

�� �� 	 )�
�
 � !���! )����から

�� �� 	 ) ��� A����� �����
��������!

�
)� ! ) ! )

&
���
�
�	
���

�
�! A�

�
���

がわかる．仮定 �*�により � は ����
������ に相対有界でその相対閾値は) ��� A����� � �

なので，少なくとも �よりは小さい．よって � � " ��
	 ����上での ����

��� ! � の本質的自
己共役性が系 *"��から従う．� �
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�� � �
9�5������ �
�
�


� �
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������ ! ��������
�2��� �� �� ��

なので �*"��� は満たされる．よって �*"��� が定理 *"�から従う． 証明終り

次に双極不等式を導こう．スピンを含むと少々複雑な形になる．

G����
��� �

&
������ � �

�
�	
���

�
� !� �� G����

��
�
%
����� � �

�
�	
��

�
� !� �

としよう．�	
��
を ��� で � と 5� を各々� と �5�� � �

�

�
������ ! ������で置き換えたもの

とする．即ち

��	
��
����� 6� �

�
�

�
 ��

�
��� 6�� �

�
6��������� 6�� �

�

�
������ ! �����������6��

�	
��
は�	

��� �
�
�
 �� �

�

�
��

�
��� ! ����

��� ! ��� ���

�
にユニタリー同値である．������

�
�	
���

�
�

� と ��� � �
�
�	
��

� � � に注意しよう．

����
��
��� �

%
��	

��
!� �� �	

��
� �	

��
� � ��	

��

�
とおく．

系 ���� �双極不等式� 定理 	��	の条件を仮定する．このとき������ ��������	��
� �!
���� 	 ��� �� �������	���	�
� ��!�

�
� �*"�1�

特に �
�
����
������ ! �

�
	 �

�
G����
��� ! �

�
が成り立つ．

��� 磁場の零点

������ �6����� がある � � �� で消える場合を考える．このとき� �
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���� �<� ��

は非自明である．そこで ������のアイデアを使う．Æ2�=� �

'
�� �=� � 	���

�� �=� � 	���
，= � �，

として C2�=� � = ! 	Æ2�=�とおく．こうすれば����C2���

�
������� �6������

����� 0 	��� ��� 6� � �
� � ��
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となりゼロ点が回避できる．�2
��
を ��� の非対角部分をC2

�� �
�
������� �6������

�
で置

き換えたものとして定義する．即ち

�2
��
���� 6� �

�
�� �

�
6�����

�
���� 6� ! C2

�
��

�
������� �6������

�
�����6��

�2
��
は#���上自己共役である．�����2

��
�
%
��2

��
!��と定義する．ここで�2

��
� �2

��
�

� ��2
��

�
．�2

��
� ��� �	 & �� が一様レゾルベントの意味で示せるので � ��2

��

�� � �����

�	 & ��となる．定理*"�*の条件の下（ただし ���を仮定しない� �����2
��
が 7�����"��

	 ����

上で本質的自己共役となることが示せる．�����2
��

!� の経路積分表示は �*"���で ������の
代わりに
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とすればいい．さらに ���2	 �D 
�
��������2

��
! � �

�
� �D 

��������
��
! � �

�
なので，次の

定理をえる．

定理 ���� ���� と定理 	��	�����	�を仮定する．このとき ����
��
! � の経路積分表示は

��� �����
��	
�	�


� �!� � ���
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��
�
�




����

�
�


����
�	�
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�

�
��$	� 6���!�$��

�
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���
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��2�
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で与えられる．ここで ���	� � ��� ! ��� ! �������	��
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