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1 はじめに

1.1 非摂動論的スペクトル解析

量子系に現れるハミルトニアンは状態ベクトルのつくる無限次元ヒルベルト空間上の自己
共役作用素として定義される. 例えばシュレディンガー作用素

Hp = −(1/2)∆ + V (1.1)

はL2(R3)上に, またディラック作用素HD = α · (−i∇) +mβ + V はL2(R3;C4)上の自己共役
作用素としてそれぞれ実現される. 方程式

i∂tΨt = HQΨt, Q = p,D, (1.2)

を解くことは例えばユニタリー群 {e−itHQ}t∈R とベクトル e−itHQΨ0 を調べることに帰着さ
れる.
我々がターゲットにしている量子系は光子などのボゾンと電子のようなフェルミオンが相
互作用している量子系である. ただし, フェルミオンは低エネルギー状態であると仮定する.
そのためフェルミオンの生成消滅は起こらず, その個数は時間によらず一定である. さらに
ファインマン図形的には電子・陽電子の対生成を表す泡図形が現れず, 通常のQEDのくりこ
み理論とは様子が異なり, log発散が高次の項では現れず特異な発散に出くわす [Spo04].
しかし, ボゾンは生成消滅を繰り返し, フェルミオンにまとわりつき, 雪だるまではなくボ
ゾンだるまとなって動き回るという描像は描ける. このような量子系の理論物理学的な価値
は定かではないが, 物性理論などではよく考察されている模型であり, 非相対論的量子電磁力
学といわれることもある. ここで「非相対論的」といわれるのはフェルミオンのエネルギー
が低いことによる. このような状況を考えるわけだが, 実際には本来のQEDなどにも, これ
から解説する数学的手法は応用できると信じている.
さて物理的背景はこれくらいにして, ここから数学的な側面について説明する. 我々の考
察対象はテンソル積ヒルベルト空間Kp ⊗ Kf 上の作用素

K0 = A⊗ 1Kf
+ 1Kp ⊗B
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の摂動問題ととらえることができる. A,Bはそれぞれ素性のよく分かっている自己共役作用
素である. 具体的にいえばAは例えばシュレディンガー作用素であり, Bは場の自由ハミル
トニアンである. このときKI をKp ⊗ Kf 上の対称作用素として,

K = K0 + εKI , ε ∈ R,

のスペクトルを決定したいわけである. 一般論よりK0のスペクトルはよく分かる. 特にボ
ゾンの質量がゼロの場合, K0の固有値は全て連続スペクトルに埋め込まれて埋蔵固有値にな
る.図 1をみよ. 故にKのスペクトル解析とは必然的に埋蔵固有値の摂動問題という側面を
もつことになる. 詳しい解説は例えば [Ara02, Hir05b]を参照せよ. 埋蔵固有値の摂動問題は

図 1: K0の埋蔵固有値

シュレディンガー作用素のスペクトル解析でも起こりうる現象であるが, 我々の考えている
系に現れる埋蔵固有値はすべて thresholdといわれる厄介な代物である. Complex dilatation
によりK0の本質的スペクトルを解析接続によって第 2リーマン面上へ回転しても埋蔵固有
値は離散固有値にはならず, 回転軸になってしまい, 埋め込まれたままなのである. 図 2を
みよ. そのため complex dilatationの手法が直接には使えない難しさがある. もちろんKを
K0の摂動と考えずに直接Kを解析する方法も考えられるが, 具体的な問題では「解けるモ
デル」以外ではそのような方法を追求するのは困難である. ここで「解ける」といったのは,
Kが適当な条件の下で対角化できるような場合のことである.1

aE0

図 2: Complex dilatationしたK0のスペクトル

近年, このような量子系のハミルトニアンのスペクトルが非摂動論的に解析され, 目覚し
い発展を遂げている. 例えば [Spo04]をみよ. そのお陰で, 解けそうな問題は寂しいことに殆
ど全て解かれてしまった感がある. ここで,「非摂動論的」と強調したのは, スペクトルを解
析するときに前述の埋蔵固有値の摂動問題という摂動論的には解析しづらい問題に直面する
からである.
Kのスペクトルの下限が点スペクトルになるとき「Kの基底状態が存在する」という. し
かし, 我々の考察する自己共役作用素Kは一般には本質的スペクトルの下限がスペクトルの
下限と一致するので基底状態の存在は自明なことではない. 図 1でみたように, K0のスペク
トルの下限 E0が連続スペクトルに埋め込まれているので, 摂動を加えた後にその固有値が
生き残るかどうかは全く自明ではない. さらに基底状態の存在が示せてもその重複度の評価
は全く自明ではない. 具体的に言えば離散固有値の摂動問題で威力を発揮するKato regular
perturbation theory が直接には使えないのである.

1K ∼= A′ ⊗ 1 + 1⊗B′ となるユニタリ変換が存在すること.

2



この 10年で多くの重要な模型で基底状態の存在が示されてきた. 2 しかし, その証明を詳
細にみてみるとそれは構成的なものではない. 基底状態を具体的に作ったり, 近似的なベク
トルを構成するといった類のものではない. まして, 基底状態の性質はハミルトニアンの対
称性などから伝播してくる性質以外は我々の知る限り, あまりよく調べられていないようで
ある.

1.2 なぜ汎関数積分表示？

我々の目標は汎関数積分表示を駆使して, 基底状態の性質を非摂動論的に調べることにあ
る. もう少し正確に言おう.

定義 1.1 自己共役作用素 K のスペクトルを σ(K)であらわす. E(K) = inf σ(K)を基底
状態エネルギーという. dimKer(K − E(K)) ≥ 1のときK の基底状態が存在するといい,
φg ∈ Ker(K − E(K))を基底状態とよぶ.

T を適当な有界作用素とし, 期待値 (φg, Tφg)を知りたい. 基底状態 φgがベクトル F に対し
て (F, φg) > 0となるとき,

(φg, Tφg) = lim
t→∞

(e−tKF, Te−tKF )

∥e−tKF∥2
(1.3)

が成立する. e−tKF の汎関数積分表示があれば (1.3)の右辺の収束はパス空間上の適当な測
度の収束の問題に帰着される. 上手くいけば T の期待値を

(φg, Tφg) =

∫
X
FT (w)µ∞(dw)

のように連続パスの空間 X = C(R;Rd)上の確率測度 µ∞ で表すことができるのである. こ
の表示を通して基底状態の様々な性質を調べるのが我々の目標である.
さらに, 我々は汎関数積分表示そのものにも興味がある. それは量子場の効果を汎関数積分
表示を通してみたいからである. 例えばKの有効ハミルトニアン (effective Hamiltonian) を
得る方法として,量子場の真空への射影がある. 量子場の真空を 1で表そう. (f⊗1, e−tKg⊗1)
から有効ハミルトニアンを取り出そうというわけだ. ε = 0の場合は

(f ⊗ 1, e−tK0g ⊗ 1)Kp⊗Kf
= (f, e−tAg)Kp(1, e

−tB1)Kf
= (f, e−tAg)Kp

であるが, ε ̸= 0の場合には

(f ⊗ 1, e−tKg ⊗ 1)Kp⊗Kf
= (f, e−tKeffg)Kp (1.4)

となるKp上の自己共役作用素Keff は一般には存在しない. その様子を汎関数積分でみるこ
とができる. 4章で説明するように, (1.4)の左辺に量子場の影響からくるマルコフ的ではな
い効果が入っていることがわかる. マルコフ性を回復する一つの方法がスケーリング極限で
ある. 例えば弱結合極限 (weak couplig limit)をとれば非自明な, 量子場の効果を取り込んだ
有効ハミルトニアンKeff を導き出すことが出来る. また (1.4)の左辺にはギブス測度的な一

2詳しくは [Spo04]の参考文献を参照せよ.
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面があることも最近分かってきた [LHBG07]. ブラウン運動に相対的なギブス測度といわれ
る. ギブス測度の存在は基底状態の存在よりも広い概念であり, 最近注目されている. この
ように汎関数積分表示自体にも様々な興味深い側面がある.
今回, ここで汎関数積分表示の概略を述べる. 実際にはその表示を通してスペクトル解析
が見事に成功した例もあれば, 表示はあるものの,どのように応用すればいいのか手探りな物
もある. いずれにしても話題は豊富である. 興味を持っていただける読者が存在すれば幸い
である.

2 確率論的準備

2.1 ブラウン運動と確率積分

確率論の基本アイテムを復習する. Rdに値をとる連続パスの空間をW = C([0,∞);Rd)で
表す. Wに局所一様位相をいれ, そのボレルシグマ代数をF で表す. F は柱状集合3∪

n∈N

∪
0<t1<···<tn<∞

{w ∈ W|(w(t1), ..., w(tn)) ∈ A1 × · · · × An, Aj ∈ B(Rd), j = 1, ..., n}

から生成されるシグマ代数と一致することが示せる. d次元の熱核を

Πt(x) = (2πt)−d/2 exp(−|x|2/(2t)

で表す. さて,可測空間 (W ,F )上のWiener測度を P x, x ∈ Rd,とかく. これは

P x(w(t1) ∈ F1, · · · , w(tn) ∈ Fn)

=

∫
F1×···×Fn

(
n∏
j=1

Πtj−tj−1
(xj − xj−1)

)
dx1 · · · dxn, F1, ..., Fn ∈ B(Rd),

で一意的に決まる確率測度である. このとき coordinate mapping 過程

Bt(·) : W → Rd, W ∋ w 7→ w(t),

は x ∈ Rdから出発するブラウン運動になる. つまり (1) P x(B0 = x) = 1, (2) Bt(w) は t

について連続, (3) 増分 {Bti − Bti−1
}1≤i≤nが独立で, 平均ゼロ, 分散 ti − ti−1のガウス過程.

Ex[· · · ] =
∫
· · · dP xと書く. Btの分布関数はΠtなのでEx[f(Bt)] =

∫
Πt(x−y)f(y)dyとなる.

次に確率積分を定義しよう. 区間 [0, T ]の分割を 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T とする. はじ
めに階段関数 ϕ(t, w) =

∑n
j=0 fj(w)1[tj ,tj+1)(t) に対して∫ T

0

ϕ(t, w)dBt :=
n∑
j=0

fj(w) · (Btj+1
(w)−Btj(w)) (2.1)

3B(O)は位相空間 Oのボレルシグマ代数を表す.
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と定める. このときEx
[(∫ T

0
ϕ(t, w)dBt

)2]
= Ex

[∫ T
0
|ϕ(t, w)|2dt

]
が成り立つ. 一般の f(t, w)

については階段関数の極限で

IT =

∫ T

0

f(t, w)dBt (2.2)

を以下のように定義する. Ft を σ({Bs, 0 ≤ s ≤ t})とする4. f(t, w) : R+ ×W → Rは次を
満たすとする. (1) f(t, ·)はFt可測, (2) Ex

[∫ T
0
|f(t, w)|2ds

]
< ∞. このとき確率積分 IT を

(2.1)の L2(W , dP x)での強極限として定義できる. つまり, f に対して

Ex
[∫ T

0

|f(t, w)− ϕn(t, w)|2dt
]
→ 0

となる階段関数列 ϕnがとれるので,∫ T

0

f(Bs)dBs = s− lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(s, w)dBs

で定める. もちろん (It)t≥0は再び (W ,F , P x)上の確率変数で,平均Ex [It] = 0,分散Ex [I2t ] =

Ex
[∫ t

0
|f(s, w)|2ds

]
である. 特に f = (f1, · · · , fn), fµ ∈ C2

b(R
d), に対して5

lim
n→∞

2n∑
j=1

1

2

(
f(Bjt/2n) + f(B(j−1)t/2n)

)
·(Bjt/2n−B(j−1)t/2n) =

∫ t

0

f(Bs)·dBs+
1

2

∫ t

0

∇·f(Bs)ds

(2.3)
が成立する. この右辺を

∫ t
0
f(Bs) ◦ dBsと書く.

2.2 Lévy過程とLévy-Khintchine公式

Lévy過程について簡単に復習しておこう. (S,S, P )を確率空間, (St)t≥0を S の部分シグ
マ代数の増大列 (filter)とする. EP [· · · ] =

∫
· · · dP とおく. 確率過程 (ηt)t≥0, ηt(·) : S →

Rd, が Lévy過程とは以下の (1)-(4)を満たすことである. (1) P (η0 = 0) = 1, (2) 増分
{ηti − ηti−1

}1≤i≤nが独立, (3) ηs+t − ηs の分布が sによらない, (4) ηt(w)は tに関して右連続
で, 左極限が存在する. 例えばブラウン運動は Lévy過程でる. また

P (ηt = n) =
(λt)n

n!
e−λt

となる N×値 Lévy過程 (ηt)t≥0を intensity λ > 0 のポアソン過程という. さて閉包が 0を含
まない可測集合の生成するシグマ代数 σ({U ∈ B(Rd)|Ū ̸∋ 0}) とおく. 時刻 t = sでの ηtの
ジャンプを∆ηs = ηs − ηs−と定める. 時刻 t > 0までの, サイズが U ∈ B0(Rd)のジャンプの
総数を

N(t, U) =
∑
0<s≤t

1U(∆ηs) (2.4)

4σ(· · · ) とは · · · が生成する最小のシグマ代数を表す.
5C2

b(Rd)は 2階までの偏導関数が全て有界かつ連続な関数の空間.
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と定義する. N(t, U) <∞が示せる. 実は (N(t, U))t≥0 は intensisity

ν(U) = EP [N(1, U)] (2.5)

のポアソン過程になることが知られている. つまり

P (N(t, U) = n) =
(ν(U)t)n

n!
e−ν(U)t

この ν(·) : B0(Rd) → Rを Lévy測度という. これは有限測度とは限らない.
∫
|z|<1

ν(dz) = ∞
ということも一般にはありえる. さてLévy過程で重要な事実を述べる. Ñ(t, U) = N(t, U)−
tν(U) とおく. 微分形式で書けば

Ñ(dtdz) = N(dtdz)− dtν(dz). (2.6)

命題 2.1 Lévy過程 (ηt)t≥0は次のように分解できる6.

ηt = αt+ σ ·Bt +

∫
|z|<1

zÑ(tdz) +

∫
|z|≥1

zN(tdz). (2.7)

ここで α ∈ R, σ ∈ Rd, BtはN(t, U)と独立な (S,S, P )上のブラウン運動である.

これより Lévy過程はジャンプとブラウン運動と直線からなることがわかる. (2.7) より ηtの
特性関数 EP [eiuηt ] = etψ(u)は Lévy測度 νと，非負値対称行列Aと β ∈ Rdによって

ψ(u) = iβ · u− 1

2
u · Au+

∫
Rd

(eiuz − 1− iuz1|z|≤1)ν(dz) (2.8)

となることがわかる. 実はこの逆が成立する.

命題 2.2 3つ組み (A, β, ν), 非負値対称行列A, β ∈ Rd, B0(Rd)上の測度 νで ν({0}) = 0か
つ
∫
1 ∧ z2ν(dz) <∞, が与えられたとき, (2.8)を満たす Lévy過程 (ηt)t≥0が存在する.

Lévy 過程と正値性保存作用素の関係をのべておく.

定義 2.3 L2(M,dρ)上の有界作用素 T が f ≥ 0ならば Tf ≥ 0となるとき T を正値性保存作
用素 (positivity preserving operator)という. また f ≥ 0(ただし f ̸≡ 0)ならば Tf > 0とな
るとき正値性改良作用素 (positivity improving operator)という.

et∆はΠt(x− y)を積分核にもつ積分作用素なので正値性改良作用素であり, et∂xはシフト作
用素 f 7→ f(·+ t)なので正値性保存作用素である.

命題 2.4 F : Rd → Cでその実部が下から有界であるとする. このとき e−tF (−i∇)が正値性保
存作用素であることと命題 2.2の 3つ組 (A, β,m)で

F (u) = iβ · u+ 1

2
u · Au−

∫
Rd

(eiuz − 1− iuz1|z|≤1)ν(dz) (2.9)

と表せることは同値である. ただし (2.8)との符号の違いに注意.

6Lévy-Ito分解という.
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次に Itoの公式を紹介する. (Ω,BΩ, PΩ) = (W × S,F × S, P 0 × P ) とおき, 期待値を
EPΩ

[· · · ] =
∫
· · · dPΩとく. Bt = Ft × Stとする. g(t, z, w) : R+ × Rd ×Ω → R が (1) g(t, ·, ·)

が B0(Rd)× Bt可測, (2) g(·, z, w)は左連続, となるとき predictable(pre.)という.

F :=

{
h = h(s, z, ω) : pre.

∣∣∣∣∫ t+

0

∫
Rd

|h|N(dsdz) <∞ a.e. ω

}
,

F2 :=

{
h = h(s, z, ω) : pre.

∣∣∣∣EP [∫ t

0

∫
Rd

|h|2dsν(dz)
]
<∞

}
,

F2,loc :=
{
h = h(s, z, ω) : pre. | ∃ τn : Ωt−停止時刻 s.t. τn ↑ ∞ かつ 1[0,τn](t)h ∈ F2

}
とおこう. 次を仮定する. (1) f i(t, ω) と gi(t, ω), i = 1, ..., N , は Ωt-adapted.

7 (2)
EPΩ

[
∫ t
0
|f i(s, ·)|2ds] < ∞, (3) gi(·, ω) ∈ L1

loc(R) a.e. ω ∈ Ω. (4) hi1 ∈ F, hi2 ∈ F2,loc. こ
のとき (Ω,BΩ, PΩ)上の確率過程Xt = (X1

t , ..., X
n
t ) を次で定義する:

X i
t =

∫ t

0

f i · dBs +

∫ t

0

gids+

∫ t+

0

∫
Rd

hi1N(dsdz) +

∫ t+

0

∫
Rd

hi2Ñ(dsdz). (2.10)

このXtに対して次の命題が成立する. これは Itoの公式と呼ばれている.

命題 2.5 Xtは (2.10)で与えられた確率過程とする. ただし hi1h
j
2 = 0, i ̸= j, と仮定する.

F ∈ C2(Rn)のとき次が成立する.

F (Xt)− F (X0)

=
N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)f
i · dBs +

N∑
i=1

∫ t

0

Fi(Xs)g
ids+

1

2

N∑
i,j=1

∫ t

0

Fij(Xs)f
i · f jds

+

∫ t+

0

∫
Rd

F (Xs− + h1)− F (Xs−)N(dsdz) +

∫ t+

0

∫
Rd

F (Xs− + h2)− F (Xs−)Ñ(dsdz)

+

∫ t

0

∫
Rd

(
F (Xs + h2)− F (Xs)−

N∑
i=1

hi2Fi(Xs)

)
dsν(dz).

ただし Fi = ∂xiF , Fij = ∂xi∂xjF .

Xtの生成子 lim
t→0

(1/t)Ex[F (Xt)−F (X0)]を求めるときに,本質的に Itoの公式とdBs, Ñ(dsdz)

の平均がゼロ8という事実を使う.

3 Feynman-Kacの公式

3.1 基本

シュレディンガー作用素Hp = −(1/2)∆+ V の生成する熱半群 e−tHpをウイナー測度とブ
ラウン運動で表すのがいわゆるFeynman-Kacの公式であり, 経路積分表示である. 以降定義

7任意の t ≥ 0で f i(t, ·), gi(t, ·)が Ωt 可測となること.
8EP [N(dsdz)] = dsν(dz).
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域の議論を避けるために何も言及しないときは V ∈ C∞
0 (R3) と仮定する. Schrödinger作用

素 Hpの生成する熱半群の期待値 (f, e−tHpg)は次の Feynman-Kacの公式で与えられる.

(f, e−tHpg) =

∫
dxEx

[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)ds

]
. (3.1)

証明の方法はいろいろ知られているが, Itoの公式を使って証明するのが手早いが, トロッタ
積公式を使った証明は例えば無限自由度系などへの応用範囲が広い. トロッタ積公式から

(f, e−tHpg) = lim
n→∞

f, (e− t
n
(− 1

2
∆)e−

t
n
V ) · · · (e−

t
n
(− 1

2
∆)e−

t
n
V )︸ ︷︷ ︸

n

g


= lim

n→∞

∫
dxEx

[
f(B0)g(Bt)e

−
∑n

j=1 V (Bjt/n)
]
= (3.1)

のようにして Feynman-Kacの公式が示せる. B0 = xだから,

e−tHpg(x) = Ex[g(Bt)e
−

∫ t
0 V (Bs)ds]

が従う.
(3.1)の表示から熱半群 e−tHpの性質や,またHpのスペクトルなど様々なことが分かる. 例
えば e−tHpのhypercontractivityや d ≥ 3であればLieb-Thirringの不等式 [Lie80]などである.
一度, 経路積分表示が出来てしまえば, 逆に (3.1)の右辺が有界になるような V のクラスを
設定し, (3.1)の右辺から決まる対称なC0半群9の自己共役な生成子としてHpを定義するこ
とも出来る10. 詳しくは [Sim79]を参照のこと. その例としてKatoクラス11 や Stummelクラ
スなどがよく知られている. さらに下から有界でないHpの生成する熱半群 (非有界である)
へもFeynman-Kacの公式を拡張できる. 例えば StarkハミルトニアンHp = −(1/2)∆+E ·x
などである [Sim00].

3.2 ベクトルポテンシャル a⃗

次元を d = 3としよう. ベクトルポテンシャル a⃗とミニマル結合したハミルトニアンの経
路積分表示も構成できる. a⃗ = (a1, a2, a3), aj ∈ C∞

0 (R3), をベクトルポテンシャルとする. aj
はもちろん R値である. このとき L2(R3) 上の作用素12

H (⃗a, V ) =
1

2
(p⃗− a⃗)2 + V (3.2)

9St が C0 半群とは S0 = 1, SsSt = Ss+T かつ t 7→ St が強連続.
10Hille-Yoshidaの定理

11g(x) =

 |x| if d = 1
− ln |x| if d = 2
|x|2−d if d ≥ 3

と定める. V が lim
r→0

sup
x∈Rd

∫
|x−y|≤r

|g(y − x)V (y)| dy = 0を満たすとき kato

クラスと呼ばれる. また ∀コンパクト集合K ⊂ Rdに対して 1KV がKatoクラスになるとき V を局所Katoク
ラスという.

12p⃗ = (−i∂x1 ,−i∂x2 ,−i∂x3).
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はD(−∆)上で自己共役になる. その熱半群 e−tH(a⃗,V )の経路積分表示は次で与えられる.

(f, e−tH(a⃗,V )g) =

∫
dxEx

[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)dse−i

∫ t
0 a⃗(Bs)◦dBs

]
. (3.3)

これは Feynman-Kac-Itoの公式といわれている. 証明は定理 3.1の証明に帰着できる. (3.3)
はかなり広いクラスの (⃗a, V )まで拡張できる. V = V+ − V−で V+はKatoクラス, V−が局所
Katoクラス, さらに a⃗ · a⃗, ∇ · a⃗ が其々局所Katoクラスに入るような (⃗a, V )まで (3.3)を拡
張できる [BHL98]. ここで∇ · a⃗は C∞

0 (Rd)上の超関数の意味での微分である.
簡単に |(f, e−tH(a⃗,V )g)| ≤ (|f |, e−tH (⃗0,V )|g|) が分かるので, E (⃗a) = inf σ(H (⃗a, V ))とすれば

E (⃗0) ≤ E (⃗a)がわかる. これは反磁性的不等式といわれている. つまりスピンがなく, 粒子が
一つのときはベクトルポテンシャルとミニマル結合すれば基底状態エネルギーは上がること
がわかる.

3.3 スピン σ⃗

H (⃗a, V )にスピン 1/2を導入しよう. 2× 2パウリ行列を

σ1 :=

[
0 1

1 0

]
, σ2 :=

[
0 −i
i 0

]
, σ3 :=

[
1 0

0 −1

]
とし, σ⃗ = (σ1, σ2, σ3)とおく. L2(R3;C2)上の作用素HS (⃗a, V )を

HS (⃗a, V ) =
1

2
(σ⃗ · (p⃗− a⃗))2 + V = H (⃗a, V )− 1

2
σ⃗ · b⃗ (3.4)

で定義する. ここで b⃗ = rot⃗aである. HS (⃗a, V )もD(−∆)上で自己共役である. Lévy過程で
e−tHS(a⃗,V )の経路積分表示が構成できる. そのためにスピン変数 σを導入しよう. 2次の加法
群を

Z2 = Z/2Z = {−1，+ 1}

とおく. f =

[
f(+1)

f(−1)

]
∈ L2(R3;C2) に対して

(HS (⃗a, V )f) (σ) =

(
H (⃗a, V )− 1

2
σb1

)
f(σ)− 1

2
(b1 + i(−σ)b2)f(−σ), σ ∈ Z2, (3.5)

であるから HS (⃗a, V )をL2(R3 × Z2)上の自己共役作用素とみなせる. C2-値L2関数上の作用
素が C-値L2関数上の作用素に見直せたことになる. これはありがたい. 時刻 tまでのジャン
プの回数を数える counting測度をNs = N(s,R3 \ {0})とおき, dNs =

∫
Rd\{0}N(dsdz)とす

る. つまり ∫ t+

0

f(s, σs−)dNs =
∑
0<r≤t

f(r, σr−) (3.6)

となる. ただし (3.6)ではジャンプする時刻 r(有限個)だけの和をとる.

σt : Z2 × S → Z2, (σ,w) 7→ σ × (−1)Nt(w)

として (x, σ) ∈ R3×Z2から出発する (Ω,BΩ, PΩ)上のR3×Z2に値をとる確率過程を (ξt)t≥0 =
(Bt, σt)t≥0 で定義する. Ex,σ[f((ξt)t≥0)] =

∫
Ω
f((Bt, σt)t≥0)dP

x
Ωとおく. 次が成立する.
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定理 3.1 [ALS83] T =
∫ t
0
ds
∫
R3 Πs(x−y)

∣∣∣log 1
2

√
b1(y)2 + b2(y)2

∣∣∣ dy <∞と仮定する. f, g ∈
L2(R3 × Z2)に対して, 次が成立する.

(f, e−tHS(a⃗,V )g) = et
∑
σ∈Z2

∫
dxEx,σ

[
f(ξ0)g(ξt)e

Zt

]
. (3.7)

ここで

Zt = −
∫ t

0

(
V (Bs)−

1

2
B3(Bs)σs

)
ds− i

∫ t

0

a⃗(Bs) ◦ dBs +

∫ t+

0

W (Bs, σs−)dNs,

W (x,−σ) = log

(
1

2
(b1(x) + i(−σ)b2(x))

)
. (3.8)

証明の概略: 定理 3.1の仮定 T <∞は |Ex,σ[
∫ t+
0
W (Bs,−σs)dNs]| ≤ 2T <∞を保証する.

Stg(x, σ) = Ex,σ
[
eZtg(σt, Bt)

]
とする. St は対称な C0 半群になるから, ある下から有界な自己共役作用素K が存在して
St = e−tK とかける. 以下でKを求める. Itoの公式より

σt − σ0 =

∫ +t

0

−2σs−dNs (3.9)

に注意しよう. U(x, σ) = −(1/2)b3(x)σとおく. Itoの公式と (3.9)から

g(Bt, σt)− g(x, σ)

=

∫ t

0

∇g(Bs, σs) · dBs +
1

2

∫ t

0

∆g(Bs, σs)ds+

∫ t+

0

(g(Bs,−σs−)− g(Bs, σs−)) dNs,

と

eZt − 1 =

∫ t

0

eZs(−ia(Bs)) ◦ dBs +

∫ t

0

eZs(−V (Bs))ds+
1

2

∫ t

0

eZs(−ia(Bs))
2ds

+

∫ t

0

eZσ
1

2
(−i∇ · a)(Bs)ds+

∫ t

0

eZs(−U(Bs, σs))ds+

∫ t+

0

(
eZs−+W (Bs,−σs−) − eZs−

)
dNs

が従う. これより

eZtg(Bt, σt)− g(x, σ)

=

∫ t

0

eZs

(
1

2
∆− ia(Bs) · ∇+

1

2
(−i∇ · a)(Bs)−

1

2
a(Bs)

2 − V (Bs)

)
g(Bs, σs)ds︸ ︷︷ ︸

スピンのない部分

+

∫ t

0

eZs (∇g(Bs, σs)− ia(Bs)g(Bs, σs)) · dBs︸ ︷︷ ︸
マルチンゲールの部分

+

∫ t

0

eZs(−U(Bs, σs))g(Bs, σs)ds︸ ︷︷ ︸
スピンの対角成分

+

∫ t+

0

eZs−
(
g(Bs,−σs−)eW (Bs,−σ−s) − g(Bs, σs−)

)
dNs︸ ︷︷ ︸

スピンの非対角成分

.
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両辺の期待値をとれば Ex,σ[eZtg(Bt, σt)− g(x, σ)] =
∫ t
0
Ex,σ[G(s)]ds. ここで

G(s) = eZs

[
1

2
∆g(Bs, σs)− ia(Bs) · (∇g)(Bs, σs)

+

(
−1

2
a(Bs)

2 − V (Bs) +
1

2
(−i∇ · a)(Bs)− U(Bs, σs)

)
g(Bs, σs)

]
+eZs−

(
g(Bs,−σs−)eW (Bs,−σs−) − g(Bs, σs−)

)
, s > 0,

そして

G(0) =

(
1

2
∆− ia · ∇ − 1

2
(i∇ · a)− 1

2
a2 − V − U(·, σ)− 1 + eW (·,−σ)

)
g(x, σ)

= −(HS (⃗a, V ) + 1)g(x, σ).

よって

lim
t→0

1

t
(f, (St − 1)g)＝ lim

t→0

1

t

∫ t

0

ds
∑
σ∈Z2

∫
R3

dxf(x, σ)Ex,σ[G(s)]

=
∑
σ∈Z2

∫
R3

dxf̄(x, σ)Ex,σ[G(0)] = (f,−(HS (⃗a, V ) + 1)g).

となるから K = HS (⃗a, V ) + 1が示せた. qed

注意 3.2 (1) 経路積分表示 (3.8)に logが現れる直感的な理由は, 例えば e−
∫ t
0 V (Bs)ds − 1 =∫ t

0
e−

∫ r
0 V (Bs)ds(−V (Br))drの公式から−(1/2)∆+V の生成される熱半群の経路積分表示 (3.1)

が得られたように,

e
∫ t+
0 W (Bs,−σs−)dNs − 1 =

∫ t

0

e
∫ r+
0 W (Bs,−σs−)dNs(eW (Br,−σr−) − 1)dNr

から非対角成分が−eW (x,−σ) + 1という形の経路積分表示ができそうだ. 実際L2(R3 × Z2)上
の掛け算作用素である非対角成分−(1/2)(b1 + i(−σ)b2)を強引に−elog[(1/2)(b1+i(−σ)b2)]と表し
て得たのが定理 3.1である.
(2) T = 0になる場合にはゼロ点の近傍で底上げが必要である. 定理 4.6をみよ.

3.4 相対論的シュレディンガー作用素

Lévy 過程のもう一つの典型的な応用として相対論的シュレディンガー作用素がある. 相
対論的シュレディンガー作用素HRは L2(Rd)上の自己共役作用素

HR =
√
−∆+m2 −m+ V

で定義される. e−t
√
−∆+m2 が正値性保存作用素であるから F (p) =

√
|p|2 +m2とすれば, 命

題 2.2より

F (p) = +
1

2
p · Ap+ iβ · p−

∫
(eipz − 1− ipz1|z|≤1)ν(dz) (3.10)
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と表せる. 実際にはA = O, β = 0である. 一方Lévy-Khintchne 公式より, EP [eipηt ] = e−tF (p)

となる Lévy過程 (ηt)t≥0が存在するから結局

e−t
√
−∆+m2

f(x) = (2π)−d/2
∫
e−tF (p)f̂(p)eipxdp = EP [f(x+ ηt)]

と表せる13. これから

(f, e−tHRg) = e+tm
∫
dxEP

[
f(η0)g(ηt + x)e−

∫ t
0 V (ηs)ds

]
が従う. 相対論的シュレディンガー作用素がベクトルポテンシャル a⃗を含むとき, つまり√

(p⃗− a⃗)2 +m2 −m+ V が生成する熱半群の経路積分表示も構成されている. ただし, 擬微
分作用素を経由して

√
(p⃗− a⃗)2 +m2 −m+ V に対応する自己共役作用素HW を定義14して,

それが生成する熱半群が Lévy過程によって経路積分表示される [IT86]. HW は次のように
定義される

HWf(x) = (2π)−d
∫ ∫ √(

p⃗− a⃗

(
x+ y

2

))2

+m2f(y)dxdy −mf(x) + V (x)f(x).

このように構成されたHW はHR(⃗a) =
√

(p⃗− a⃗)2 +m2 −m+ V とは当然異なる. 我々の知
る限り HR(⃗a)の生成する熱半群の経路積分表示は未だ構成されていないようである.

4 汎関数積分表示とスペクトル解析
ここから量子場と結合した模型の汎関数積分表示について述べる. 今まではパス空間上の
積分表示だったので経路積分表示と称していたが, 量子場が入ってくると実超関数空間上の
積分表示にかわるので汎関数積分表示と呼ばれる. もっと正確にいうとパス空間×実超関数
空間上に積測度が入ったような空間上での積分表示である. さらにパス空間上の積分表示の
ためにブラウン運動Btや Lévy過程 ηtが導入されたように, 量子場の場合にはユークリッド
場から定義されるガウス過程 ϕE(jtf)やAE(jtf)が必要である.
ここからNelson模型, Pauli-Fierz模型, スピンボゾン模型またそれらの並行移動不変な模
型を考察する. 詳細を述べる余裕はないがこれらの模型では適当な条件の下で基底状態の存
在が示されている.

4.1 Nelson 模型

我々の考察する模型の中でNelson模型は最もスペクトル解析が進んでいる模型である. は
じめに形式的な説明をする. 湯川模型とは次のラグランジアンで与えられる.∫

1

2
∂µϕ(x)∂

µϕ(x)− 1

2
m2ϕ2(x) + Ψ(x)γµ(−i∂µ −me)Ψ(x)− gΨ(x)Ψ(x)ϕ(x)dx.

13e−t
√
−∆+m2 の積分核は 2

(m

2π

)(n+1)/2 t

(t2 + |x− y|2)(n+1)/4
K(n+1)/2(m

√
|x− y|2 + t2)である. ここで

Kν は変形ベッセル関数.
14ワイル量子化という.
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ここで m, meはボゾン (中間子)とフェルミオン (核子)の質量を表し, x = (t, x1, x2, x3), ϕ
はスカラー場, Ψはフェルミ場を表す. γは 4× 4ガンマ行列である. Nelson模型は, ディラッ
ク作用素 γµ(i∂µ −m0)をシュレディンガー作用素Hp = −(1/2)∆+ V に置き換え, フェルミ
オンを 1粒子状態に制限したものである. Nelsonハミルトニアンを形式的に書けば次のよう
になる.

Hp + gϕ(x) +

∫ √
k2 +m2a∗(k)a(k)d3k.

ここから厳密にNelson模型を定義しよう. 後のためにフォック表現のかわりにシュレディ
ンガー表現で定義する. S ′

real = S ′
real(R

d)を実シュワルツ超関数の空間とする. ϕ ∈ S ′
real と

f ∈ Srealのペアリングを ϕ(f) = ⟨ϕ, f⟩で表す. Bochner-Minlosの定理よりS ′
real上には次を

満たすガウス型確率測度 µ とシグマ代数Σが存在する.

(1)Σ = σ(ϕ(f), f ∈ Sreal), (2)

∫
S ′

real

eiϕ(f)dµ = e−(1/4)∥f∥2 .

テスト関数をϕ(f) = ϕ(ℜf)+iϕ(ℑf)で複素線形に拡張し,さらに
∫

S ′
real

|ϕ(f)|2dµ = 1
2
∥f∥2

L2(Rd)

によりテスト関数を f ∈ L2(Rd)まで拡張しておく. 線形空間 {ϕ(f1) · · ·ϕ(fn), fj ∈ L2(Rd)}
は L2(S ′

real)で稠密になる.
ωm(k) =

√
|k|2 +m2 (4.1)

を L2(Rd)上の掛け算作用素とする. このとき dΓ(ωm(−i∇)) : L2(S ′
real) → L2(S ′

real) を次で
定義する15 :

dΓ(ωm(−i∇)) :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=
n∑
j=1

:ϕ(f1) · · ·ϕ(ωm(−i∇)fj) · · ·ϕ(fn) : .

ただし dΓ(ωm(−i∇))1 = 0. Hf = dΓ(ωm(−i∇))とおく. 状態ベクトルのなすヒルベルト空
間はHN = L2(Rd)⊗ L2(S ′

real)である. HN0 を

HN0 = Hp ⊗ 1 + 1⊗Hf

としよう. NelsonハミルトニアンはHN上の作用素として次で定義される.

HN = HN0 + g

∫ ⊕

Rd

ϕ(φ̃(x− ·))dx, g ∈ R. (4.2)

ここでHN
∼=
∫ ⊕

Rd

L2(S ′
real)dxと同一視した. φ̃ = (φ̂/

√
ωm)̌で φ̂はカットオフ関数といわれ

るもので
√
ωmφ̂, φ̂/ωm ∈ L2(Rd)を仮定する. HNは相互作用項HIが掛け算作用素なので汎

関数積分表示にトロッタ積公式が直接使える. ゆえに

e−tHN = s− lim
n→∞

(e−(t/n)HIe−(t/n)Hp⊗1e−(t/n)1⊗Hf )n

15:X :はウイック積を表す.それは次のように帰納的に定義される. :ϕ(f) := ϕ(f), :ϕ(f)ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=
ϕ(f) :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) : −1

2

∑n
j=1(fj , f) :ϕ(f1) · · · ϕ̸(fj) · · ·ϕ(fn) :

13



図 3: jsの構成

となる. 実は e−|t−s|Hf = J∗
t Js となる Jt が存在する. それは次のようにすればいい. 構

成的場の理論でミンコスキー空間とユークリッド空間をつなげる手法を模倣する. いま,
Hν(Rn) = {f |f̂(k)(|k|2 +m2)ν/2 ∈ L2(Rn)}とする.

us =
√
2δs ⊗ · : H−1/2(R

d) → H−1(R
d+1), f 7→

√
2δ(s− k0)⊗ f(k)

は等長作用素になる. 実際 (usf, utg)H−1(Rd+1) = (f, e−|t−s|ω(−i∇)g)H−1/2(Rd)がわかる. この us
を L2(Rd)から L2(Rd+1)の作用素へ引き戻す. つまり

ω3 =
√
ωm(k) : L

2(Rd) → H−1/2(R
d), (4.3)

ω4 =
√
ωm(k)2 + |k0|2 : L2(Rd+1) → H−1(R

d+1) (4.4)

だから,
js = ω−1

4 usω3 : L
2(Rd) → L2(Rd+1) (4.5)

とすればいい.図 3をみよ. それはフーリエ変換でかけば

ĵtf(k, k0) =
e−itk0√
π

√
ωm(k)

ωm(k)2 + |k0|2
f̂(k), (k, k0) ∈ Rd × R,

となり j∗t js = e−|t−s|ωm(−∇)をみたす. この jtを第 2量子化する. つまり

Jt1 = 1, Jt :ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :=:ϕE(jtf1) · · ·ϕE(jtfn) :

で定めれば e−|t−s|Hf = J∗
t Js が成立することが分かる. ここで ϕE(F ) = ⟨ϕE, F ⟩, ϕE ∈

S ′
real(R

d+1), F ∈ Sreal(Rd+1), はユークリッド場といわれる. L2(S ′
real(R

d), dµ)と同様に
L2(S ′

real(R
d+1), dµE)が定義され, ϕE(F )は F ∈ L2(Rd+1)まで拡張しておく.

定理 4.1 [BHLMS02]F,G ∈ HNとする. このとき次が成り立つ.

(F, e−tHNG) =

∫
dxEx

[∫
S ′

real(R
d+1)

dµEJ0F (B0)(JtG(Bt))e
−

∫ t
0 V (Bs)dse−

∫ t
0 ϕE(jsφ̃(·−Bs))ds

]
.

(4.6)

14



証明の概略: トロッタ積公式と上で説明した分解を使えば

(F, e−HNG) = lim
n→∞

(
J0F,

n∏
i=0

(
Jit/ne

− t
n
Hpe−

t
n
HIJ∗

it/n

)
JtG

)
となる. 射影作用素Es = JsJ

∗
s のマルコフ性と e−tHpに対するFeynman-Kacの公式を使い極

限操作を実行すれば定理が得られる. qed

定理 4.6では F,G ∈ H を F,G : x 7→ F (x), G(x) ∈ L2(S ′
real)と見なしている. (4.6)に現

れる積分核が e−
∫ t
0 V (Bs)dse−

∫ t
0 ϕE(jsφ̂(·−Bs))ds > 0なので e−tHNは正値性改良作用素である. 無

限次元版 Perron-Frobenius定理より次が分かる.

系 4.2 HNの基底状態 φgが存在すれば φg > 0となる. 特に存在すれば一意的である.

さらに基底状態の存在も汎関数積分表示 (4.6)から示すことが出来る [Spo99].この系より
f ≥ 0に対して (φg, f ⊗ 1) > 0がわかるので, 有界作用素 T に対して

(φg, Tφg) = lim
t→∞

(e−tHNf ⊗ 1, T e−tHNf ⊗ 1)

∥e−tHNf ⊗ 1∥2
(4.7)

が従う. (4.7)の重要な応用として T = 1⊗ e−βN , β ≥ 0, がある. ここでN = dΓ(1)は個数作
用素である. ϕE(F )がガウス型確率変数であることから (e−tHNf ⊗ 1, (1⊗ e−βN)e−tHNf ⊗ 1)
で dµEに関する積分は計算できる. 結局次が得られる

(φg, e
−βNφg) = lim

T→∞

∫
C(R;Rd)

e−(g2/2)(1−e−β)
∫ 0
−T dt

∫ T
0 dsW (t−s,Bs−Bt)dµT .

ここで

dµT =
1

Z2T

e
∫ T
−T V (Bs)dseg

2/4
∫ T
−T dt

∫ T
−T dtW (t−s,Bt−Bs)dP 0

は確率測度, ブラウン運動 (Bt)t≥0は t = 0で折り返して R全体に拡張され, ウイナー測度P 0

はC(R;Rd) = C((−∞, 0];Rd)×C([0,∞);Rd)と同一視してC(R;Rd)上に拡張されている. W
は 2重ポテンシャルといわれるもので次で与えられる.

W (t,X) =

∫
φ̂(k)2

ωm(k)2
e−|t|ω(k)meik·Xdk.

定理 4.3 [BHLMS02]
∫
Rd |φ̂(k)|2/ωm(k)3dk < ∞とする. このとき {dµT}T>0のある部分列

が確率測度 dµ∞に弱収束し,

(φg, (1⊗ e−βN)φg) =

∫
C(R;Rd)

exp

(
−g

2

2
(1− e−β)

∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

dsW (t− s,Bs −Bt)

)
dµ∞.

(4.8)

ここで ∣∣∣∣∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

dsW (t− s,Bs −Bt)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rd

|φ̂(k)|2

ωm(k)3
dk (4.9)

を注意しておく. 右辺に
∫
|φ̂(k)|2/ωm(k)3dkが出てくるのにハッとさせられる. 定理 4.8は

強いことを主張している. 右辺の被積分関数を βの関数とみたとき, それは非常に単純な構
造をしている. しかも µ∞が有限測度 (確率測度)なので βに関する解析がしやすい. 次のこ
とが示せる [BHLMS02].
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(1) (φg, 1⊗ e−βNφg)は βに関して複素平面全体 C に解析接続できる. さらに解析接続され
た (φg, (1⊗ e−βN)φg)も (4.8)と同じ積分表示をもつ.

(2) φg ∈ D(1⊗ e−βN)16, ∀β ∈ C.

(3) (φg, (1⊗N)φg) =
d
dβ
(φg, (1⊗ e−βN)φg)⌈β=0 から

(φg, (1⊗N)φg) =
g2

2

∫
C(R;Rd)

(∫ 0

−∞
dt

∫ ∞

0

dsW (t− s,Bs −Bt)

)
dµ∞.

(4) lim
∥φ̂/ω3/2

m ∥→∞
(φg, (1⊗N)φg) = ∞.

基底状態 φg を N のスペクトルで分解して φg = ⊕∞
n=0φ

(n)
g とおく. (2)より ∥e+βNφg∥2 =∑∞

n=0 ∥eβnφ
(n)
g ∥2 <∞, ∀β > 0, なので, ボゾンを n個含む状態φ

(n)
g の存在確率は指数関数的

に減衰している. しかし, 個数期待値は赤外発散 ∥φ̂/ω3/2
m ∥ → ∞の下では発散してしまうこ

とが (3)から分かる. さらに ∥φ̂/ω3/2
m ∥ = ∞のときに基底状態が存在しないことも証明され

ている [Hik07, LMS01]. まとめると

赤外発散→

{
ボゾンの個数の期待値発散
基底状態の非存在

このようにNelson模型は汎関数積分による解析が最も上手くいった例である.

4.2 Pauli-Fierz模型

Pauli-Fierz模型について述べる. 電磁場の中を電荷を持ったN 個の粒子が動いている状
態を考える. B = B(x, t)を磁場, E = (x, t)を電場とする. qj = qj(t) ∈ Rd, j = 1, ..., N , は
時刻 tでの j番目の粒子の位置を表すとする. このときのマックスウエル方程式は次で与え
られる.

Ḃ = −∇× E, Ė = ∇×B − e

N∑
j=1

φ(· − qj)q̇j,

∇ ·B = 0, ∇ · E = e
N∑
j=1

φ(· − qj).

ここで φは電荷の分布を表す. つまり
∫
φ(x)dx = 1. ベクトルポテンシャルA = A(x, t)は

B = ∇×Aとなるベクトルで, スカラーポテンシャル ϕ = ϕ(x, t)はE = −Ȧ−∇ϕとなるも
のとして導入される. クーロンゲージ∇ ·A = 0を仮定する. そうするとマックスウエル方程
式は

2A = ∇ϕ̇− e

N∑
j=1

φ(· − qj)q̇j, ∆ϕ = −e
N∑
j=1

φ(· − qj)

16超指数的減衰性 (superexponential decay)という.
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と書き表せる. ここから, いつものようにルジャンドル変換を通してハミルトニアンが定義
される. 結果を書けば

Hcl =
1

2

N∑
j=1

(
pj − e

∫
A(x)φ(x− qj)dx

)2

+
1

2

∫
Ȧ2+(∇×A)2dx+1

2
e

N∑
j=1

∫
ϕ(x)φ(x−qj)dx

となる. ここで pjは qjの共役運動量であり, ∆ϕ = −e
∑N

i=1 φ(·− qi)とおくことにより d = 3
の場合には

1

2
e

N∑
j=1

∫
ϕ(x)φ(x− qj)dx =

e2

8π

N∑
i̸=j

∫ ∫
φ(qi − y)φ(qj − y′)

|y − y′|
dydy′ (4.10)

と計算できる.
さて Pauli-FierzハミルトニアンはこのHclでベクトルポテンシャルAを量子化して定義
される. 実際には次のようにする. 前章の ϕ(f)を定義したときと同じ手法をとる.

Q = Sreal(R
d)× · · · × Sreal(R

d)︸ ︷︷ ︸
d

(4.11)

としA (f) = ⟨A , f⟩, A ∈ Q′, F ∈ Qとおく. Bochner-Minlosの定理よりQ′上にシグマ代
数ΣQ′とガウス型確率測度 µQ′で次のようなものが存在する.

(1)ΣQ′ = σ(A (f), f ∈ Q), (2)

∫
eiA (f)dµQ′ = e−(1/4)q(f,f).

ここで双線形形式は

q(f, g) =
d∑

µ,ν=1

∫ (
δµν −

kµkν
|k|2

)
f̂µ(k)ĝν(k)dk

で定義する. これは退化している. 横断的デルタ関数 δµν −
kµkν
|k|2

が現れる理由はクーロ

ンゲージによる. ϕ(f)同様に A (f)のテスト関数も f ∈ ⊕dL2(Rd)まで拡張できる. また
A (f)で張られる線形空間 {A (f1) · · ·A (fn), fj ∈ ⊕dL2(Rd)} は L2(Q′)で稠密である. 以降

Aµ(f) = A (0⊕ · · ·
µ

f · · · ⊕ 0), f ∈ L2(Rd),とおく.
ω(k) = |k|を L2(Rd)上の掛け算作用素とする. これは ωm=0(k)に他ならない.電磁場に付
随する量子である光子の質量mがゼロであることに対応している.数学的な側面からみると
m = 0の場合は解析が非常に難しくなる.その最大の理由は赤外発散にある. 電荷の分布が
運動量表示で原点の近傍で φ̂(0) ̸= 0とすれば,

∫
|φ̂(k)|2/ω(k)3dkが d = 3のとき発散してし

まうからである.
次にHrad : L2(Q′) → L2(Q′)を定義する.

Hrad :A (f1) · · ·A (fn) :=
n∑
j=1

:A (f1) · · ·A (ω(−i∇)fj) · · ·A (fn) : .
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ただしHrad1 = 0. Pauli-Fierz ハミルトニアンHPFはHPF = L2(Rd)⊗L2(Q′)上の作用素で
ある.

HPF0 = Hp ⊗ 1 + 1⊗Hrad

にミニマル相互作用−i∇µ ⊗ 1 → Tµ = −i∇µ ⊗ 1 − e
∫ ⊕

Aµ(φ̃(· − x))dx µ = 1, 2, 3,を導入
しHPFを次で定義する.

HPF =
1

2
T · T + V ⊗ 1 + 1⊗Hrad. (4.12)

HPFはD(−∆ ⊗ 1) ∩D(1 ⊗Hrad)上で自己共役である. ただし,この自己共役性は自明では
ない [Hir00b, Hir02]. e−tHPFの汎関数積分表示も構成されている.

定理 4.4 [Hir97, FFG97] F,G ∈ HPFとする. このとき次が成り立つ.

(F, e−tHG) =

∫
dxEx

[∫
dµQ′

E
J0F (B0)(JtF (Bt))e

−
∫ t
0 V (Bs)dse−ie

∫ t
0 AE(jsφ̃(·−Bs))dBs

]
(4.13)

ここで jt : L
2(Rd) → L2(Rd+1) と Jt : L

2(Q′, dµQ′) → L2(Q′
E, dµQ′

E
) は前章のスカラー場で

定義されたものと同様に定義される等長作用素の族である. AEはA に対するユークリッド
場である. この積分表示から様々なことが分かる. 重要なことの一つは e−tHPFの正値改良性
である. 積分核に phase

St = exp

(
−ie

∫ t

0

AE(jsφ̃(· −Bs)) · dBs

)
(4.14)

があるので F ≥ 0, G ≥ 0であっても (F, e−tHPFG) > 0とはならない. しかし θ = ei(π/2)N で
ユニタリー変換すると (F, θ−1e−tHPFθG) > 0が示せる. これは θ−1Stθがシフト作用素になる
というカラクリにある17 . この帰結として次が従う.

系 4.5 [Hir00a] HPFの基底状態は存在すれば一意的である. さらに ei(π/2)Nφg > 0となる基
底状態 φgを選ぶことが出来る.

またφg = φg(x,A )の x ∈ Rdに関する指数的減衰性のCarmona評価 [Hir04]もできる. さら
に E(A ) = inf σ(HPF)として |(F, e−tHPFG)| ≤ (|F |, e−tHPF0 |G|)から簡単に反磁性的不等式

E(0) ≤ E(A ) (4.15)

も従う [Hir97]. しかし基底状態の期待値 (φg, Tφg)についてはNelson模型のようには上手く
いかない. その理由は Stの分散が∫

dµQ′
E
StSt

形式的
= exp

(
−e2

4

∑
µ,ν

∫ t/2

−t/2
dBµ

s

∫ t/2

−t/2
dBν

rWµν(s− r, Bs −Br)

)
(4.16)

となり, 確率２重積分が現れることにある. ここで

Wµν(t,X) =

∫ (
δµν −

kµkν
|k|2

)
|φ̂(k)|2

ω(k)2
eikxe−|t|ω(k)dk.

17シフト作用素は正値性保存作用素であり, 正値性改良作用素でなはい. しかし J∗
0 θ

−1StθJtが正値性改良作
用素であることが示せる.
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もちろん (4.16)の右辺の確率２重積分の表記は形式的であるが, 正確な意味を付けることが
出来る [BH07]. それは対角成分を除いて∫

dµQ′
E
StSt = exp

(
−e2

4

∑
µ,ν

∫
[−t/2,t/2]×[−t/2,t/2]\{s=r}

dBµ
s dB

ν
rWµν(s− r,Bs −Br)

)

と書き表せるものである. Nelson模型の場合には確率２重積分が２重リーマン積分になって
いた. さて (φg, (1⊗ e−βN)φg)の経路積分表示であるが

(φg, (1⊗ e−βN)φg)

= lim
T→∞

∫
C(R;Rd)

exp

(
+
e2

2
(1− e−β)

∑
µν

∫ 0

−T
dBµ

s

∫ T

0

dBν
sWµ,ν(t− s,Bt −Bs)

)
dµQ′T

とかけるのはNelson模型と同じように示せる [Hir04]. 測度 µQ′T の T → ∞に関する弱収束
性は [BH07]で示されている. さらなる解析は [HL07b]にある.

4.3 スピンを含むFauli-Fierz模型

スピンを含む Pauli-Fierz模型はH S
PF = L2(R3;C2)⊗ L2(Q′)上に

HS
PF =

1

2

3∑
µ=1

(σµTµ)
2 + V ⊗ 1 + 1⊗Hrad = HPF − 1

2

∫ ⊕

Rd

σ⃗ · B(φ̃(· − x))dx (4.17)

で定義される. ただし B(φ̃(· − x)) = rotxA (φ̃(· − x))である. e−tH
S
PFの汎関数積分表示を得

るためには古典的な場合HS (⃗a, V )と同様にスピン変数 σ ∈ Z2を導入すると便利である. つ
まり

(HS
PFF )(σ) = (HPF − e

2
σB3)F (σ)−

e

2
(B1 + i(−σ)B2)F (−σ)

により, HS
PFを L2(R3 × Z2)⊗ L2(Q′)上の作用素とみなす. 次をえる.

定理 4.6 [HL07a] F,G ∈ L2(R3 × Z2)⊗ L2(Q′)とする. このとき次が成り立つ.

(F, e−tH
S
PFG) = lim

ϵ→0

∑
σ∈Z2

∫
dxEx,σ

[∫
dµQ′J0F (ξ0)(JtG(ξt))e

Xϵ
t

]
. (4.18)

ただし

Xϵ
t = −

∫ t

0

V (Bs)ds− ie

∫ t

0

AE(jsφ̃(· − Bs)) · dBs −
∫ t

0

(−e
2
)σsBE,3(jsφ̃(· −Bs))ds

+

∫ t+

0

log
[e
2

(
BE,1(jsφ̃(· −Bs)) + i(−σs)BE,2(jsφ̃(· −Bs))

)]
ϵ
dNs,

BE(jsφ̃(· − x)) = rotxAE(jsφ̃(· − x)). さらに [k]ϵ = K + ϵψϵ(K), ψϵ :=

{
1, |x| < ϵ/2,

0, |x| ≥ ϵ/2.
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注意 4.7 (1) (4.18)の積分が収束することは自明ではない. それを示すためには射影作用素
Es = JsJ

∗
s のHypercontractivityの議論が必要である. 詳しくは [HL07a]を参照せよ.

(2) Xϵ
t の中の [· · · ]ϵは [· · · ]の零点を回避するために導入した底上げである. 非対角成分

P = BE,1(φ̃(· − x)) + i(−σ)BE,2(φ̃(· − x)) = 0と仮定すると
∫
log[P ]ϵdNs = log ϵNt である

から e
∫
log[P ]ϵdNs = ϵNt となり, ϵ→ 0のとき ϵNt ̸→ 0でNtの測度がゼロの可測集合, つまり

対角成分が残る.

汎関数積分表示の積分核がスカラーであることから反磁性的不等式 (4.15) の拡張版を得る.
つまり E(HS

PF) = E(A ,B1,B2,B3)とし, A とBを独立に与えられたものと見なせば

max
{
E
(
0,
√

B2
i + B2

j , 0,Bk

)
, (i, j, k) = (1, 2, 3)の巡回置換

}
≤ E(A ,B1,B2,B3).

(4.19)

4.4 スピンボゾン模型

Pauli-Fierz模型の汎関数積分表示が構成された. その簡単な応用としてスピンボゾン模型
の汎関数積分表示がある. スピンボゾン模型は C2 ⊗ L2(S ′

real)上の自己共役作用素で

Hsb = ϵσ1 ⊗ 1 + ασ3 ⊗ ϕ(h) + 1⊗Hf , ϵ, α ∈ R, (4.20)

で与えられる. スピン変数 σ ∈ Z2を使ってHsbを書き直せば

(HsbΨ)(σ) = (Hf + αϕ(h))Ψ(σ)− eiπ+log ϵΨ(−σ)

となり非対角成分が定数!になる. これから即座に次の定理が得られる.

定理 4.8 [HH07] Φ,Ψ ∈ C2 ⊗ L2(S ′
real)とする. このとき次が成り立つ.

(Φ, e−tHsbΨ) = et
∑
σ∈Z2

EσP

[∫
S ′

real

dµEJ0Φ(σ0)e
−αϕE(

∫ t
0 σsjshds)(−ϵ)NtJtΨ(σt)

]
. (4.21)

定理 4.8では e−tHsbの積分核がHS
PFと同様にスカラーで表されている. さらに Hsbは ϵ↔ −ϵ

でユニタリー同値である. 特に ϵ < 0のときは (4.21)より e−tHsb が正値性改良作用素になる
ので, ∀ϵ ∈ R(ただし ϵ ̸= 0)に対してHsbに基底状態が存在すれば一意的であることが結論さ
れる. ちなみに ϵ = 0のときは自明的に基底状態は 2重に縮退しているのでスピンボゾン模
型は相互作用がスイッチオンした瞬間に一意的な基底状態を持つことになる. また (4.21)の
表現を用いれば (φg, Tφg)の経路積分表示も可能であろう [HH07].

5 並行移動不変な模型
ポテンシャル V が恒等的にゼロな場合, Nelson模型も Pauli-Fierz模型も並行移動不変に
なり基底状態は存在しない. そこでファイバー P ∈ Rdごとにハミルトニアンを分解してス
ペクトルを解析する.
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5.1 Nelson模型

Nelson模型でポテンシャル V を恒等的にゼロと仮定する. このときPf = dΓ(−i∇)を場の
運動量作用素, さらに全運動量作用素を

PT = −i∇⊗ 1 + 1⊗ Pf

で定義すれば
[HN, PT] = 0

となる. 正確に言えば [eitPT , e−sHN ] = 0. 一般論よりHNは PTのスペクトルでファイバー分
解できる. 次のことが知られている.

HN
∼=
∫ ⊕

Rd

L2(S ′
real)dP, HN

∼=
∫ ⊕

Rd

HN(P )dP, HN(P ) =
1

2
(P − Pf)

2 + gϕ(φ̃) +Hf .

HN(P ), P ∈ Rd, はD(Hf) ∩D(Pf
2) 上の自己共役作用素である. e−tHN(P )の汎関数積分表示

は次のようになる.

定理 5.1 [Hir07] Φ,Ψ ∈ L2(S ′
real)とする. このとき次が成り立つ.

(Φ, e−tHN(P )Ψ) = E0

[
eiP ·Bt

∫
S ′

real

dµEJ0Φ(Jte
−iPf ·Bt)Φ)e−g

∫ t
0 ϕE(φ̂(·−Bs))ds

]
(5.1)

証明の概略: Πsは熱核であった. いまFs = Πs⊗Φ, Gr = Πr⊗Ψ として (Fs, e
−tHNe−iξ·PTGr)

を定理 4.6を用いて汎関数積分表示すれば

(Fs, e
−tHNe−iξ·PTGr) =

∫
dxEx

[
Πs(B0)Πr(Bt − ξ)

∫
dµEJ0Φ(Jte

−iξ·PfΨ)e−g
∫ t
0 ϕE(φ̃(·−Bs)ds

]
(5.2)

となる. 一方

(Fs, e
−tHNe−iξ·PTGr) =

∫
Rd

dPe−ıξP (Fs(P ), e
−tHN(P )Gr(P )) (5.3)

である. ここで Fs(P ) = (2π)−d/2
∫
e−ix·(P−Pf)Πs(x)Ψdx である. Gr(P )も同様. s → 0の極

限をとれば Fs(P ) → (2π)−d/2Φ, Πs(x− y) → δ(x− y) に注意して, (5.2) と (5.3)から s→ 0
とすれば

1

(2π)d/2

∫
Rd

dP (Φ, e−tHN(P )Gr(P ))e
−iξ·P

= E0

[
Πr(Bt − ξ)

∫
dµEJ0Φ(Jte

−iξ·PfΨ)e−g
∫ t
0 ϕE(φ̃(·−Bs))ds

]
(5.4)

をえる. この両辺を ξについてフーリエ変換すれば

(Φ, e−tHN(P )Gr(P )) =
1

(2π)d/2

∫
dξeiξ·PE0

[
Πr(Bt − ξ)

∫
dµEJ0Φ(Jte

−iξ·PfΨ)e−g
∫ t
0 ϕE(φ̃(·−Bs))ds

]
(5.5)
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となる. ここで r → 0とすれば (5.1)をえる. qed

HN(P )がL2(S ′
real)上の作用素であるにもかかわらずブラウン運動が汎関数積分表示に現

れるところが興味深い. また
exp (iP ·Bt) (5.6)

のような phaseにブラウン運動が出てくるのもおもしろい. この汎関数積分表示からE(P ) =
inf σ(HN(P ))としてE(0) ≤ E(P ) を得る. ちなみに e−iPf ·Btはシフト作用素である. さらに
P = 0のとき (5.6)の phaseが 1(> 0)になるので e−tHN(P=0)が正値性改良作用素になる. 特
にHN(P = 0)の基底状態は存在すれば一意的である. ここで注意をひとつ述べる. 実はHN

の別な表現をとれば任意の P で e−tHN(P )が正値性改良作用素になることが非常に簡単に示
せる [Fro74, Miy07]. その意味では汎関数積分によるNelson模型の基底状態の一意性に関す
る結果は弱い. ただし Pauli-Fierz模型のようなミニマル結合した模型では威力を発揮する.
次にそれをみてみよう.

5.2 Pauli-Fierz 模型

V = 0とおいた Pauli-Fierz模型も並行移動不変になり,

HPF
∼=
∫ ⊕

Rd

L2(Q′)dP, HPF
∼=
∫ ⊕

Rd

HPF(P )dP, HPF(P ) =
1

2
(P − Pf − eA (φ̃))2 +Hrad

とファイバー分解できる. HPF(P )は ∀P ∈ Rd, ∀e ∈ R でD(Hrad) ∩D(Pf
2)上で自己共役で

ある [Hir07, LMS07]. e−tHPF(P )の汎関数積分表示は次で与えられる.

定理 5.2 [Hir07] Φ,Ψ ∈ L2(Q′)とする. このとき次が成り立つ.

(Φ, e−tHPF(P )Ψ) = E0

[
eiP ·Bt

∫
Q′

E

dµQ′
E
J0Φ(Jte

−iPf ·BtΨ)e−ie
∫ t
0 AE(jsφ̃(·−Bs))·dBs

]
(5.7)

証明の方針はNelson模型HN(P )の場合と同じである. (5.7)の積分核は形式的に

J∗
0 exp

(
i

∫ t

0

(
P − Pf − eAE(jsφ̃(· −Bs))

)
· dBs

)
Jt

となることを注意しておく. (5.7) にも eiP ·Bt が現れるので, P = 0 の場合を考えよう.

e−ie
∫ t
0 AE(jsφ̂(·−Bs))·dBs という項が現れるがこれは前章のトリック θ = ei(π/2)N を使ってシフ

ト作用素に変換できるから, 次の系を得る.

系 5.3 [Hir07] θ−1e−tHPF(P=0)θは正値性改良作用素である. 特にHPF(P = 0)の基底状態が
存在すれば一意的である.

並行移動不変なNelson模型HN(P )と異なりHPF(P )の P ̸= 0での基底状態の一意性は自明
ではない. |P |,|e| が共に十分小さい場合の基底状態の一意性は [Hir05a, HS01]で示されてい

る. ただし赤外発散
∫

|φ̂(k)|2/ω(k)3dk = ∞が起きている場合P ̸= 0で基底状態が存在しな
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いことが証明されている [Che01, HH06]. その意味で任意の e ∈ RでHPF(P = 0)の基底状態
の一意性を示した系 5.3は重要である. 同様の議論で inf σ(HPF(P )) = E(P,A )として

E(0,A ) ≤ E(P,A ), P ∈ R3, (5.8)

も示せる. この不等式はNelson模型の場合は積分核が正だったので即座に導かれるがHPF(P )
の場合は上述の θを介して証明されるので自明なものではない.
さらに P = 0のときの基底状態 φg(0)は (φg, 1) > 0となるので

(φg(0), e
−βNφg(0)) = lim

t→∞

∫
C(R;R3)

e(e
2/2)(1−e−β)

∑
µν

∫ 0
−t dB

µ
s

∫ t
0 dB

ν
rWµν(s−r,Bs−Br)dµQ′t

のようにある確率測度 dµQ′tで表せるが, この測度の t→ ∞での弱収束性は今のところ知ら
れていない.

5.3 スピンを含むPauli-Fierz 模型

スピンを含む場合も V = 0とおけばHS
PFは並行移動不変になり同様な議論が出来る. HS

PF

は

H S
PF

∼=
∫ ⊕

R3

C2 ⊗ L2(Q′)dx, HS
PF =

∫ ⊕

R3

HS
PF(P )dP,

HS
PF(P ) =

1

2
(σ⃗ · (P − Pf − A (φ̃)))2 +Hf

とファイバー分解できる. 結果だけを示す.

定理 5.4 [HL07a] Φ,Ψ ∈ L2(Q′ × Z2)とする. このとき次が成り立つ.

(Φ, e−tH
S
PF(P )Ψ) = lim

ϵ→0
et
∑
σ∈Z2

E0,σ

[
eiP ·Bt

∫
Q′

E

dµQ′
E
J0Φ(σ)e

Xϵ(t)Jte
−iPf ·BtΨ(σt)

]
. (5.9)

いま inf σ(HS
PF(P )) = E(P,A ,B1,B2,B3)とおけば, 汎関数積分表示 (5.9)より次のような

(5.8)の拡張版をえる.

max
{
E
(
0,A ,

√
B2
i + B2

j , 0,Bk

)
, (i, j, k) = (1, 2, 3)の巡回置換

}
≤ E(P,A ,B1,B2,B3).

(5.10)

6 おわりに
(1) Nelson模型HNで適当なくりこみを行えば φ̂→ (2π)−d/2 の極限H∞が存在する [Nel64].
熱半群 e−tH∞の汎関数積分表示は構成されていないようである. m = 0のときH∞の基底状
態の存在は [HHS05]で示されているがその一意性は示されていない.
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(2) 相対論的な Pauli-Fierz模型

HR
PF =

√(
p⃗− eA (φ̃(· − x))

)2
+m2 −m+ V ⊗ 1 + 1⊗Hrad

の生成する熱半群 e−tH
R
PFの汎関数積分表示は構成されていない. 実際古典的な場合でも我々

の知る限りその経路積分表示はワイル量子化の場合にしか構成されていないようである. ま
たHR

PFの基底状態の存在証明も今まで開発されてきた手法を応用すれば出来るのだろうけ
ど, その証明は公表されていない.
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