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1 次の 𝑛次 3重対角行列の行列式を ∆𝑛とおく．

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1 𝑏1 0 ⋯ ⋯ 0
𝑐1 𝑎2 𝑏2 0 ⋮
0 𝑐2 𝑎3 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ 0 ⋱ ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑏𝑛−1
0 ⋯ ⋯ 0 𝑐𝑛−1 𝑎𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(1) 次の漸化式を示せ．
∆𝑛 = 𝑎𝑛∆𝑛−1 − 𝑏𝑛−1𝑐𝑛−1∆𝑛−2

(2) 𝑎𝑖 = 2 cos 𝜃, 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 = 1 (𝑖 = 1, 2,… ) のとき， ∆𝑛 =
sin(𝑛 + 1)𝜃

sin 𝜃
を示せ．

2 次の式を示せ．(Vandermonde行列式)

det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 ⋯ 1
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛
𝑥 2
1 𝑥 2

2 ⋯ 𝑥 2
𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑥 𝑛−1
1 𝑥 𝑛−1

2 ⋯ 𝑥 𝑛−1
𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
∏

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)

3 𝑡𝐴 = −𝐴を満たす 𝑛次正方行列を 𝑛次反対称行列と呼ぶ．

(1) 𝑛が奇数であれば det𝐴 = 0 となることを示せ．

(2) det
⎛
⎜
⎜
⎝

0 𝑎 𝑏 𝑐
−𝑎 0 𝑑 𝑒
−𝑏 −𝑑 0 𝑓
−𝑐 −𝑒 −𝑓 0

⎞
⎟
⎟
⎠

= (𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 + 𝑐𝑑)2 を示せ．

(3) 𝑛(偶数)次反対称行列 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)の行列式は，𝑎𝑖𝑗 たちのある多項式 Pf(𝐴) (Pfaf-
fian) の二乗であらわせることを示せ.

(ヒント: 𝑛についての帰納法による．𝑛次反対称行列 𝐴 = (𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

), ただし，

𝐴11は 𝑛−2次反対称行列, 𝑄 = (𝐼𝑛−2 −𝐴12𝐴 −1
22

𝑂 𝐼2
) として det(𝑄𝐴)を考えてみよ)

以上



略解

1 (1) 𝑛行目で展開，片方は ∆𝑛−1. もう一方はさらに 𝑛 − 1列目で展開すると ∆𝑛−2がで
てくる．

(2) 𝑛 = 1, 2で確かめて漸化式．

2 帰納法．𝑛 = 2で成立することを確認．

𝑛−1で成立するとして，𝑛次を計算する．(𝑛−1)行の−𝑥𝑛倍を 𝑛行目に足し，(𝑛−2)
行の−𝑥𝑛倍を 𝑛 − 1行目に足し，を繰り返して 𝑛列目で展開すると，

(−1)𝑛−1 det
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥1 − 𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛
𝑥1(𝑥1 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)

⋮ ⋮
𝑥 𝑛−2
1 (𝑥1 − 𝑥𝑛) 𝑥 𝑛−2

𝑛−1 (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎠

𝑖列目を 𝑥𝑖 − 𝑥𝑛でくくると，𝑛 − 1次に帰着．

3 (1) 𝑛次行列𝐴に対し，det(𝐴) = det(𝑡𝐴), det(𝑥𝐴) = 𝑥𝑛 det(𝐴)より，奇数次反対称行列
𝐴は det(𝐴) = det(𝑡𝐴) = det(−𝐴) = (−1)𝑛 det(𝐴) = −det(𝐴),よって det(𝐴) = 0.

(2) (3)で使う結果を用いれば

𝐴12𝐴−1
22𝐴21 =

1
𝑓
(𝑏 𝑐
𝑑 𝑒) (

0 −1
1 0 ) (

−𝑏 −𝑑
−𝑐 −𝑒) =

1
𝑓
( 0 −𝑐𝑑 + 𝑏𝑒
𝑐𝑑 − 𝑏𝑒 0 )

だから det𝐴 = (𝑎𝑓 + 𝑐𝑑 − 𝑏𝑒)2

(3) 𝑛についての帰納法．
𝑛 = 2のとき，det

(
0 𝑎
−𝑎 0

)
= 𝑎2より成立．

𝑛 − 2まで成立しているとする．ヒントから 𝑄𝐴を計算すると

(𝐼𝑛−2 −𝐴12𝐴 −1
22

𝑂 𝐼2
) (𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
) = (𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1

22 𝐴21 𝑂
𝐴21 𝐴22

)

両辺の行列式をとって

det(𝐴) = det(𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1
22 𝐴21) det(𝐴22)

𝐴は反対称行列だから，𝐴21 = −𝑡𝐴12, 𝐴22 =
(

0 𝑎
−𝑎 0

)
に注意する (𝑎 ≠ 0とする）と，

𝑡(𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1
22 𝐴21) = 𝑡𝐴11 − 𝑡𝐴21

𝑡(𝐴 −1
22 )

𝑡𝐴12 = −𝐴11 + 𝐴12𝐴 −1
22 𝐴21

従って，det𝐴は 𝑛 − 2次，2次反対称行列の行列式の積であり，帰納法の仮定か
ら det(𝐴) =

(
𝑎 Pf(𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1

22 𝐴21)
)2とかけることが示される．ここで行列式の

定義から Pf(𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1
22 𝐴21)は 𝑎−1の多項式だが，det(𝐴)に 𝑎の負冪はあらわ

れず 𝑎 Pf(𝐴11 − 𝐴12𝐴 −1
22 𝐴21) = 𝑎𝑝1 + 𝑝0である．


