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1 次の行列の行列式を求めよ．

(1)
⎛
⎜
⎝

1 𝑎 𝑎2 − 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑏2 − 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑐2 − 𝑎𝑏

⎞
⎟
⎠

(2)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑏 𝑏 𝑐 𝑑
𝑐 𝑐 𝑐 𝑑
𝑑 𝑑 𝑑 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎠

(3)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥 𝑏 𝑏 𝑏
𝑏 𝑥 𝑏 𝑏
𝑏 𝑏 𝑥 𝑏
𝑏 𝑏 𝑏 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠

2 (1) 𝑛次正方行列𝐴,𝑚次正方行列 𝐵, 𝑛 ×𝑚行列 𝐶に対し，以下を示せ．

det (𝐴 𝐶
𝑂 𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)

(2) 𝑛次正方行列𝐴, 𝐵に対し，以下を示せ．

det (𝐴 𝐵
𝐵 𝐴) = det(𝐴 + 𝐵) det(𝐴 − 𝐵)

3 𝑛次正方行列𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)において𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗(𝑥)が𝑥の微分可能な関数とする．∆(𝑥) = det𝐴

とおく．

(1) 𝑛 = 3のとき,以下を示せ．

𝑑∆
𝑑𝑥

= det
⎛
⎜
⎝

𝑎′11 𝑎′12 𝑎′13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎠
+ det

⎛
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎′21 𝑎′22 𝑎′23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎠
+ det

⎛
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎′31 𝑎′32 𝑎′33

⎞
⎟
⎠

= det
⎛
⎜
⎝

𝑎′11 𝑎12 𝑎13
𝑎′21 𝑎22 𝑎23
𝑎′31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎠
+ det

⎛
⎜
⎝

𝑎11 𝑎′12 𝑎13
𝑎21 𝑎′22 𝑎23
𝑎31 𝑎′32 𝑎33

⎞
⎟
⎠
+ det

⎛
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎′13
𝑎21 𝑎22 𝑎′23
𝑎31 𝑎32 𝑎′33

⎞
⎟
⎠

(2) 一般の 𝑛次正方行列の場合，𝑑∆

𝑑𝑥
はどう表されるか．

4 空間内の同一直線上にない 3点 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) (𝑖 = 1, 2, 3)を通る平面の方程式は以下で与
えられることを示せ．

det
⎛
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦
𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

= 0

以上



略解

1 (1) 1行目を２，3行から引く．2行目は 𝑏 − 𝑎, 3行目は 𝑐 − 𝑎でまとめれば等しいこ
とが分かる．よって，0.

(2) 4行目は 𝑑でくくり，−𝑎,−𝑏,−𝑐倍を 1,2,3行に足す．1行目で展開すると三角行
列．よって，(𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑐 − 𝑑)𝑑.

(3) 1,2,3行を 4行目にたせば 4行目は 𝑥+3𝑏でくくれる．4行目の−𝑏倍を 1,2,3行に
足すと三角行列．よって，(𝑥 − 𝑏)3(𝑥 + 3𝑏)

2 (1) detの定義，および左下𝑂から,非自明な寄与の 𝜎は 𝜎 = 𝜏𝜅,ただし 𝜏, 𝜅はそれぞ
れ {1,… , 𝑛}，{𝑛 + 1,… , 𝑛 +𝑚}の置換．あとは sgn(𝜎) = sgn(𝜏) sgn(𝜅)

(2) 2列目を 1列目に足して det (𝐴 + 𝐵 𝐵
𝐴 + 𝐵 𝐴), 1行目を 2行目からひいて (1)の形

3 定義式 det𝐴 =
∑

𝜎∈𝔖𝑛

sgn(𝜎)𝑎1,𝜎(1)… 𝑎𝑛,𝜎(𝑛) =
∑

𝜎∈𝔖𝑛

sgn(𝜎)𝑎𝜎(1),1… 𝑎𝜎(𝑛),𝑛を微分すれば

𝑑
𝑑𝑥

det𝐴 =
𝑛∑

𝑗=1
det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋮ ⋯ ⋮
𝑎′𝑗,1 ⋯ 𝑎′𝑗,𝑛
⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
𝑛∑

𝑘=1
det

⎛
⎜
⎝

𝑎1,1 ⋯ 𝑎′1,𝑘 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎′𝑛,𝑘 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎞
⎟
⎠

4 detは 𝑥, 𝑦, 𝑧の一次式となるから平面の式である．(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)で 2列が等しく
なるので，３点を通ることがわかる．


