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Une nouvelle démonstration des identités de Hecke
Takaaki NOMURA

Soit P; (j = 0,1,2,...) lespace vectoriel des polynoémes homogenes de degré j
sur R™ a coefficients complexes. On désigne par PH; le sous-espace de P; formé par
les polynémes harmoniques. L’une des identiés de Hecke dont il s’agit est la suivante

([1)~[5]):

Théoréme 1. Sip € PH;, on a

(1.1) / pla)e I e 4z = ip(ge I (€ e R,

La démonstration normale [2] ~ [5] fait usage de la formule de la moyenne des
fonctions harmoniques et celle de Clerc [1, p. 198] utilise le lemme de Schur. Dans cet
article, on présente une démonstration nouvelle et plus simple (& la représentation
du groupe SO(n, R) pres) dont le mécanime s’applique aux autres identités de Hecke
qu’on étudiera plus tard.

Tout ce dont on a besoin est l'irréductibilité de la représentation du groupe
SO(n,R) sur PH;: T(g)f(z) = f(g7'x) (g9 € SO(n,R), f € PH;) (voir [1], [3]).
Une conséquence immédiate de cette irréductibilité est la suivante. Soit

N::{(cl,...,cn)GC”; C%‘*"*’CZZO}

Alors, l'espace vectoriel PH; est engendré par les fonctions ¢.(z)’ (¢ € N), ou
qe(x) :=c121 + - - - + cpxy. Pour le voir, il suffit d’observer que

Age(x)) = j(G —1)(F 4+ 2)ge(z)’ % pour j > 2,
T(Q)Qc = Qgc,

et que NV est stable par SO(n, C) (donc par SO(n,R)). Par conséquent, on n’a qu’a
montrer (1.1) pour p(z) = g.(x)? (c € N). Or, 'analyse de Fourier élémentaire nous

dit que (z*f) = ( — %)afA (avec la notation habituelle des multi-indices a) pour

f € S(R™), par exemple, et (e~ 77
I'identité suivante:

”2)/\2 e=mliel’®, Donc, ce qu’il faut démontrer est

(1.2) qc<_%)je—r|sn2 _ g (eI (e A,
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2 Identités de Hecke

On note d’abord que

(1.3) 2:(D)(¢:(6)*) = kqe(c)ge ()" 1 =0  (k=1,2,...).

D’autre part, on a aisément
2 2
(1.4) qC(D)e—Wlléll — _Qﬁqc(g)e—wl\ﬁ\l )

L’opérateur différentiel g.(D) étant d’ordre 1, les formules (1.3) et (1.4) permettent
de démontrer, par récurrence, en utilisant la regle de Leibniz,

qgo(D) e IE = (—2m) =i g, ()T e mIIEN",

ce qui n’est autre que (1.2).

C.Q.F.D.

Voyons comment marche le méme mécanisme dans la démonstration de 'autre
identité de Hecke. Soit o la mesure borélienne sur la sphere unité S™~! pour laquelle
on a

- f(z)dx = /OOO " dr /Snl flru)do(u)

pour toute fonction borélienne sommable f sur R™. On sait que
7€) = [ e () = 2|0 gy a2

ou Jy désigne la fonction de Bessel ordinaire d’ordre A ([2], [3] et [5]).
Théoréme 2. Soit p € PH,;. Alors

[ ple i do () = 2mi e e ),

Démonstration. Il suffit de montrer 1’identité suivante:

D\J_ o g
ac(—5=) 7€) = 2m i q (€)1 T Tz (2rl€),
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pour ¢ € N. Cette fois-ci, la relation bien connue (e.g., [5, proof of Lemma IV.3.1])

(1.5) %(t&ﬁ(t)) =t a1 (t)

nous permet d’avoir pour £k =1,2,...,n,

0

98, 0(6) =~ GlIEl T gz (27D,
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de sorte que

D 2 n—2
0c(—52)(8) = Zae(©O el gz (2],

2mi
Le résultat en découle via une récurrence facile utilisant (1.3) et (1.5).
C.Q.F.D.

Finalement, signalons que

ge(D)(IEN%) = aqe(©)llg)*,

qui, avec (1.3), permet non seulement de démontrer 'identité classique

pD)(IEIF") = s lIEl* " p(e)  (p € PHy),

ouc; = (=10 (n—2)n(n+2)---(n+2j—4) (voir [4, p. 74]) mais aussi de calculer la
transformée de Fourier de p(x)||z||~° pour p € PH; a partir de celle de ||z||~°. On
ne détaillera pas la démonstration, car cela se fait de la méme fagon.
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