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[ 1 ] 位相群 GL(n,R) の左 Haar 測度は
dx

|detx |n と表されることを示せ. ただし dx は

n× n 実行列全体を Rn×n と自然に同一視したときの Lebesgue 測度を表す.

またこの左 Haar 測度は右 Haar 測度でもあることを示せ.

[ 2 ] 上半三角行列のなす位相群

S :=

x =


x11 x12 . . . x1n

x22 . . . x2n

. . .
...

0 xnn

 ∈ GL(n,R)


の左 Haar 測度 dlx と右 Haar 測度 drx はそれぞれ

dlx =
1

|xn11x
n−1
22 · · ·xnn|

∏
i5j

dxij , drx =
1

|x11x2
22 · · ·xnnn|

∏
i5j

dxij

で与えられることを示せ.

[ 3 ] G はコンパクト群であるとする. G の既約ユニタリ表現 π の指標を ξπ で表す. すな

わち π の表現空間 Hπ は有限次元であることに注意して, ξπ(x) := trπ(x).

(1)
∫
G

ξπ(xgyg−1) dg =
ξπ(x)ξπ(y)

dimHπ
を示せ（dg は正規化された G の Haar 測度）.

(2) 逆に G 上の連続函数 f（f(e) 6= 0 ; e は単位元）がすべての x, y ∈ G について

(∗)
∫
G

f(xgyg−1) dg = f(x)f(y)

をみたすとき, G のある既約ユニタリ表現 π に対して f =
ξπ

dimHπ
となることを示せ.

(
Hint :

∫∫∫
ξπ1(x) ξπ2(y)f(xgyg−1) dxdydg を２通りに計算する — (∗)を用いる方法と

　　　　測度の不変性を用いる方法. 函数 f が central（類函数）であることにも注意.

)
以上


