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得点 [1] [ 1 ] X を集合とし，X の部分集合 A1, A2, . . . に対して

lim sup
n!1

An :=
1T

k=1

⇣ 1S
n=k

An

⌘
, lim inf

n!1
An :=

1S
k=1

⇣ 1T
n=k

An

⌘

とおく．以下の各問いに答えよ．

(1) lim sup
n!1

An =
�
x 2 X ; 無数の番号 n に対して x 2 An となる

 
を示せ．

(2) lim inf
n!1

An =
�
x 2 X ; 　　　　　　　 に対して x 2 An となる

 
の空欄を正しく埋めよ．

(3) lim inf
n!1

An ⇢ lim sup
n!1

An を示せ．

(4) X の部分集合 B に対して，�
B は B の定義函数を表すものとする．このとき，

lim inf
n!1

�
An

(x) = �
A(x) (A := lim inf

n!1
An)

となることを示せ．
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得点 [2] [ 2 ] X を空でない集合とし，B := {E ⇢ X ; E または Ec は高々可算集合 }とする．
(1) B は � 加法族であることを示せ．

(2) さらに X は非可算集合であるとする．各 E 2 B に対して，µ(E) :=

(
0 (E は高々可算)

1 (Ecは高々可算)
とおくと

µは測度になることを示せ．
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得点 [3] [ 3 ] Lebesgue可測な Rの部分集合の全体を Lとし，R上の Lebesgue測度をmとする．
以下の各命題が正しいかどうか，理由とともに述べよ．
(1) E 2 Lとする．m(E) = 0 ならば，E は高々可算集合である．
(2) E 2 Lが有界ならば，m(E) < +1 である．
(3) Rの開集合 E がm(E) < +1 をみたすなら，E は有界である．

得点 [4] [ 4 ] R 上の Lebesgue 測度を m で表す．f(x) := exp
�
�
��[ x ]

��� (x 2 R) とするとき，
Z

R
f dm を計算せよ．

ただし，[ x ] はガウス記号で，x を越えない最大の整数を表す．（函数 f(x) は，ガウス記号に絶対値を付し，
それに負号を付けたものが eの肩に乗っている．）
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得点 [5] [ 5 ] N ⇢ Rは Lebesgue零集合とする．無理数 ↵をうまくとると，集合 N + ↵ := {x + ↵ ; x 2 N}は有理数
をまったく含まないことを示せ．

得点 [6] [ 6 ] (X, B, µ)は測度空間で，µ(X) < +1とする．⌫(X) < +1をみたす有限加法的測度 ⌫ : B ! [ 0, +1 )

が次の性質を持つとき，⌫ は可算加法的，すなわち測度であることを示せ．
8" > 0, 9� > 0 s.t. µ(E) < � (E 2 B) =) ⌫(E) < ".


