
§1. 正則開凸錐とその双対性

V：有限次元実ベクトル空間，正定値内積 h · | · iを持つ1．
内積から得られる V のノルムを k · kで表す：kx k :=

p
hx |x i．

定義 1.1. (1) S ⇢ V が凸集合2(convex set)であるとは，x, y 2 S であるとき，
x, yを結ぶ線分も Sに属するときをいう．

(2) S ⇢ V が錐 (cone) であるとは，
8x 2 S, 8� > 0 =) �x 2 S

となるときをいう．凸集合である錐を凸錐という．

x

y

凸集合

x

y

凸集合

y
x

凸集合ではない

• S：凸錐 () x, y 2 Sのとき，8� > 0と 8µ > 0に対して，�x + µy 2 S．
• 開凸錐 def() 開集合である凸錐， • 閉凸錐 def() 閉集合である凸錐

補題 1.2. S ⇢ V：閉凸集合，x /2 S =) 9s0 2 S s.t. inf
s2S
kx� s k = kx� s0 k．

注意 1.3. この補題は有限次元でなくても，Hilbert空間でも成り立つ．

証明. 以下 l := inf
s2S
kx� s kとおく．このとき

9sn 2 S (n = 1, 2, . . . ) s.t. l = lim
n!1

kx� sn k.

点列 {sn}はCauchy列であることを示そう．
中線定理． a, b 2 V のとき，k a + b k2 + k a� b k2 = 2

�
k a k2 + k b k2

�
が成り立つ3．

（ノルムを展開して，k a ± b k2 = k a k2 ± 2h a | b i+ k b k2より明らか．）
a = x� sn，b = x� smとして中線定理を適用すると

k 2x� (sn + sm) k2 + k sn � sm k2 = 2
�
kx� sn k2 + kx� sm k2

�
.

1Rn としてもよいが，内積を取り替えることもあるので，初めから Rn に固定すると却ってやや
こしい．

2凸という漢字の書き順は 2通りあるらしい．左上の縦棒から始めるとするのと，左上の横棒から
始めるとするというもの．どちらにしても 5画である．部首分類としては凵繞（かんにょう），凵部
（かんぶ），凵（うけばこ）,凵構えに属する．凹（これも 5画），函，出，凶などが同類．

3英語では parallelogram lawという．
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移項して，1
2(sn + sm) 2 Sであることより

k sn � sm k2 = 2
�
kx� sn k2 + kx� sm k2

�
� 4

���x� sn + sm

2

���2

5 2
�
kx� sn k2 + kx� sm k2

�
� 4l2.

n, m !1とすると（少し雑な言い方であるが）
lim sup
n,m!1

k sn � sm k2 5 4l2 � 4l2 = 0.

ゆえに{sn}はCauchy列であるので，9s0 = lim
n!1

sn．仮定よりSは閉集合ゆえs0 2 S．
そして kx� s0 k = lim

n!1
kx� sn k = lが成り立つ． ⇤

補題 1.4. S ⇢ V は閉凸集合，s0 2 Sは補題 1.2のものとする．このとき4

hx� s0 | s0 i = hx� s0 | s i (8s 2 S).

証明. 不等式 kx � s0 k 5 kx � s k (8s 2 S) において，

x
s0

S

s

s
sのところを 8� (0 < � < 1)をとって，(1��)s0 + �s 2 S

とすることにより，
kx�s0 k2 5 kx�(1��)s0��s k2 = k (x�s0)+�(s0�s) k2．
両辺を展開して整理すると

2� hx� s0 | s0 � s i+ �2k s0 � s k2 = 0.

�で割ってから � ! +0として，hx� s0 | s0 � s i = 0．すなわち補題を得る． ⇤

定義 1.5. S ⇢ V とする．次の集合 S�を Sの極集合という．
S� := {x 2 V ; hx | s i 5 1 for 8s 2 S }.

注意 1.6. Sが錐Cならば，C� = {x 2 V ; hx | c i 5 0 for 8c 2 C }となる．実際x 2 C�，
c 2 Cのとき，8� > 0に対して �c 2 Cより，hx | c i 5 1

� ゆえ，� ! +1とすればよい．し
たがって，C�は凸錐になる．

定理 1.7. S：原点 0を含む閉凸集合 =) (S�)� = S．

証明. S ⇢ (S�)�は明らか．ゆえに x /2 Sならば (S�)�に属さないこと，すなわち
9y0 2 S� s.t. h y0 |x i > 1を示せばよい．補題 1.2より xから Sの元への最短距離を
実現する s0 2 Sがあり，補題 1.4の不等式が成り立つ．その不等式で s = 0 2 Sと
おくと hx� s0 | s0 i = 0を得る．ここで x 6= s0であるから

hx� s0 |x� s0 i = kx� s0 k2 > 0.

ゆえに hx� s0 |x i > hx� s0 | s0 i = 0 であるから，t > 0を選んで
hx� s0 |x i > t > hx� s0 | s0 i ( = 0).

4結論を hx� s0 | s� s0 i 5 0（鈍角をなす）と見る方が直感に合う．図参照．
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左端の不等式より，
D

x� s0

t

��� x
E

> 1．一方補題 1.4と右側の不等式よりD
x� s0

t

��� s
E

5
D

x� s0

t

��� s0

E
< 1 (8s 2 S).

これらは，y0 := 1
t (s� s0)が所要の元であること示している． ⇤

Cを凸錐とするとき，C] := {x ; hx | y i = 0 (8y 2 C) }とおく．
• C]は閉凸錐であって，C] = �C�．

定理 1.8. Cが閉凸錐ならば，(C])] = C．

命題 1.9. Cが閉凸錐なら，Int C] = {x ; hx | c i > 0 (8c 2 C \ {0}) }．

証明. x 2 V とする．
(1)ある c0 2 C\{0}に対して hx | c0 i 5 0とすると，8" > 0に対して，hx�"c0 | c0 i =

hx | c0 i � "k c0 k2 < 0．ゆえに x� "c0 /2 C] (8" > 0)，すなわち x /2 Int C]．
(2) hx | c i > 0 (8c 2 C \ {0})のとき，f(y) := hx | y iは，S := { y ; k y k = 1 }と
するとき，コンパクト集合C \ Sで最小値 � > 0 をとる．このとき，ku k < �なら
ば，8c 2 C \ {0}に対して

hx + u | c i = k c k
D
x

��� c
k c k

E
+ hu | c i = �k c k � ku kk c k = (� � ku k)k c k = 0

ゆえに x + u 2 C]となって x 2 Int C]である． ⇤

Cが閉凸錐であるとき，
• C � C := {x� y ; x 2 C, y 2 C }はCを含む最小の部分空間．
• �C := {�x ; x 2 C }とおくとき，C \ (�C)はCに含まれる最大の部分空間．

補題 1.10. Cが閉凸錐なら，(C] � C])? = C \ (�C)．

証明. x 2 (C] � C])? () h x | y i = 0 (8y 2 C])

() x 2 (C])] = C，かつ�x 2 (C])] = C. ⇤

命題 1.11. 閉凸錐Cについて次は同値．
(1) Cは 1次元部分空間を含まない． (2) C \ (�C) = {0}． (3) Int C] 6= ?．

証明. (1) =) (2)は明らか．次 (3) =) (1)は命題 1.9より明らか．(2)が成り立て
ば，補題 1.10より，C]�C] = V．左辺はC]を含む最小の部分空間であるから，C]

の元から成る V の基底 e1, . . . , enがとれる．ここで n := dim V であり，k ej k = 1
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(8j = 1, . . . , n)としてよい．このとき e1, . . . , enの凸包5< e1, . . . , en >は，
< e1, . . . , en >:= {�1e1 + · · · + �nen ; �j = 0 (8j = 1, . . . , n), �1 + · · · + �n = 1 }

で，閉単位球をBとするとき，< e1, . . . , en >⇢ B \ C]である．このとき，たとえ
ば 1

n(e1 + · · · + en) 2 Int C]であることは容易に示せる． ⇤

定義 1.12. ⌦：開凸錐．⌦が正則 (regular)
def() ⌦は直線を含まない．

補題 1.13. 開凸錐が⌦正則 () ⌦は 1次元部分空間を含まない．

証明. a 2 V，0 6= x0 2 V に対して a + tx0 2 ⌦ (8t 2 R)とする．t > 0のとき
x+ 1

t a 2 ⌦であり，t < 0のとき�x� 1
t 2 ⌦．それぞれにおいて t ! +1，t ! �1

として，±x 2 ⌦．ゆえに⌦は 1次元部分空間を含む．逆を示すために，次の事実に
注意する： ⌦ + ⌦ ⇢ ⌦．実際，x 2 ⌦，y 2 ⌦とする．� > 0を選んで，ku k < �

ならば x + u 2 ⌦としておく．そして k y � y0 k < �となる y0 2 ⌦がとれるから，
x + y = (x + (y � y0)) + y0 2 ⌦ + ⌦ ⇢ ⌦. //

さて x0 6= 0に対して，⌦ � Rx0と仮定し，a 2 ⌦をとる．このとき，8t 2 Rに対し
て，a + tx0 2 ⌦ + ⌦ ⇢ ⌦ となっている． ⇤

定理 1.14. ⌦：正則開凸錐，⌦⇤ := { y ; h y |x i > 0 (8x 2 ⌦ \ {0} }．
(1) ⌦⇤ 6= ?であり，⌦⇤も正則開凸錐． （内積 h · | · iに関する⌦の双対錐という．）
(2) (⌦⇤)⇤ = ⌦．

証明. (1) 定義と命題 1.9より，⌦⇤ = Int(⌦
]
)に注意．したがって ⌦⇤は開凸錐で

ある．⌦は 1次元部分空間を含まないから，⌦\ (�⌦) = {0}．ゆえに命題 1.11より
⌦⇤ 6= ?がわかる．さらに補題 1.10，定理 1.8より

⌦
] \

�
�⌦

]�
=

⇥�
⌦

]�] �
�
⌦

]�]⇤?
= (⌦� ⌦)? = ⌦

? ⇢ (⌦)? = {0}.

ゆえに⌦⇤ = ⌦
]（下の注意 (2)参照）は 1次元部分空間を含まない．

(2) (⌦⇤)⇤ = Int(⌦⇤)] = Int
��

⌦
]�]�

= Int(⌦) = ⌦（最後の等号は下の注意 (1)）． ⇤

注意 1.15. (1) 一般には，開集合Aに対して IntA % Aであるが，正則開凸錐⌦ 6= ?のと
きは Int ⌦ = ⌦である．まず a 2 ⌦をとっておく．a 6= 0に注意．そこで 8x 2 Int(⌦)に対し
て，9� > 0 s.t. ku k < �なら x+u 2 ⌦．このとき，x =

�
x� �

2k a ka)+ �
2k a ka 2 ⌦+⌦ ⇢ ⌦．

(2) ⌦⇤ = ⌦]．⇢ は自明．� について：y0 2 ⌦⇤ を固定．8y 2 ⌦] と 8" > 0 に対して，
y + "y0 2 ⌦⇤ が示せる．そして " ! +0として y 2 ⌦⇤ （一般の閉集合 B に対しては，
IntB $ B）．

5e1, . . . , en を含む最小の凸集合．
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§2. 開凸錐の例

例 2.1. Rnにおいて一つの基底 e1, . . . , en（必ずしも正規直交ではない）をとり

⌦(e1, . . . , en) :=
n nX

j=1

tjej ; tj > 0 (j = 1, . . . , n)
o

とおく（第 1象限）．明らかに⌦(e1, . . . , en)は開凸錐．

(1) f1, . . . , fnを e1, . . . , enに双対な基底，つまりRnの標準内積を h · | · iで表すとき，
h fi | ej i = �ij をみたすものとすると，⌦(e1, . . . , en)⇤ = ⌦(f1, . . . , fn)．
証明. 明らかに

⌦(e1, . . . , en) =
n nP

j=1
tjej ; tj = 0 (j = 1, . . . , n)

o
.

さて y 2 ⌦(e1, . . . , en)⇤とし，y =
P

�jfjと表す．ek 2 ⌦(e1, . . . , en) \ {0} (8k)であ
るから，0 < h y | ek i = �k (8k)となって y 2 ⌦(f1, . . . , fn)．
　逆に y =

P
�jfj 2 ⌦(f1, . . . , fn)ならば，8x =

P
tjej 2 ⌦(e1, . . . , en) \ {0}に対

して，h y |x i =
P

�jtj．ここで各 j = 1, . . . , nに対して，�j > 0，tj = 0であって，
t1 = · · · = tn = 0ではないので h y |x i > 0となる．よって y 2 ⌦(e1, . . . , en)⇤． ⇤

(2) (1)より，e1, . . . , enが正規直交基底であれば，⌦(e1, . . . .en)⇤ = ⌦(e1, . . . .en)．
一般に，⌦⇤ = ⌦となる開凸錐を自己双対 (selfdual) であるという．

(3) R2でより詳しく見てみよう．簡単のため，0 < ↵ < ⇡
2 < � < ⇡とする．

e1 :=
�!
OA = (cos ↵, sin ↵)，

A
B

A0B0

⌦(e1, e2)

⌦(f1, f2)

x

y

O

e2 :=
�!
OB = (cos �, sin �)，

r := sin(� � ↵) > 0，
f1 :=

��!
OA0 = r�1

�
cos

�
� � ⇡

2

�
, sin

�
� � ⇡

2

��
= r�1(sin �, � cos �),

f2 :=
��!
OB0 = r�1

�
cos

�
↵ + ⇡

2

�
, sin

�
↵ + ⇡

2

��
= r�1(� sin ↵, cos ↵).

h f1 | e1 i = r�1(sin � cos ↵� cos � sin ↵) = 1， h f1 | e2 i = h f2 | e1 i = 0，
h f2 | e2 i = r�1(� sin ↵ cos � + cos ↵ sin �) = 1，
ゆえに，f1, f2は e1, e2に双対な基底となるので，⌦(e1, e2)⇤ = ⌦(f1, f2)．
特に ↵ = ⇡

4，� = 3⇡
4 のとき，⌦(e1, e2)は自己双対である．
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例 2.2. 以下R3で考える．R3の元 a1, . . . ,anに対して

ha1, . . . ,ani+ :=
n nP

j=1
tjaj ; tj > 0 (8j > 0)

o

とおく．明らかに，ha1, . . . ,ani+は，a1, . . . ,anの凸包を断面に持ち，原点を頂点
とする開凸錐である．さて次の 4個のベクトル

v1 :=

0
@ 0

0
1

1
A , v2 :=

0
@ 1

0
1

1
A , v3 :=

0
@ 1

1
1

1
A , v4 :=

0
@ 0

1
1

1
A

をとって，開凸錐 ⌦ := hv1, v2, v3, v4i+を考えよう．v1, v2, v2, v4の凸包は 1辺の長
さが 1の正方形である．

Rv1 + Rv2：平面 y = 0（xz平面）

v1

v2
v3

v4

O

x

y

z

Rv2 + Rv3：平面 x = z

Rv3 + Rv4：平面 y = z

Rv4 + Rv1：平面 x = 0（ yz平面）

ゆえに1，⌦ =

8<
:x =

0
@ x

y
z

1
A

�����
x > 0, y > 0

z � x > 0, z � y > 0

9=
;．

R3の標準内積 h · | · iに関する⌦の双対凸錐 ⌦⇤は，

�1 :=

0
@ 1

0
0

1
A , �2 :=

0
@ 0

1
0

1
A , �3 :=

0
@�1

0
1

1
A , �4 :=

0
@ 0
�1

1

1
A

とおくとき，

⌦⇤ = h�1, �2, �3, �4i+ =

8<
:� =

0
@ ⇠

⌘
⇣

1
A

�����
⇣ > 0, ⇠ + ⇣ > 0

⇠ + ⌘ + ⇣ > 0, ⌘ + ⇣ > 0

9=
; · · · · · · 1�

で与えられる．まず， 1�の右側の等号は，
R�1 + R�2：平面 ⇣ = 0（ ⇠⌘平面）

�1

�2

�3

�4

O

⇠

⌘

⇣

R�2 + R�3：平面 ⇠ + ⇣ = 0

R�3 + R�4：平面 ⇠ + ⌘ + ⇣ = 0

R�4 + R�1：平面 ⌘ + ⇣ = 0

であることよりわかる．
断面は 1辺の長さが

p
2と

p
3の長方形である．

1たとえば，v1 と v3 の中点 ( 1
2 , 1

2 , 1)が入っている側ということで．
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左側の等号を示すために，x =

0
@ x

y
z

1
A，� =

0
@ ⇠

⌘
⇣

1
Aとするとき，

h�1 |x i = x, h�2 |x i = y, h�3 |x i = �x + z, h�4 |x i = �y + z · · · · · · 2�
h� |v1 i = ⇣, h� |v2 i = ⇠ + ⇣, h� |v3 i = ⇠ + ⌘ + ⇣, h� |v4 i = ⌘ + ⇣ · · · 3�

となっていることに注意すればよい．
　実際，まず� 2 h�1, �2, �3, �4i+とする． 1�の右側の等号と 3�より，h� |vj i > 0

(j = 1, 2, 3, 4)が成り立つので，8v 2 ⌦を v = a1v1 + a2v2 + a3v3 + a4v4 (aj = 0)

と表せば

h� |v i =
4X

j=1

ajh� |vj i = 0.

等号は aj = 0 (8j)，すなわち v = 0の時に成り立つ．ゆえに� 2 ⌦⇤．
　逆にx 2

�
h�1, �2, �3, �4i+

�⇤ならば，�j 2 h�1, �2, �3, �4i+\{0}ゆえ，hx |�j i >

0 (j = 1, 2, 3, 4)． 2�より x 2 ⌦となる．ゆえに，
�
h�1, �2, �3, �4i+

�⇤ ⇢ ⌦．開凸錐
の双対性より，h�1, �2, �3, �4i=

�
h�1, �2, �3, �4i+

�⇤⇤ ⇢ ⌦⇤となって，逆向きの包含
関係も示せた．

例 2.3. Lorentz錐
n = 2とする．

⌦ := {x 2 Rn ; x2
1 � x2

2 � · · ·� x2
n > 0, x1 > 0}.

明らかに⌦は開凸錐で，この⌦をLorentz錐（光錐とも呼ばれる）という．

定理 2.4. Rnの標準内積を h · | · iに関する⌦の双対錐を⌦⇤とすると，⌦⇤ = ⌦．
したがって，Lorentz錐は自己双対．

証明. （あ）⌦ ⇢ ⌦⇤であること： y 2 ⌦とする．任意の x 2 ⌦に対して
h y |x i = y1x1 + y2x2 + · · · + ynxn

= y1x1 �
q

y2
2 + · · · + y2

n

q
x2

2 + · · · + x2
n

= 0.

ゆえに y 2 (⌦)] = ⌦⇤となるので，⌦ ⇢ ⌦⇤，よって⌦ = Int ⌦ ⇢ Int(⌦⇤) = ⌦⇤．
（い）⌦⇤ ⇢ ⌦であること： y 2 ⌦⇤とする．(1) y2 = · · · = yn = 0のとき．e1 :=

(1, 0, . . . , 0) 2 ⌦ \ {0}より，y1 = h y | e1 i > 0．ゆえに y 2 ⌦となってOK．
(2) y2, . . . , ynに 0でないものがある場合．

x1 :=
q

y2
2 + · · · + y2

n, xj := �yj (j = 2, . . . , n)
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とおいて，x =

0
BBB@

x1

x2
...

xn

1
CCCA を考えると，x 2 ⌦ \ {0}．ゆえに

0 < h y |x i = y1

q
y2

2 + · · · + y2
n � (y2

2 + · · · + y2
n).

これより y1 >
p

y2
2 + · · · + y2

nが出るので，y 2 ⌦である． ⇤

例 2.5. 正定値実対称行列のなす開凸錐
V := Sym(n, R)：n次実対称行列のなすベクトル空間．
⌦ := Sym(n, R)++ = {x 2 V ; x� 0}： 正定値実対称行列のなす開凸錐．
ここで，x 2 V について，（ h ⇠ | ⌘ iRn := t⌘⇠はRnの標準内積）

x 2 ⌦ () xの固有値はすべて正 () h x⇠ | ⇠ iRn > 0 (8⇠ 2 Rn \ {0}).

(2) V に内積 hx | y i := tr(xy)を入れる．実際 hx |x i =
P

i,j xijxji =
P

i,j x2
ij（行列

xのすべての成分の平方の和）となるから，確かに正定値内積である．この内積に
関する双対錐を⌦⇤とすると，⌦⇤ = ⌦，すなわち，⌦は自己双対である．
証明. y 2 ⌦⇤とする．任意の ⇠ 2 Rn \ {0}に対して，x = ⇠ t⇠とおくと，8⌘ 2 Rn

に対して，hx⌘ | ⌘ iRn = t⌘x⌘ = t⌘⇠ t⇠⌘ = h ⇠ | ⌘ i2Rn = 0がわかるから，x 2 ⌦ \ {0}．
ゆえに

0 < h y |x i = tr(y⇠ t⇠) =
nX

i,j=1

yij⇠j⇠i = h y⇠ | ⇠ iRn .

よって h y⇠ | ⇠ iRn > 0となり y 2 ⌦．したがって⌦⇤ ⇢ ⌦が示せた．
　逆に x 2 ⌦とする．このとき x1/2 2 ⌦をとる2と，8y 2 ⌦ \ {0}に対して

h (x1/2yx1/2)⇠ | ⇠ iRn = h y(x1/2⇠) | (x1/2⇠) iRn = 0 (8⇠ 2 R2 \ {0}).

そうして x = (x1/2)2に注意すると（x1/2yx1/2の固有値は非負だが，正のものもある
ので），tr(xy) = tr(x1/2yx1/2) > 0．これは x 2 ⌦⇤を意味する． ⇤

注意 2.6. ' : ( x y
y z ) 7! (x,

p
2 y, z) により，内積も込めて Sym(2, R) = R3 とみなす．

⌦ := Sym(2, R)++ とすると，⌦ = {( x y
y z ) ; x > 0, xz � y2 > 0}であり，したがって，

'(⌦) = {x = (x, y, z) ; x > 0, xz > 1
2y2}となる．座標軸を回転して，x = 1p

2
(u + v)，

z = 1p
2
(u�v)とすると，'(⌦) = {(u, y, v) ; u > 0, u2 > v2 +y2}となって，これはLorentz

錐である（注意：u = 1p
2
trX > 0）．

2直交行列 T により x = tTDT，ただしDは対角線に xの固有値（すべて正）�j が並ぶ対角行列，
とできる．対角線に �1/2 が並ぶ対角行列をD1/2 として，x1/2 := tTD1/2T とすればよい．
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§3. 開凸錐の線型自己同型群

以下，V：内積 h · | · iを持つ有限次元実ベクトル空間，
kx k :=

p
hx |x iは内積から決まるノルム．

このとき，Schwarzの不等式が成り立つ： hx | y i 5 kx kk y k．
• V 上の任意の線型形式 �（すなわち �は線型作用素（線型写像）V ! R）に対し
て，91 y 2 V s.t. �(x) = hx | y i (8x 2 V )．
証明. 正規直交基底をとればすぐにわかるが，そのように議論すると，基底に依存
するようで気持ち悪い．Hilbert空間のときのように議論するとよい．�が零形式なら，
y = 0ととればよいので，� 6= 0とする．M := Ker � = {x 2 V ; �(x) = 0}とおく
と，Mは部分空間でM 6= V．すなわちM? 6= {0}．ゆえに9u 2 M? s.t. ku k = 1．
このとき，8x 2 V に対して �(u)x� �(x)u 2 M より

0 = h�(u)x� �(x)u |u i = hx |�(u)u i � �(x).

ゆえに，y = �(u)uとおくとよい．一意性は明らか． ⇤

L(V )：V 上の線型作用素の全体．
T 2 L(V )に対して，kT k := max

kx k51
kTx kとおく（T の作用素ノルム）．

(1) kT k = 0 () T = 0（零作用素），
(2) ↵ 2 Rのとき，k↵T k = ↵ kT k，
(3) （三角不等式）kT + S k 5 kT k+ kS k．
このノルムにより，L(V )はノルム空間，とくに距離空間になる．　
• kTx k 5 kT kkx k (T 2 L(V ), x 2 V )．
実際 x 6= 0のときは，kTx k = kx k

���T
⇣

x
kx k

⌘��� 5 kx kkT k．//

• kTS k 5 kT kkS k (T, S 2 L(V )．
* kx k 5 1のとき，kTSx k 5 kT kkSx k 5 kT kkS kkx k 5 kT kkS k．//

次に T 2 L(V )とする．8y 2 V に対して，V 3 x 7! hTx | y iは明らかに線型形式．
ゆえに，91z 2 V s.t. hTx | y i = hx | z i (8x 2 V )．
yに対してこの zを対応させる作用素を tT で表す：

z = tTy，すなわち，hTx | y i = hx | tTy i (8x, y 2 V )．

明らかに tT も V 上の線型作用素．すなわち tT 2 L(V )．
• t(tT ) = T．
* hx | t(tT )y i = h tTx | y i = h y | tTx i = h tTy |x i．

1



• hTx | y i = hx | tTy iより，正規直交基底 e1, . . . , enに関する T の表示行列を (⌧ij)

とすると，tT の表示行列はその転置行列 t(⌧ij)である．　

補題 3.1. T 2 L(V )のとき，k tT k = kT k．

証明. kx k 5 1のとき，
kTx k2 = hTx |Tx i = hx | tTTx i 5 kx kk tTTx k 5 k tTT kkx k 5 k tT kkT k.

ゆえに kT k 5 k tT k．これを tT に適用すると，k tT k 5 k t(tT ) k = kT kとなって，
逆向きの不等号も得るので，証明終わり． ⇤　

GL(V )：V の可逆な線型作用素の全体．
各 T 2 L(V )に対して，det T とは，T の正規直交基底に関する T の表示行列の行列
式のこと．これは正規直交基底の取り方によらず定まる．このとき，

GL(V ) = {T 2 L(V ) ; det T 6= 0}.

とくに，GL(V )はL(V )の開集合である．
• GL(V )は写像の合成に関して群をなす：

単位元 = 恒等作用素，T 2 GL(V )の逆元は T の逆作用素 T�1．
• 正規直交基底を固定，それに関する T, S 2 GL(V )の表示行列を (⌧ij)，(�ij)．

(1) TSの行列表示の (i, j)成分 =
nP

k=1
⌧ik�kj．とくに �ijと ⌧ijの多項式．

(2) T�1の表示行列は 1
det T

⇥（T の余因子行列）．したがって各成分は，
1

det T
⇥（ ⌧ijの多項式）という形．

ゆえに群演算
GL(V )⇥GL(V ) 3 (T, S) 7! TS 2 GL(V ), GL(V ) 3 T 7! T�1 2 GL(V )

はC1写像（実解析的写像でもある）． GL(V )はLie群である．

以下，⌦を V の正則開凸錐とする．

定義 3.2. GL(⌦) := {g 2 GL(V ) ; g(⌦) = ⌦}．
GL(⌦)を⌦の線型自己同型群と呼ぶ．

• GL(⌦) = {g 2 GL(V ) ; g(⌦) = ⌦}とも書けるから，GL(⌦)はGL(V )の閉部分群
になっている； gn 2 GL(⌦) (n = 1, 2, . . . )，gn ! g 2 GL(V )ならば，g 2 GL(⌦)．
ここで，g�1

n = 1
det gn

⇥（ gnの余因子行列）! 1
det g

⇥（ gの余因子行列）に注意．

したがって，GL(⌦)自身 Lie群になっている（線型Lie群という）．
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定義 3.3. ⌦が等質 def() GL(⌦)が⌦に推移的に働く．すなわち
8x, y 2 ⌦, 9g 2 GL(⌦) s.t. gx = y.

命題 3.4. GL(⌦⇤) = tGL(⌦) := {tg ; g 2 GL(⌦)}．

証明. まず包含関係 �を示そう．g 2 GL(⌦)，y 2 ⌦⇤とする．8x 2 ⌦ \ {0}に対
して gx 2 ⌦ \ {0}であるから，h tgy |x i = h y | gx i > 0．ゆえに tgy 2 ⌦⇤ となって，
tg(⌦⇤) ⇢ ⌦⇤が示せた．ここで gの代わりに g�1を用いて，( tg)�1 = t(g�1) に注意す
ると，逆向きの包含関係もわかるので，tg(⌦⇤) = ⌦⇤を得る．ゆえに tg 2 GL(⌦⇤)．
すなわち tGL(⌦) ⇢ GL(⌦⇤)．以上の議論を⌦⇤に適用して，tGL(⌦⇤) ⇢ GL(⌦⇤⇤) =

GL(⌦)．これはGL(⌦⇤) ⇢ tGL(⌦)を意味する．よってGL(⌦⇤) = tGL(⌦)． ⇤

各 a 2 ⌦に対して，GL(⌦)a := {g 2 GL(⌦) ; ga = a}．
GL(⌦)aはGL(⌦)の閉部分群である．GL(⌦)における aの固定部分群と呼ぶ．

命題 3.5. GL(⌦)aはGL(⌦)のコンパクトな部分群である．

証明には次の補題が必要である．a 2 V に対して，a� ⌦ = {a� x ; x 2 ⌦}．

補題 3.6. a 2 ⌦とするとき，⌦ \ (a� ⌦)は空でない有界な開集合である．

証明. 1
2a 2 ⌦ \ (a� ⌦)ゆえ，⌦ \ (a� ⌦) 6= ?は空でない開集合．有界である

ことを示そう．⌦⇤ 6= ?より，y0 2 ⌦⇤を固定しよう．容易に
⌦ \ (a� ⌦) ⇢ {x 2 ⌦ ; 0 < h y0 |x i < h y0 | a i}.

S := {x 2 V ; kx k = 1}とし，� := min
x2⌦\S

h y0 |x i > 0とおくと，h y0 |x i = �kx k

が，任意の x 2 ⌦で成り立っている (x = 0でもOK)．ゆえに，x 2 ⌦ \ (a� ⌦)な
らば kx k 5 1

�
h y |x i < 1

�
h y | a iとなって，⌦ \ (a� ⌦)は有界集合である． ⇤

命題 3.6の証明 C := ⌦ \ (a�⌦)とおくと，Cは空でない有界開集合である．そ
して，GL(⌦)aはCを不変にする．したがって x0 2 Cを固定し，r0 > 0, R0 > 0を
とって，B(x0, r0) ⇢ C ⇢ B(0, R0) としておくと

GL(⌦)a

�
B(x0, r0)

�
⇢ B(0, R0).

任意に g 2 GL(⌦)aをとる．任意の x 2 V (kx k 5 1)に対して，x0 +r0x 2 B(x0, r0)

であるから，k gx0 + r0gx k 5 R0．そして k gx0 k 5 R0でもあるから
r0k gx k 5 k r0gx + gx0 k+ k gx0 k 5 R0 + R0 = 2R0.

よって，k gx k 5 2r�1
0 R0となるので，k g k 5 2r�1

0 R0. これは GL(⌦)aが有界集合
であることを示している．GL(⌦)aが閉集合であることは明らか． ⇤
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例 3.7. 前回の開角錐は等質でないことを示そう．次の 4個のベクトル

v1 :=

0
@ 0

0
1

1
A , v2 :=

0
@ 1

0
1

1
A , v3 :=

0
@ 1

1
1

1
A , v4 :=

0
@ 0

1
1

1
A

で生成さされる角錐⌦ := hv1, v2, v3, v4i+を考えた．

`j := R>0 vj (j = 1, 2, 3, 4)：⌦の母線．

v1

`1

v2

`2

v3

`3

v4

`4

O

x

y

z
8g 2 GL(⌦)とする．gは可逆な線型作用素ゆえ，`i

と `j (i 6= j)が張る平面を原点を通る平面に写す．
母線は二つの境界面の交線であるので，gは母線間
の置換を引き起こすが，⌦を不変にすることから，
隣りあう母線は隣り合う母線に移る．したがって，
`1の行き先の母線を指定すると，その隣にしか `2，
`4は来ない．よって `3の行き先は決まってしまう．

⇡：`1と `3が張る平面，⇡0：`2と `4が張る平面．

v1

`1

v2

`2

v3

`3

v4

`4

L

O

x

y

z

L：⇡と ⇡0の交線の一部である⌦内の半直線．
gにより，⇡と ⇡0は互換される可能性があるが，L

は不変になる．言い換えれば，gによって，L上の
点はL以外の所には写らない．よってこの例の⌦は
等質ではない．

4



§4. 等質開凸錐の例

例 4.1 (Lorentz錐). n = 2とする．
⌦ := {x 2 Rn ; x2

1 � x2
2 � · · ·� x2

n > 0, x1 > 0}.

⌦は開凸錐で，Rnの標準内積で⌦⇤ = ⌦．
以下⌦は等質であることを示そう．

J :=

0
BBB@

1 0 . . . 0

0 �1
...

...
. . . 0

0 · · · 0 �1

1
CCCA , [ x , y ] := txJy (x, y 2 Rn) · · · · · · 1�

とおくと，⌦ = {x 2 Rn ; [ x , x ] > 0, x1 > 0}と書ける．
O(1, n� 1) := {g 2 GL(n, R) ; [ gx , gy ] = [ x , y ] (8x, y 2 Rn)}

を考える． 1�よりO(1, n� 1) = {g 2 GL(n, R) ; tgJg = J} でもある．O(1, n� 1)

が群をなすことは明らかであろう．またGL(n, R)の閉部分群であるから，線型 Lie

群である．

補題 4.2. tgJg = J () gJ tg = J．

証明. J2 = I より， tgJg = J に右から J をかけて tgJgJ = I を得る．ゆえに
tgJ = (gJ)�1．よって gJ tgJ = I．この両辺に右から J をかけて gJ tg = J となる．
逆向きも同様． ⇤

O(1, n� 1)は連結成分を 4個持つことが知られている1．
単位元の連結成分を SO0(1, n� 1)とすると（再び同書を参照）

SO0(1, n� 1) = {g 2 O(1, n� 1) ; det g = 1, g11 = 1}.

補題 4.3. SO0(1, n� 1) ⇢ GL(⌦)．

証明. g 2 SO0(1, n�1)とする．補題 4.2より，gJ tg = Jである．この両辺の (1, 1)

成分を比べると，g2
11 �

nP
k=2

g2
1k = 1．さて x 2 ⌦ とする．gxの第 1成分 (gx)1は

(gx)1 =
nX

k=1

g1kxk = g11x1 +
nX

k=2

g1kxk.

Schwarzの不等式から����
nX

k=2

g1kxk

���� 5
✓ nX

k=2

g2
1k

◆1/2✓ nX
k=2

x2
k

◆1/2

<
q

g2
11 � 1 · x1 < g11x1

1例えば，山内恭彦・杉浦光夫：連続群論入門参照．O(3, 1)で書かれてあるが，証明はそのまま一
般の nで通用する．
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がわかるので，(gx)1 > 0である．ゆえに g(⌦) ⇢ ⌦．そして g�1 を考えれば逆向き
の包含関係も出るので g(⌦) = ⌦を得る．ゆえに g 2 GL(⌦)である． ⇤

以下，G := R>0 ⇥ SO0(1, n� 1)とおく．ただしR>0は正数倍という演算で⌦に働
くものとする．明らかに G ⇢ GL(⌦)である．
さて，次の行列u, htは，いずれもSO0(1, n�1)に属することが容易に確かめられる．

u :=

✓
1 0
0 eu

◆
（ただし，eu 2 SO(n� 1, R)），

ht :=

0
@cosh t 0 sinh t

0 In�2 0
sinh t 0 cosh t

1
A （ただし，t 2 R，In�2は n� 2次単位行列）．

定理 4.4. Gは⌦に推移的に働く．したがって⌦は等質である．

証明. e1 =

0
BBB@

1
0
...
0

1
CCCA 2 ⌦を考えて，任意に x 2 ⌦ が与えられたとき，g 2 Gを

見つけて，x = ge1とできればよい．まず，[ x , x ] > 0であるから，� :=
p

[ x , x ]

とおくと，x = �yかつ [ y , y ] = 1である．次に，r :=
p

y2
2 + · · · + y2

nとおくと，
eu 2 SO(n� 1, R) を見つけてきて，

eu
0
BBB@

0
...
0
r

1
CCCA =

0
BBB@

y2
...
...

yn

1
CCCA

とできる．y2
1 � r2 = [ y , y ] = 1，y1 > 0より，9t = 0 s.t. y1 = cosh t, r = sinh t．

このとき，x = �uhte1となっている． ⇤

例 4.5. 正定値実対称行列のなす開凸錐
V := Sym(n, R)：n次実対称行列のなすベクトル空間．
⌦ := {x 2 V ; x � 0}．すなわち，⌦は n次正定値実対称行列のなす開凸錐．
V に内積 hx | y i := Tr(xy)を入れることで⌦⇤ = ⌦である．
各 T 2 Mat(n, R)に対して，V 上の線型作用素 ⇢(T ) = ⇢n(T )を

⇢(T )x = TxtT (x 2 V )

で定義する．g 2 GL(n, R)なら明らかに ⇢(g) 2 GL(⌦)．
n次単位行列を Inと書く．In 2 ⌦である．
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定理 4.6. ⌦は等質である．

証明. 2種類の証明をする．いずれも任意の x 2 ⌦が，適当な g 2 GL(n, R)を用
いて，x = g tg = ⇢(g)In（Inは n次単位行列）と書けることを示すものである．
(1) 8x 2 ⌦は正定値な平方根 x1/2を持つ．x1/2 2 GL(n, R)ゆえ ⇢(x1/2) 2 GL(⌦)を
考えると，x1/2は対称行列ゆえ，⇢(x1/2)In = x1/2Inx1/2 = xとなる．
(2) x 2 ⌦とし，Rn上の正定値 2次形式

Qx(⇠) :=
nX

i,j=1

xij⇠i⇠j = hx⇠ | ⇠ iRn (⇠ 2 Rn)

を考えて，これを ⇠1の 2次式と見て次のように表す．

Qx(⇠) = x11⇠
2
1 + 2

nX
j=1

x1j⇠j⇠1 + Q0(⇠0).

ただしQ0(⇠0)は ⇠0 := t(⇠2, . . . , ⇠n) 2 Rnの 2次形式．ここで x11 = hxe1 | e1 iRn > 0

に注意して平方完成をすると，次の形になる．

Qx(⇠) =

✓p
x1⇠1 +

nX
j=2

x1jp
x11

⇠j

◆2

+ Q0
1(⇠

0) = ⌘2
1 + Q0

1(⇠
0). · · · · · · 2�

ただし，

⌘1 := ↵⇠1 + t�⇠0, ↵ :=
p

x11,
t� = (�2, . . . , �n), �j :=

x1jp
x11

とおいた．Q0
1の行列を yとすると，

Qx(⇠) = (⌘1,
t⇠01)

✓
1 0
0 y

◆ ✓
⌘1

⇠01

◆
=

t✓✓
↵ t�
0 In�1

◆✓
⇠1

⇠0

◆◆✓
1 0
0 y

◆ ✓
↵ t�
0 In�1

◆✓
⇠1

⇠0

◆

であるから，これは xが次のように書かれることを意味する：

x =

✓
↵ 0
� In�1

◆ ✓
1 0
0 y

◆ ✓
↵ t�
0 In�1

◆
.

また 2�より，Q0
1(⇠

0)はRn�1上の正定値の 2次形式になる．ゆえに yは n� 1次正定
値対称行列である．nに関する帰納法で，下三角行列 T 2 GL(n, R)を見つけてき
て，x = T tT = ⇢(T )Inとなることがわかる． ⇤

例 4.7. Vinberg錐
自己双対でない等質開凸錐，すなわち，どのように内積を定義してもその内積に関
して自己双対にならない等質開凸錐の例（1960年にVinbergが挙げた開凸錐で，最
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低次元の 5次元のもの2）．

V :=

8<
:v =

0
@v1 v2 v4

v2 v3 0
v4 0 v5

1
A ; vi 2 R (i = 1, . . . , 5)

9=
; ⇢ Sym(3, R).

V には Sym(3, R)からの内積を入れる．
h v | v0 i := Tr(vv0) (v, v0 2 V ).

考える開凸錐は

⌦ :=

8<
:x =

0
@x1 x2 x4

x2 x3 0
x4 0 x5

1
A ; x1 > 0, x1x3 � x2

2 > 0, x1x5 � x2
4 > 0

9=
; .

この⌦をVinberg錐と呼ぶ．

定理 4.8. ⌦は等質である．

証明. x 2 V に対して，x(1) :=

✓
x1 x2

x2 x3

◆
，x(2) :=

✓
x1 x4

x4 x5

◆
とおき，i = 1, 2に対

して，gi :=

✓
a 0
bi ci

◆
2 GL(2, R)，a > 0，ci > 0 (i = 1, 2)とするとき，

g 2 GL(V )を，(gx)(i) := gix(i) tgi (i = 1, 2)で定義し，以下 g = (g1, g2)と表す．
直接の計算で✓

a 0
b1 c1

◆ ✓
x1 x2

x2 x3

◆ ✓
a 0
b1 c1

◆
,

✓
a 0
b2 c2

◆ ✓
x1 x4

x4 x5

◆ ✓
a 0
b2 c2

◆

の (1, 1)成分はともに a2x1であることがわかるから，gはwell-definedで，
x 2 ⌦ =) x(1) � 0, x(2) � 0 =) (gx)(1) � 0, (gx)(2) � 0

であるから，g 2 GL(⌦)である．推移性については gi
tgi =

✓
a2 abi

abi b2
i + c2

i

◆
に注意．

したがって，y =

0
@y1 y2 y4

y2 y3 0
y4 0 y5

1
A 2 ⌦が与えられたとき，

✓
y1 y2

y2 y3

◆
=

✓
a2 ab1

ab1 b2
1 + c2

1

◆
,

✓
y1 y4

y4 y5

◆
=

✓
a2 ab2

ab2 b2
2 + c2

2

◆

を解くことになる．a, b1, b2, c1, c2が一意的に次のように解ける．

a =
p

y1, b1 =
y2p
y1

, c1 =

p
y1y3 � y2

2p
y1

, b2 =
y4p
y1

, c2 =

p
y1y5 � y2

4p
y1

. ⇤

2後年，Vinbergの理論により，11次元以上では，互いに線型同値ではない非自己双対な等質開凸
錐は連続濃度あることが示されている．
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定理 4.9. ⌦⇤ = {y 2 V ; y � 0}である．

補題 4.10. 一般に⌦が等質なら⌦⇤も等質である．（証明は次章）

証明. まず，E := I3とするとE 2 ⌦⇤である．実際，8x 2 ⌦ \ {0}に対して，
hE |x i = Tr x = x1 + x3 + x5.

x(1)もx(2)も半正定値であるから，x1, x3, x5 = 0．ゆえに hE |x i = 0．等号が成立す
るなら，x1 = x3 = x5 = 0．ここで，x1x3�x2

2 = 0，x1x5�x2
4 = 0より，x2 = x4 = 0

も出るが，これは x = 0を意味する．
　定理の証明は，補題とGL(⌦⇤) = tGL(⌦)により，⌦⇤ = tGL(⌦)Eを示すことで終
わる．したがって，g = (g1, g2) 2 GL(⌦)の共役作用素を求めることが最初の仕事で
ある．

補題 4.11. Sym(n,R) 上の線型作用素 ⇢n(T ) (T 2 Mat(n, R)) のトレース内積
hX |Y i := Tr(XY )に関する共役作用素 t⇢n(T )は ⇢n(tT )に等しい．

証明. X, Y 2 Sym(n, R)とすると
h ⇢n(T )X |Y i = Tr(TX tTY ) = Tr(X tTY T ) = hX | ⇢n(tT )Y i (X 2 Sym(n, R)).

より，結論が従う． ⇤

　さて，次の分解に注意する．✓
a 0
b c

◆
=

✓
a 0
b 1

◆✓
1 0
0 c

◆
=

✓
a 0
0 1

◆✓
1 0
b 1

◆✓
1 0
0 c

◆
. · · · · · · 3�

g1 = g2 =

✓
a 0
0 1

◆
のとき，ga := (g1, g2)の v 2 V への作用は対角的であって，

v1 7! a2v1, v2 7! av2, v3 7! v3, v4 7! av2, v5 7! v5

また一般に，T 2 Mat(2, R)のとき0
@ T

✓
0
0

◆

(0, 0) 1

1
A
0
@ X

✓
v4

0

◆

(v4, 0) v5

1
A
0
@ tT

✓
0
0

◆

(0, 0) 1

1
A =

0
@ TX tT T

✓
v4

0

◆

(v4, 0)tT v5

1
A .

ゆえにT = tT =

✓
a 0
0 1

◆
とすることで，tg = ⇢3

⇣⇣
a 0 0
0 1 0
0 0 1

⌘⌘
で表されることがわかる．

さらに T =

✓
1 ⇤
0 ⇤

◆
の形であれば，T

✓
v4

0

◆
=

✓
v4

0

◆
ゆえ，V 上の変換としては

⇢3

��
T 0
0 1

��
= ⇢2(T )� I （V = (Rv1 � Rv2 � Rv3)� (Rv4 � Rv5) と見て）
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となっていることがわかる．したがって，g1 =

✓
1 0
b 1

◆
,

✓
1 0
0 c

◆
のとき，g = (g1, I)

の共役作用素 tgは ⇢3

⇣⇣
tg1 0
t0 1

⌘⌘
で与えられることがわかる．

g2 =

✓
1 0
b 1

◆
,

✓
1 0
0 c

◆
のときの g(I, g2)についても，同様にして tgが　

⇢3

0
@
0
@1 0 b

0 1 0
0 0 1

1
A
1
A , ⇢3

0
@
0
@1 0 0

0 1 0
0 0 c

1
A
1
A

で与えられることがわかる．
　ここで行列の分解0

@a b1 b2

0 c1 0
0 0 c2

1
A =

0
@1 0 0

0 c1 0
0 0 c2

1
A

0
@1 b1 b2

0 1 0
0 0 1

1
A

0
@a 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A ,

0
@1 0 0

0 c1 0
0 0 c2

1
A =

0
@1 0 0

0 c1 0
0 0 1

1
A

0
@1 0 0

0 1 0
0 0 c2

1
A ,

0
@1 b1 b2

0 1 0
0 0 1

1
A =

0
@1 b1 0

0 1 0
0 0 1

1
A

0
@1 0 b2

0 1 0
0 0 1

1
A

と 3�を比べて， tgg0 = tg0 tgに注意すれば，
✓✓

a 0
b1 c1

◆
,

✓
a 0
b2 c2

◆◆
の共役作用素が

⇢3

⇣ ⇣
a b1 b2
0 c1 0
0 0 1

⌘ ⌘
で与えられることがわかる．そしてE = I3の軌道は，0

@a b1 b2

0 c1 0
0 0 c2

1
A

0
@a 0 0

b1 c1 0
b2 0 c2

1
A =

0
@a2 + b2

1 + b2
2 b1c1 b2c2

b1c1 c2
1 0

b2c2 0 c2
2

1
A · · · · · · 4�

で，右辺は y =
⇣ y1 y2 y4

y2 y3 0
y4 0 y5

⌘
2 V で y � 0である任意のものになり得る．実際， 4�が

yに等しいとすると，a, bi, ciが一意的に解けて，
c1 =

p
y3, c2 =

p
y5, b1 =

y2p
y3

, b2 =
y4p
y5

,

a =

p
y1y3y5 � y2

2y5 � y2
4y3p

y3y5
=

p
det yp
y3y5

となる． ⇤
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§5. 開凸錐の特性函数

V：有限次元実ベクトル空間で，内積 h · | · iを持つ．kx k :=
p
hx |x i．

dx：正規直交基底を固定して V をRdim V とみたときのRdim V の Lebesgue測度．
Lebesgue測度は直交変換で不変なので，dxは正規直交基底の取り方によらない．
Ω：V の正則開凸錐， Ω∗ 6= ∅：Ωの双対凸錐．

定義 5.1. x ∈ Ωに対して
φ(x) :=

Z

Ω∗
e−hx | y i dy.

Ω上の函数 φをΩの特性函数と呼ぶ（とりあえず+∞も許しての定義である）．

命題 5.2. φ(x)を定義する積分は，xがΩのコンパクト集合にとどまるとき，一様
に絶対収束する．さらに φはC∞であって，
(5.1) φ(gx) = det g −1 φ(x) (x ∈ Ω, g ∈ GL(Ω)).

証明. K：Ωのコンパクト部分集合．
ε := min{hx | y i ; x ∈ K, y ∈ Ω∗, k y k = 1} > 0.

そうすると，x ∈ K, y ∈ Ω∗のとき，hx | y i = εk y k．ゆえに 0 < e−hx | y i 5 e−εk y k

となるから，積分は x ∈ Kに関して一様に絶対収束する．函数 φがC∞であること
もほぼ同様（積分記号下の微分：詳細略）．そして x ∈ Ω，g ∈ GL(Ω)のとき

φ(gx) =

Z

Ω∗
e−h gx | y i dy =

Z

Ω∗
e−hx | tgy i dy

=

Z

Ω∗
e−hx | y i det tg −1 dy = det g −1 φ(x)

となって，証明終わり． §

以下，なめらかな函数に対して，Du (u ∈ V )は，その u方向の微分を表す：
Duf(x) := d

dt
f(x + tu)

ØØØ
t=0

.

命題 5.3. 各 x ∈ Ωに対して，
σx(u, v) := DuDv log φ(x) (u, v ∈ V )

とおくとき，(u, v) 7→ σx(u, v)は正定値な対称双一次形式で，GL(Ω)不変になって
いる： σgx(gu, gv) = σx(u, v) (g ∈ GL(Ω))．

証明. σx(u, v)が対称な双一次形式であることは log φがなめらかなことによる．
正定値であることを示そう．u ∈ V のとき
(5.2) Du log φ(x) =

Duφ(x)
φ(x)

= − 1
φ(x)

Z

Ω∗
e−hx | y ihu | y i dy.

1



ゆえに

D2
u log φ(x) = − 1

φ(x)2

µZ

Ω∗
e−hx | y ihu | y i dy

∂2

+ 1
φ(x)

Z

Ω∗
e−hx | y ihu | y i2 dy

= 1
φ(x)2

(µZ

Ω∗
e−hx | y i dy

∂µZ

Ω∗
e−hx | y ihu | y i2 dy

∂

−
µZ

Ω∗
e−hx | y ihu | y i dy

∂2
)

= 0.

最後は Schwarzの不等式による．ここで u 6= 0のとき，2個の函数 y 7→ e−hx | y i/2 と
y 7→ e−hx | y i/2hu | y iは 1次独立．したがって Schwarzの不等式で等号は成立しない．
よって

σx(u, u) = D2
u log φ(x) > 0 (u 6= 0).

さて g ∈ GL(Ω)は線型に作用しているから，ψが滑らかな函数であるとき，
°
(Dguψ) ◦ g

¢
(x) = (Dguψ)(gx) = d

dt
ψ(gx + tgu)

ØØØ
t=0

= Du(ψ ◦ g)(x).

したがって，(DguDgvψ) ◦ g = Du(Dgvψ ◦ g) = DuDv(ψ ◦ g)．ゆえに
σgx(gu, gv) = (DguDgv log φ)(gx) = DuDv((log φ) ◦ g)(x)

= DuDv log φ(x) (∵ φ(gx) = det g −1φ(x))

= σx(u, v)

となって，証明終わり． §

f をΩ上のなめらかな函数とする．各 x ∈ Ωにおいて，V 3 u 7→ Duf(x)は線型形
式ゆえ，∃1∇f (x) ∈ V s.t.

Duf(x) = h∇f (x) |u i (∀u ∈ V ).

（座標を使わない∇f の定義）．

定義 5.4. x ∈ Ωに対して，x∗ := −∇ log φ(x) ∈ V とおく．

　∇ log φ(x)の定義と (5.2)より，u ∈ V に対して

hx∗ |u i = 1
φ(x)

Z

Ω∗
hu | y ie−hx | y i dy =

D
1

φ(x)

Z

Ω∗
y e−hx | y i dy

ØØØ u
E
. (∗)

二つ目の等号は，積分をRiemann和で書いて内積の線型性と連続性による．ゆえに

x∗ = 1
φ(x)

Z

Ω∗
y e−hx | y i dy =

Z

Ω∗
y e−hx | y i dy

Z

Ω∗
e−hx | y i dy

である．後者は，x∗が密度関数 e−hx | y iに関するΩ∗の重心であることを示している．
Ω∗は凸であるから，x∗ ∈ Ω∗であることがわかる．

2



定理 5.5. (1) hx |x∗ i = dim V (∀x ∈ Ω)．
(2) x 7→ x∗はΩからΩ∗への bijectionを与える（Vinbergの ∗写像という）．
(3) (gx)∗ = tg−1x∗ (g ∈ GL(Ω), x ∈ Ω)．

証明. (1) (5.1)で g = λI (λ > 0)として，φ(λx) = λ−Nφ(x) (N := dim V )．この
両辺で λ = 1 + tとおくと，φ(x + tx) = (1 + t)−Nφ(x)となるから，両辺を tで微分
してから t = 0とおくと，hx |∇φ(x) i = Dxφ(x) = −Nφ(x)．よって

hx |x∗ i = − 1
φ(x)

hx |∇φ(x) i = N.

(2) x∗ ∈ Ω∗はすでに示しているが，式でも示しておこう．u ∈ Ω\{0}とすると，(∗)
で hu | y i > 0より，hx∗ |u i > 0となって，x∗ ∈ Ω∗．
　 x 7→ x∗が全単射であることの証明に次の補題が必要である．

補題 5.6. xn ∈ Ω (n = 1, 2, . . . )，かつ xn → x0 ∈ ∂Ω =⇒ φ(xn) → +∞．

証明. Ω∗は開集合ゆえ，Ω∗の元からなる V の基底 e1, . . . , eN が存在する．さらに
x0 ∈ ∂Ωより，hx | e1 i = 0としてよい（∀y ∈ Ω∗ \ {0}に対して hx0 | y i > 0なら，
x ∈ Ω∗∗ = Ωとなってしまう）．u1 = 0, . . . , uN = 0のとき，

PN
j=1 ujej ∈ Ω∗ゆえ

φ(x) =

Z

Ω∗
e−hx | y i dy = c

Z +∞

0

· · ·
Z +∞

0

e−hx |
P

ujej i du1 · · · duN

= c
NY

j=1

Z +∞

0

e−ujhx | ej i duj = c
NY

j=1

1
hx | ej i

.

ゆえに φ(xn) = c
NQ

j=1

1
hxn | ej i

→ +∞． §

定理 5.5の証明に戻ろう．∀z ∈ Ω∗とし，zを法線ベクトルとする超平面
H(z) := {y ∈ V ; h y | z i = N}

を考え，Qz := Ω ∩H(z)とおく．まず発見的に z = x∗ (x ∈ Ω)ならば，xはどうい
う点かを調べてみよう．まず hx | z i = hx |x∗ i = N より，x ∈ Qzである．さらに
∀u ∈ H(z)に対して

Du−x log φ(x) = h∇ log φ(x) |u− x i = −hx∗ |u i+ hx∗ |x i
= −h z |u i+ hx∗ |x i = −N + N = 0.

ここで u−xは xを始点とするH(z)上の任意のベクトルであるから，xは (log φ)
ØØ
Qz

の停留点であることを示している．そして，命題 5.3よりD2
u−x log φ > 0ゆえ log φ

は xで狭義の極小である．一方で，log φが x0 ∈ Qz（開集合）で最小値をとれば，

3



Lagrangeの乗数法から，∇ log φ(x0)は超平面H(z)の法線ベクトルと平行である．
言い換えると

∃λ ∈ R s.t. x∗0 = −∇ log φ(x0) = λz.

そして，N = hx0 |x∗0 i = λhx0 | z i = λN より λ = 1となって，z = x∗0である．し
たがって，log φがQzのただ 1点で最小値をとることを示せばよい．まず z ∈ Ω∗ゆ
え，δ := min

u∈Ω, ku k=1
hu | z i > 0．よって y ∈ Qzならば

N = h y | z i = k y k
D y
k y k

ØØØ z
E

= δk y k.

ゆえに k y k 5 δ−1N となって，Qzは有界集合．したがってQzは有界閉集合．ゆえ
に log φはQzで最小値をとり，補題 5.6よりそれはQzの内部Qzで起こる．
　仮に log φ が異なる 2 点 x1, x2 ∈ Qz で広義の極小値をとるとし，log φ(x1) 5

log φ(x2)とする．命題 5.3より log φはQzで，したがって線分x1x2上で狭義凸函数と
なるから，線分 x1x2の内点では log φの値は log φ(x2)より小さい．これは log φ(x2)

が広義の極小値であることに反する．
(3) 補題より

(gx)∗ = 1
φ(gx)

Z

Ω∗
ye−h gx | y i dy = 1

φ(x) det g −1

Z

Ω∗
ye−hx | tgy i dy

= 1
φ(x)

Z

Ω∗
( tgy)e−hx | y i dy = tg

µZ

Ω∗
ye−hx | y i dy

∂

より証明終わり． §

命題 5.7. Ωが等質ならばΩ∗も等質．

証明. y, y0 ∈ Ω∗とし，x∗ = y，(x0)∗ = y0となる x, x0 ∈ Ωをとる．gx = x0となる
g ∈ GL(Ω)をとると，

tg−1y = tg−1x∗ = (gx)∗ = (x0)∗ = y0∗.

GL(Ω∗) = tGL(Ω)ゆえ，証明終わり． §
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§6. 開凸錐の特性函数（続き）

V：有限次元実ベクトル空間で，内積 h · | · iを持つ．kx k :=
p
hx |x i．

dx：正規直交基底を固定して V をRdim V とみたときのRdim V の Lebesgue測度．
Lebesgue測度は直交変換で不変なので，dxは正規直交基底の取り方によらない．
⌦：V の正則開凸錐， ⌦⇤ 6= ?：⌦の双対凸錐．
⌦の特性函数： �(x) = �⌦(x) :=

Z
⌦⇤

e�hx | y i dy (x 2 ⌦)．

Vinbergの⇤写像： x⇤ := �r log �(x)．写像⌦ 3 x 7! x⇤ 2 ⌦⇤はbijection (di↵eo)．

命題 6.1. ⌦は等質であるとする．
(1) �⌦(x)�⌦⇤(x⇤) = const (x 2 ⌦)．
(2) x⇤⇤ = x (x 2 ⌦)．

証明. (1) g 2 GL(⌦)とすると

�⌦(gx)�⌦⇤((gx)⇤) = �⌦(gx)�⌦⇤( tg�1x⇤) =
�⌦(x)
det g

�⌦⇤(x⇤)

det tg �1 = �⌦(x)�⌦⇤(x⇤).

⌦は等質であるので，証明終わり．
(2) �x(u, v) = DuDv log �⌦(x)とし，正定値対称双線型形式 �x(u, v)を内積で表す線
型作用素をH(x)と書く：�x(u, v) = hH(x)u | v i．
H(x)は自己共役 ( tH(x) = H(x))で正定値である．そして，

�x(u, v) = Duhr log �⌦(x) | v i = �Duhx⇤ | v i = �hDux
⇤ | v i

より，H(x)u = �Dux⇤であり，したがって，(x + tu)⇤ = x⇤� tH(x)u + o(t)が写像
x⇤のTaykor展開になる．(1)より log �⌦(x) + log �⌦⇤(x⇤) = constゆえ，両辺にDu

を作用させると，
0 = �hx⇤ |u i+ hx⇤⇤ |H(x)u i

一方，hx |x⇤ i = N にDuを作用させて，
0 = hu |x⇤ i+ hx |Dux

⇤ i = hu |x⇤ i � hx |H(x)u i.

ゆえに
hu |H(x)x⇤⇤ i = hu |x⇤ i = hH(x)x |u i.

u 2 V は任意ゆえ，H(x)x⇤⇤ = H(x)x．作用素H(x)は可逆なので，x⇤⇤ = x． ⇤

⌦が等質であれば，�(gx) = det g �1�(x)を使って特性函数を容易に計算できる．

例 6.2. 以前に扱った Lorentz錐を⌦とする：そこでの記号をそのまま使って，
⌦ = {x 2 Rn ; [ x , x ] > 0, x1 > 0}, [ x , y ] := txJy, J =

✓
1 0
0 �In�1

◆
.

1



Rnの標準内積 h · | · iを用いて，⌦の特性函数 �を定義する．⌦が h · | · iで自己双対
であることにも注意すると
(6.1) �(x) =

Z
⌦

e�hx | y i dy (x 2 ⌦).

さて

u :=

✓
1 0
0 eu

◆
(eu 2 SO(n� 1, R)), ht :=

0
@cosh t 0 sinh t

0 In�2 0
sinh t 0 cosh t

1
A (t 2 R)

とおくと，前章より，x 2 ⌦ は x = �uhte1 (� :=
p

[ x , x ])と表され，det u = 1,

det ht = 1であるから，
�(x) = | det �I|�1�(e1) = [ x , x ]�n/2�(e1) = �(e1)(x

2
1 � x2

2 � · · ·� x2
n)�n/2.

注意 6.3. �(e1)を具体的に求めることができる．Gamma函数の積で表される．

例 6.4. ここでは，正定値実対称行列のなす開凸錐⌦を考える：
⌦ := {x 2 V := Sym(n, R) ; x � 0}.

Sym(n, R)の内積 hx | y i = Tr(xy)を用いて，式 (6.1)の形で，⌦の特性函数 �を
定義する．各 g 2 GL(n, R)に対して，⇢(g)x := gx tg (x 2 V )で ⇢(g) 2 GL(V )

を定義する．任意の x 2 ⌦は x = ⇢(g)In = g tg (g 2 GL(n, R))となるのであ
るから，�(x) = det ⇢(g) �1�(In)．さて det x = (det g)2 であり，次の補題 6.5よ
り det ⇢(g) = det g n+1 であるから， det ⇢(g) = (det x)(n+1)/2である．ゆえに
�(x) = �(In)(det x)�(n+1)/2．

補題 6.5. det ⇢(g) = det g n+1 (g 2 GL(n, R))．

証明. 証明には，行列の極分解を用いるのが良いだろう．任意の t 2 GL(n, R)

は一意的に，g = uh（u 2 O(n, R)，hは正定値実対称行列）と表される1．実際は，
h = ( tgg)1/2，u = g( tgg)�1/2という形で表される2．次に hを u0 2 O(n, R)で対角化
して，h = u0d tu0，d = diag[ d1, . . . , dn ] (d1 > 0, . . . , dn > 0)とする．したがって，
u1, u2 2 O(n, R)により，g = u1du2と表される．
(1) u 2 O(n, R)のとき，⇢(u)は直交変換である．すなわち det ⇢(u) = 1．

* h ⇢(u)x | ⇢(u)y i = Tr
�
(ux tu)(uy tu)

�
= Tr(uxy tu) = Tr(xy) = hx | y i.

(2) d = diag[ d1, . . . , dn ]のとき，⇢(d)x = dxdの (i, j)成分は didjxij である．ゆえ
に，Sym(n, R)の標準的な基底 Eii, Eij + Eji (i < j)（Eijは行列単位：(i, j)成分の

1正則行列でなくても，一意性はなくなるが，同様の極分解がある．
2 tuu = ( tgg)�1/2 tgg( tgg)�1/2 = In．
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み 1で他は 0である行列）に関する線型変換 ⇢(d)の表現行列は「対角行列」であっ
て，どの di も (n + 1)個現れる．ゆえに

det ⇢(d) = (d1 · · · dn)n+1 = (det d)n+1.

g = u1du2であり，g 7! ⇢(g)が群準同型になっていることに注意すると
| det ⇢(g)| = | det ⇢(u1) det ⇢(d) det ⇢(u2)|

= | det ⇢(d)| = | det d |n+1 = | det g|n+1. //

例 6.6. H. Ishi, Proc. Japan Acad., 81 (2005), 44–46.

等質でない開凸錐として，次の 4個のベクトル

v1 :=

0
@ 0

0
1

1
A , v2 :=

0
@ 1

0
1

1
A , v3 :=

0
@ 1

1
1

1
A , v4 :=

0
@ 0

1
1

1
A

で生成さされる角錐⌦ := hv1, v2, v3, v4i+と，その双対錐⌦⇤を考えた．

v1

`1

v2

`2

v3

`3

v4

`4

O

x

y

z
⌦

�1

�2

�3

�4

O

⇠

⌘

⇣

⌦⇤

R3の標準内積 h · | · iに関する⌦の双対凸錐 ⌦⇤は，

�1 :=

0
@ 1

0
0

1
A , �2 :=

0
@ 0

1
0

1
A , �3 :=

0
@�1

0
1

1
A , �4 :=

0
@ 0
�1

1

1
A

とおくとき，⌦⇤ = h�1, �2, �3, �4i+であった．

命題 6.7. (1) �⌦(x) = z
xy(z � x)(z � y)

�
x = t(x, y, z)

�
．

(2) �⌦⇤(⇠) =
⇠ + ⌘ + 2⇣

⇣(⇠ + ⇣)(⌘ + ⇣)(⇠ + ⌘ + ⇣)

�
⇠ = t(⇠, ⌘, ⇣)

�
．

証明. (1) ⌦⇤ = h�1, �2, �3i+ [ h�1, �3, �4i+（共通部分は Lebesgue測度 0）に注

意すると，�⌦(x) =

Z
h�1,�2,�3i+

e�hx | ⇠ i d⇠ +

Z
h�1,�3,�4i+

e�hx | ⇠ i d⇠となる．
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ここで，det
�
�1 �2 �3

�
= det

0
@1 0 �1

0 1 0
0 0 1

1
A = 1であるから，

Z
h�1,�2,�3i+

e�hx | ⇠ i d⇠ =

Z +1

0

Z +1

0

Z +1

0

e�hx | t1�1+t2�2+t3�3 i dt1dt2dt3

=
3Y

j=1

Z +1

0

e�thx | �j i dt = 1
hx |�1 ihx |�2 ihx |�3 i

= 1
xy(z � x)

.

同様に，det
�
�1 �3 �4

�
= det

0
@1 �1 0

0 0 �1
0 1 1

1
A = 1より

Z
h�1,�3,�4i+

e�hx | ⇠ i d⇠ = 1
hx |�1 ihx |�3 ihx |�4 i

= 1
x(z � x)(z � y)

.

ゆえに，�⌦(x) = 1
xy(z � x)

+ 1
x(z � x)(z � y)

= z
xy(z � x)(z � y)

．

(2) 同様にして
�⌦⇤(⇠) = 1

h ⇠ |v1 ih ⇠ |v2 ih ⇠ |v3 i
+ 1
h ⇠ |v1 ih ⇠ |v3 ih ⇠ |v4 i

= 1
⇣(⇠ + ⇣)(⇠ + ⌘ + ⇣)

+ 1
⇣(⇠ + ⌘ + ⇣)(⌘ + ⇣)

=
⇠ + ⌘ + 2⇣

⇣(⇠ + ⇣)(⌘ + ⇣)(⇠ + ⌘ + ⇣)

を得る． ⇤

よって，log �(x) = log z � log x� log y � log(z � x)� log(z � y)ゆえ，
x⇤ = �r log �(x) =

⇣
1
x
� 1

z � x
, 1

y
� 1

z � y
, � 1

z
+ 1

z � x
+ 1

z � y

⌘
.

同様に，
log �⌦⇤(⇠) = log(⇠ + ⌘ + 2⇣)� log ⇣ � log(⇠ + ⇣)� log(⌘ + ⇣)� log(⇠ + ⌘ + ⇣)

より，
⇠⇤ = �r log �⌦⇤(⇠)

=
⇣
� 1

⇠ + ⌘ + 2⇣
+ 1

⇠ + ⇣
+ 1

⇠ + ⌘ + ⇣
, � 1

⇠ + ⌘ + 2⇣
+ 1

⌘ + ⇣
+ 1

⇠ + ⌘ + ⇣
,

� 2
⇠ + ⌘ + 2⇣

+ 1
⇣

+ 1
⇠ + ⇣

+ 1
⌘ + ⇣

+ 1
⇠ + ⌘ + ⇣

⌘
.

したがって，x =
�

1
6 ,

1
3 ,

1
2

�
のとき，x⇤ = (3,�3, 7)であり，⇠ = (3,�3, 7)のとき，

⇠⇤ =
�

6
35 ,

9
28 ,

69
140

�
6= x．ゆえに x⇤⇤ 6= xである．
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§7. 等質開凸錐とクラン

V：有限次元実ベクトル空間，内積 h · | · iを持つ．kx k :=
p
hx |x i．

⌦：V の正則開凸錐．⌦は等質であるとする．すなわち，GL(⌦) y ⌦：推移的．

Vinberg (1963)により
GL(⌦)の同時三角化可能な部分群H で，⌦に単純推移的に作用するものが存在す
る．Borel部分群，岩澤部分群などという．GL(⌦)の連結な同時三角化可能な部分
群の中で極大なもので，GL(⌦)の中で互いに共役である．
ここで，同時三角化可能であるとは，V にうまく基底をとると，Hの元はすべて下
三角行列（上三角でもよい）で表されることをいう．また単純推移的であるとは，推
移的かつ固定部分群Ha = {h 2 H ; ha = a} (a 2 ⌦)が trivialなこと．

注意 7.1. b = h0aのとき，h�1
0 Hbh0 = Haである．実際

h 2 Hb () hb = b () hh0a = h0a () h�1
0 hh0a = a () h�1

0 hh0 2 Ha.

• 線型Lie群：GL(V )の閉部分群になっている群．
G：線型 Lie群．GのLie代数とは，次の集合 gのこと：L(V )は V 上の線型作用素
全体がなすベクトル空間を表すとき，

g := {X 2 L(V ) ; exp tX 2 G (8t 2 R)}.

この gのことを Lie(G)とも書く．
• L(V )はGL(V )の Lie代数になっている．
X, Y 2 L(V )に対して，[X, Y ] := XY �Y Xとおく．次の補題は容易に証明できる．

補題 7.2. (1) [X, Y ]は双線型写像（Xに関しても Y に関しても線型）．
(2) [Y, X] = �[X, Y ]．
(3) (Jacobiの恒等式）[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [Z, X], Y ] = 0．

あまり明らかでないが，次が成り立つ．

命題 7.3. G ⇢ GL(V )；線型 Lie群，g := Lie(G)．
(1) gはL(V )の部分ベクトル空間である．
(2) X, Y 2 gならば，[X, Y ] 2 gである．

【解説】(1)は和について non-trivial．次のLie–Trotter積公式より従う．
exp(X + Y ) = lim

n!1

⇣
exp 1

n
X exp 1

n
Y
⌘n

1



(2)も non-trivial．次の式から従う．

lim
n!1

✓⇣
exp 1

n
X
⌘⇣

exp 1
n

Y
⌘⇣

exp� 1
n

X
⌘⇣

exp� 1
n

Y
⌘◆n2

= exp [X, Y ].

• gをGの単位元 eにおける接空間とみることができる：
T 2 gのとき，eを通るG内の曲線 t 7! exp tT = (exp tT )e の t = 0における接ベク
トルは d

dt
exp(tT )

���
t=0

= T である．

さて⌦に戻って，GL(⌦)の岩澤部分群をHとし，h := Lie(H) ⇢ L(V )とする．
E 2 ⌦を固定して，軌道写像H 3 h 7! hE 2 ⌦を考えると，作用が単純推移的であ
るから，これは微分同相．そうすると，この軌道写像のHの単位元における微分

h 3 T 7! TE = d
dt

(exp tT )E
���
t=0

2 V

は線型同型写像である．その逆写像（もちろん線型写像）を
L : V 3 x 7! Lx 2 h

とする．つまり，各 x 2 V に対して，LxはLxE = xをみたす一意的な hの元で，そ
れは V 上の線型作用素である．

定義 7.4. x4 y := Lxy (x, y 2 V )．
明らかに，x4 y双線型写像である．これにより，V に algebra（線型空間 + 環）の
構造が定義された．ただし結合法則は要求していない．

補題 7.5. [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x (x, y 2 V )．

証明. [Lx, Ly] 2 hであって，[Lx, Ly]E = Lxy � Lyx = x4 y � y4x． ⇤

一般にベクトル空間 V に双線型な積4が定義されていて，その積による左かけ算
作用素Lxが補題 7.5の性質をみたすとき，(V,4)のことを左対称代数と呼ぶ．この
用語の妥当性を見るために，結合子 [·, ·, ·]を導入しよう：

[a, b, c] := a4 (b4 c)� (a4 b)4 c.

補題 7.6. [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x (8x, y 2 V ) () [x, y, z] = [y, x, z] (8x, y, z 2 V )．
すなわち，3重線型写像である結合子は，左側の 2変数について対称である．

証明. 定義によって
[x, y, z] = x4 (y4 z)� (x4 y)4 z, [y, x, z] = y4 (x4 z)� (y4x)4 z.

したがって
[x, y, z] = [y, x, z] () x4 (y4 z)� y4 (x4 z) = (x4 y)4 z � (y4x)4 z

() [Lx, Ly]z = Lx4 y�y4xz. //
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補題 7.7. tr Lx4yは V に内積を定める：
(

tr Lx4y = tr Ly4x

tr Lx4x > 0 (if x 6= 0)

証明. 補題 7.5で両辺の traceをとることで，tr Lx4 y = tr Ly4xを得る．正定値性
を示すために，⌦の特性函数を �とする：⌦⇤は⌦の双対凸錐とするとき，

�(u) :=

Z
⌦⇤

e�hu | y i dy (u 2 ⌦).

特性函数 �は �(gu) = det g �1�(u) (g 2 GL(⌦), x 2 ⌦)をみたす．したがって，
x 2 V , t 2 Rのとき

�((exp tLx)E) = (det exp tLx)
�1�(E) = e�t (tr Lx)�(E).

簡単のため�(u) = log �(u)とおくと
(7.1) �((exp tLx)E) = �t (tr Lx) + �(E).

ここで函数�(u)の u = EにおけるTaylor展開を考える：
�(E + h) = �(E) + Dh�(E) + D2

h�(E) + o(kh k2)

= �(E) + hh |ri�(E) + 1
2
hh |ri2 �(E) + o(kh k2) (h ! 0).

2行目はDh =
P

hj
@

@xj
=: hh |riであることに注意すればよい．さて，

(exp tLx)E =
1X

j=0

tj

j!
(Lx)

jE = E + tx + 1
2

t2 (x4x) + o(t2) (t ! 0)

であるから，Taylor展開で h = (exp tLx)E � Eとおくと
�((exp tLx)E) = �(E) + t hx + 1

2t(x4x) + o(t) |ri�(E)

+ 1
2

t2 hx + 1
2t(x4x) + o(t) |ri2�(E) + o(t2)

= �(E) + t hx |ri�(E)

+ 1
2

t2
�
hx4x |ri+ hx |ri2

 
�(E) + o(t2) (t ! 0).

これより，(7.1)において，t，t2の係数を比べることにより
�tr Lx = hx |ri�(E) = Dx log �(E), (Dx4x + D2

x) log �(E) = 0.

ゆえに最初の式で，xのところを x4xとおいて，2番目の式を用いると
tr Lx4x = �Dx4x log �(E) = D2

x log �(E) = �E(x, x) > 0 (if x 6= 0).

以上で証明終わり． ⇤
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定義 7.8. 一般に (V,4)を algebraとする（結合法則は仮定しない）．
(V, �)が clanであるとは，左乗法作用素Lxy := x4yに対して，次の (1)～(3)がみ
たされるときをいう．
(1) (V,4)は左対称代数である：[Lx, Ly] = Lx4 y�y4x．
(2) s 2 V ⇤（V の双対空間：V 上の線型形式全体がなすベクトル空間）が存在して，

s(x4y)は V に内積を定める．このような s 2 V ⇤は認容線型形式と呼ばれる．
(3) 各 x 2 V に対して，Lxの固有値は実数のみである．

命題 7.9. ⌦：V の等質な正則開凸錐 =) V に clanの構造が入る．

証明. (1)と (2)はOK： s(x) := tr Lx．
(3)については，h = Lie(H)が同時三角化可能であることより． ⇤

命題 7.10. 命題 7.9の V の clan構造において，Eは単位元である．

証明. x 2 V のとき，定義より x4E = LxE = x．
　一方で，E4x = xの方は，highly non-trivialである．まずHは，x 7! e�x (� 2 R)

という 1径数の変換を含んでいることに注意．これはGL(⌦)の極大分裂可解群とし
てHを選んでいることから来る．実際，GL(⌦)の単位元の連結成分GL(⌦)� は，あ
る代数群の単位元の連結成分に一致し，その代数群の極大三角群 (Borel subgroup)

としてHをとっているのである．極大性から，GL(⌦)�の 1径数部分群を含まねば
ならない．したがって，HのLie代数 hは，1径数部分群 {e�I}の生成元である恒等
写像 Iを含んでいる．明らかに IE = Eであるから，一意性よりLE = Iである．ゆ
えにE4x = LEx = Ix = x となって，Eが単位元であることが示された． ⇤
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§8. クラン構造の例

例 8.1. V = Sym(n, R)，⌦ := ⌦n = {x 2 V ; x � 0}，E = In 2 ⌦：単位行列．
以下 V に入る clan構造（単位元はE）を見てみよう．

Hn :=

8>>><
>>>:

0
BBB@

a1 0a2

. . .⇤ an

1
CCCA ; ai > 0 (8i)

9>>>=
>>>;
⇢ GL(n, R).

HnはGL(n, R)の部分群である．以下 h 2 Hnに対して，⇢(h)x = hx th (x 2 V )で，
⇢(h) 2 GL(V )を定義すると，⇢(h) 2 GL(⌦)である．

命題 8.2. ⇢により，Hnは⌦に単純推移的に働く．すなわち，任意の x 2 ⌦ に対
して，h th = xとなる h 2 Hnが一意的に存在する．

以前に，x =

✓
x11

t⇠
⇠ x0

◆
(x11 > 0, ⇠ 2 Rn�1, x0 2 ⌦n�1)と書くとき，平方完成に

より，

x =

✓
↵ 0
� In�1

◆✓
1 0
0 y

◆✓
↵ t�
0 In�1

◆
,

⇣
↵ =

p
x11, � =

⇠p
x11

, y 2 ⌦n�1

⌘

と表されることを示したが，これと帰納法を使えば命題がわかる．
　あるいは次のように純粋に行列の計算により，x 2 ⌦が与えられたとき，h th = x

となる h 2 Hが一意的に定まることを示すこともできる．
　 n = 1のときは明らかゆえ，n > 1とし，n� 1のときの成立を仮定する．

(8.1) x =

✓
x0 ⇠
t⇠ xnn

◆
(x0 2 ⌦n�1, ⇠ 2 Rn�1, xnn > 0)

のように行列 xを区分けする．Hnの元も同様に

h =

✓
h0 0
t⌘ an

◆
(h0 2 Hn�1, ⌘ 2 Rn�1, an > 0)

と区分けする．そうすると

h th =

✓
h0 0
t⌘ an

◆✓
th0 ⌘
0 an

◆
=

✓
h0 th0 h0⌘
t⌘ th0 t⌘⌘ + a2

n

◆
.

これが (8.1)の xに等しいということから
(8.2) h0 th0 = x0, h0⌘ = ⇠, t⌘⌘ + a2

n = xnn.

帰納法の仮定より h0 2 Hn�1が一意に定まり，その h0を使って ⌘ = h0�1⇠ が一意
に定まる．そして，h th = xにおいて行列式をとれば，(det h)2 = det x，すなわち，
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(a1a2 · · · an)2 = det xを得るので，an =

p
det x

a1 · · · an�1
=

p
det xp
det x0,

．あるいはもっと直

接的に (8.2)より anを求めてみよう．まず xnn� t⌘⌘ > 0を示すために（それがわか
れば，an =

p
xnn � t⌘⌘と解ける）

xnn � t⌘⌘ = xnn � t⇠ th0�1 h0�1⇠ = xnn � t⇠x0�1⇠

に注意する．この右辺が det x
det x0

> 0 に等しいことは次の等式よりわかる（ただし，
E 0は n� 1次単位行列）：✓

x0 ⇠
t⇠ xnn

◆ ✓
E 0 �x0�1⇠
0 1

◆
=

✓
x0 0
t⇠ xnn � t⇠x0�1⇠

◆
.

一般に，xの左上からの首座小行列式を�1(x), . . . , �n(x) = det xとすると，

aj =

s
�j(x)

�j�1(x)
(j = 1, 2, . . . , n)

である．ただし，�0(x) ⌘ 1とする． ⇤

　以下，H := ⇢(Hn)とおく．hn := Lie(Hn)は下三角行列の全体になる：

hn =

0
BBB@
⇤ 0⇤

. . .⇤ ⇤

1
CCCA

写像 ⇢ : h 7! ⇢(h)のE 2 H における微分も（面倒なので）同じ記号 ⇢で表すことに
する．すなわち，⇢(exp tX)y = (exp tX)y t(exp tX)を t = 0で微分して，

⇢(X)y = Xy + y tX (y 2 V ).

h := ⇢(hn)はHの Lie代数である．各 x 2 V に対して，x 2 hnを次で定義する：

x :=

0
BBB@

1
2x11 0x21

1
2x22

...
. . . . . .

xn1 . . . xn,n�1
1
2xnn

1
CCCA .

明らかに x = x + t(x)．言い換えれば ⇢(x)E = xであるから，定義と一意性から
Lx = ⇢(x)．ゆえに

x4 y = x y + y t(x) (x, y 2 V ).

これが V のクラン構造の積であり，E4x = x4E = xが直ちにわかるから，Eは
単位元である．
　以下，(V,4)が実際に clanであることを直接に見てみよう．(i, j)成分のみ 1で，
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他の成分はすべて 0という行列をEijとする（行列単位）．EijEkl = �jkEilであるこ
とは容易に確かめることができる．そして

fii := Eii (i = 1, . . . , n), fij := Eij + Eji (1 5 i < j 5 n)

とおくと，{fij ; 1 5 i 5 j 5 n)}は V の基底をなしている．この基底に辞書式順序
を入れる．次の補題は直接の計算で示される．

補題 8.3. (1) i = jのとき，Lfiix = 1
2(Eiix + xEii)であって，

(i) Lfiifii = fii，
(ii) Lfiifai = 1

2fai (a < i), Lfiifij = 1
2fij (i < j)，

(iii) Lfiifkl = 0 (k < l, k 6= i, l 6= i)．
すなわち，基底 {fkl}に関する Lfii の表示行列は対角行列である．
(2) i < jのとき，Lfijx = Ejix + xEijであって，

(i) Lfijfii = fij．

(ii) i < k のとき，Lfijfik =

8><
>:

fjk (if j < k),

2fjj (if j = k),

fkj (if j > k).

(iii) a < i のとき，Lfijfai = faj．
(iv) k 5 l で，k 6= i かつ l 6= i のとき，Lfijfkl = 0．

すなわち，基底 {fkl}に関する Lfij の表示行列は真に下三角行列になっている．

　さて各 x 2 V を x =
P
i

xiifii +
P
i<j

xijfijと表すと，Lx =
P
i

xiiLfii +
P
i<j

xijLfij と

なるので，各作用素Lxは下三角行列で表される．ゆえにLxの固有値は実数のみで
ある．さらに補題 8.3 (2)より，tr Lx =

nP
i=1

xii tr Lfii．補題 8.3 (1)より，作用素Lfii

の固有値 1の重複度は 1，1
2の重複度は n� 1ゆえ，tr Lfii = 1 + 1

2(n� 1) = 1
2(n + 1)

であるから

tr Lx = 1
2(n + 1)

nX
i=1

xii = 1
2(n + 1) tr x.

したがってまた
tr Lx4 y = 1

2(n + 1)tr (x4 y) = 1
2(n + 1)

�
tr (x y) + tr ( t(x)y)

�
= 1

2(n + 1)tr (xy).

よって，確かに tr Lx4yは V に内積を定義している．

V =
P
i<j

Vji，Vji = Rfjiを clan V = Sym(n, R)の正規分解という．
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注意 8.4. Sym(n, R)のときは，クラン積よりも，x � y := 1
2(xy + yx)で定義する

Jordan積を考えるのが普通である．

定義 8.5. V：実ベクトル空間，V に双線型な積 x � yが定義されているとする（結
合法則は仮定しない）．(V, �)が Jordan代数であるとは，8x, y 2 V に対して，
(1) 積は可換： x � y = y � x (8x, y 2 V )．
(2) x2 � (x � y) = x � (x2 � y) (x2 := x � x)．

定義 8.6. 単位元を持つJordan代数V がEuclid型 def() V は結合的な内積を持つ：
9h · | · i s.t. hx � y | z i = hx | y � z i (8x, y, z 2 V ).

注意 8.7. 積が可換であることに注意すると，V が Euclid型 () かけ算作用素
M(y) (M(y)x := y � x)が 8y 2 V に対して自己共役となる内積が存在する．

命題 8.8. Sym(n, R)で，hx | y i := tr (xy)は結合的内積である．

証明. 定義から，
hM(y)x | z i = 1

2h yx + xy | z i = 1
2tr (yxz + xyz)

= 1
2tr (x(zy + yz)) = hx |M(y)z i. //

　したがって，(V, �)はEuclid型 Jordan代数である．そしてE = Inは Jordan代数
での単位元にもなっている．V (M(fii), 1)を作用素M(fii)の 1–固有空間とすると，

fiifjj = �ijfii, f11 + f22 + · · · + fnn = E, dim V (M(fii), 1) = 1

より，f11, . . . , fnnは V の Jordan枠（原始ベキ等元の完全直交系のこと）になって
いるという．一般に Jordan枠があると，その Joedan代数はPeirce分解（M(fii)達
による同時固有空間分解）される．先の証明から，Lfii = M(fii)であり，正規分解
が Lfii (i = 1, 2, . . . , n)の同時固有空間分解であることから，

V の正規分解 = V の Peirce分解．

定義 8.9. 等質開凸錐で（ある内積で）自己双対になっているものを対称錐と呼ぶ．

⌦ ⇢ V が対称錐 () GL(⌦)は reductive (GL(⌦) = tGL(⌦))．
V には Euclid型の Jordan代数構造が入って，⌦ = Int{x2 ; x 2 V }となる．
G = GL(⌦)�：単位元の連結性分，G = KAN：岩澤分解．
ただし，KはGの極大コンパクト部分群，H = AN = A n N：岩澤部分群．
Hは⌦に単純推移的に働くので，V には clan 構造も入る．

命題 8.10. V： Euclid型 Jordan代数で単純 =) M(x) = 1
2(Lx + tLx) (8x 2 V )．
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§9. クランの主分解

以下 (V,4)をクランとする．すなわち，Lxy := x4 yを左かけ算作用素とするとき，
(1) [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x，
(2) 9s 2 V ⇤ s.t. hx | y i := s(x4 y)は V の内積．
(3) 8x 2 V に対して，Lxは実固有値のみ．

以下，クラン (V,4)を考え，単位元の存在は仮定しない．
右かけ算作用素をRxとする： Rxy := y4x (8y 2 V )．

補題 9.1. [Lx, Ry] = Rx4 y �RyRx．

証明. 8z 2 V に対して
[Lx, Ry]z �Rx4 yz + RyRxz

= x4 (z4 y)� (x4 z)4 y � z4 (x4 y) + (z4x)4 y

= [Lx, Lz]y � Lx4 z�z4xy = 0. //

さて，e0 2 V を，s(x) = hx | e0 i (8x 2 V )をみたす元とする．また，結合子 [x, y, z] :=

x4 (y4 z)� (x4 y)4 zを導入すると，クランの定義 (1)と，[x, y, z] = [y, x, z]（結
合子の左対称性）が同値であったことを思い出そう．

命題 9.2. (1) tRe0 = Re0． (2) e04 e0 = e0． (3) R2
e0

= Re0，[Le0 , Re0 ] = 0．

証明. (1) x, y 2 V とする．
hRe0x | y i � hx |Re0y i = hx4 e0 | y i � hx | y4 e0 i = h y |x4 e0 i � hx | y4 e0 i

= s
�
y4 (x4 e0)

�
� s

�
x4 (y4 e0)

�
= s

�
(y4x)4 e0

�
� s

�
(x4 y)4 e0

�
（結合子の左対称性を使った）

= h y4x | e0 i � hx4 y | e0 i = s(y4x)� s(x4 y) = hx | y i � h y |x i = 0.

(2) (1)より，8x 2 V に対して
h e04 e0 |x i = h e0 |x4 e0 i = s(x4 e0) = hx | e0 i = h e0 |x i.

(3) P := R2
e0
�Re0とおくと， tP = P であり，Re0と可換である．そして補題 9.1と

(2)より，[Le0 , Re0 ] = Re04 e0 �R2
e0

= �P．ゆえに
tr P 2 = �tr

�
[Le0 , Re0 ]P

�
= �tr (Le0Re0P �Re0Le0P ) = tr (Le0 [P,Re0 ]) = 0.

tr (XY )が Sym(V )に内積を定めていることから P = 0が出る． ⇤

定義 9.3. e0をクラン (V,4)の主ベキ等元と呼ぶ．
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注意 9.4. V が単位元 eを持てば，e0 = eである．実際 8x 2 V に対して
h e |x i = s(e4x) = s(x) = hx | e0 i.

さて命題 9.2より，Re0は直交射影作用素である．ゆえに
(9.1) V = Ker(Re0 � I)�Ker Re0 （直交直和）．

e0が単位元であれば，もちろん何もしていない．

補題 9.5. Le0 = 1
2(Re0 + I)．

証明. まず，Le0 + tLe0 = Re0 + I · · · 1�であることを示そう．8x, y 2 V に対して
hLe0x | y i+ hx |Le0y i = s

�
(e04x)4 y

�
+ s

�
x4 (e04 y)

�
= s

�
e04 (x4 y)

�
+ s

�
(x4 e0)4 y

�
（左対称性より）

= h e0 |x4 y i+ hRe0x | y i
= hx | y i+ hRe0x | y i.

ここで，K := 1
2(Re0 + I) � Le0 を考える．命題 9.2 (3)より Le0 と Re0 は可換であ

るから，Le0は直和分解??を保ち，それぞれでLe0は実の固有値を持つ．ゆえに，K

は実固有値のみを持つことがわかる．一方で 1�よりK = 1
2(

tLe0 � Le0) となるから，
Kは歪対称である．これよりKの固有値は 0か純虚数でないといけない．先の議論
とあわせるとKの固有値は 0のみが可能である．歪対称作用素の固有値が 0のみに
なるので，作用素自身が 0である． ⇤

したがって，各部分空間上での Le0 , Re0は次の通り：
Ker(Re0 � I) Ker Re0

Le0 I 1
2I

Re0 I O

以下，V(1) := Ker(Le0 � I)，V(1/2) = Ker(Le0 � 1
2I)とおいて，得られる直交直和分

解 V = V(1) � V(1/2)をクラン V の主分解と呼ぶ．

命題 9.6. a4 b の乗積表は次のようになる：
b 2 V(1) b 2 V(1/2)

a 2 V(1) V(1) V(1/2)

a 2 V(1/2) 0 V(1)

特に V(1)は部分代数で，e0は V(1)の単位元である．

証明. Le0a = �aa，Le0b = �bbとして，Le0(a4 b)を計算しよう．
Le0(a4 b) = e04 (a4 b) = (e04 a)4 b + [e0, a, b]

= �aa4 b + [a, e0, b] = �aa4 b + a4 (e04 b)� (a4 e0)4 b.

補題 9.5よりRe0a = (2�a�1)aであるから，Le0(a4 b) = (��a +�b +1)(a4 b)． ⇤
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命題 9.7. (1) x, y 2 V(1/2) =) x4 y = y4x．
(2) a 2 V(1)，b 2 V(1/2) =) [La, Lx] = La4x．
(3) a 2 V(1)，x, y 2 V(1/2) =) La(x4 y) = (Lax)4 y + x4 (Lay)．

証明. (1) Re0(x4 y�y4x) = Lx4 y�y4xe0 = [Lx, Ly]e0 = LxRe0y�LyRe0x = 0．
ゆえに x4 y � y4x 2 V(1/2)．一方で命題 9.6より x4 y � y4x 2 V(1)．よって
x4 y � y4x = 0である．
(2) x4 a = 0より．
(3) La(x4 y)� x4 (Lay) = [La, Lx]y

(2)
= La4xy(Lax)4 y． ⇤

以下，次のようなL(V )の部分空間を考える：
h := {La ; a 2 V(1)}, n := {Lx ; x 2 V(1/2)}.

補題 9.8. (1) h も n も Lie 代数 gl(V ) = L(V ) の部分代数で，[n, n] = {0} である．
(2) h は n を正規化する： [h, n] ⇢ n．
(3) h = exp La (a 2 V(1)) とおくと，h(x4 y) = (hx)4 (hy)．

証明. (1) a, a0 2 V(1) のとき，[La, La0 ] = La4 a0�a0 4 a 2 h．
そして x, y 2 V(1/2) のとき，[Lx, Ly] = Lx4 y�y4x = 0（命題 9.7 (1)による）．
(2) a 2 V(1) かつ x 2 V(1/2) のとき，[La, Lx] = La4x 2 n．
(3) f(t) =

�
(exp tLa)x

�
4

�
(exp tLa)y

�
(t 2 R)とおくと，命題 9.7 (3)より

f 0(t) =
�
La(exp tLa)x

�
4 (exp tLa)y + (exp tLa)x4

�
La(exp tLa)y

�
= La(f(t)).

そして f(0) = x4 y．一方，g(t) := (exp tLa)(x4 y)も g0(t) = La(g(t))をみたし，
g(0) = x4 yである．微分方程式の解の一意性より，f(t) = g(t) (8t 2 R)．とくに
f(1) = g(1)である． ⇤

例 9.9. Rn+1 = Rn � R に次で積4を入れる：
(x + a)4 (y + b) := 1

2ay + (ab + x · y) (a, b 2 R, x, y 2 Rn).

ただし，x ·yはRnの標準内積である．このとき，この積 4 が実際にクランを定義
していることを見よう．

Lx+a =

✓ 1
2aI 0

x · ( · ) a

◆

であるから，Lx+aは下三角な作用素である．そして✓ 1
2aI 0

x · ( · ) a

◆ ✓ 1
2bI 0

y · ( · ) b

◆
=

✓ 1
4abI 0

b
2x · ( · ) + ay · ( · ) ab

◆

3



より，[Lx+a, Ly+b] =

✓
0 0

a
2y · ( · )� b

2x · ( · ) O

◆
．

一方，(x + a)4 (y + b)� (y + b)4 (x + a) = 1
2(ay � bx) + 0となるから

L(x+a)4 (y+b)�(y+b)4 (x+a) =

✓
0 0

1
2(ay � bx) · ( · ) O

◆
= [Lx+a, Ly+b].

したがって4は左対称代数を定義している．さらに
s(x + a) := a (a 2 R, x 2 Rn)

で線型形式 s を定義すると，
s
�
(x + a)4 (y + b)

�
= x · y + ab

となって，s
�
(x + a)4 (y + b)

�
は確かに Rn+1 に内積を定義している．実際それは

Rn+1の標準内積である．

　したがってまた，e0 = 0+1であり，Le0 =

✓ 1
2I 0

0 · ( · ) 1

◆
より，クランV = Rn+1

の主分解は，V(1) = R，V(1/2) = Rnで与えられることもわかる．単位元をもたない
このクランは，凸領域

D := {x + a ; a > kx k2}

に対応している．実際，この Dは等質である．各 y 2 Rn と t 2 R に対して
ny(x + a) := (x + y) + (a + 2x · y + ky k2),

ht(x + a) := et/2x + eta

により，アファイン変換 ny, htを定義すると，
N := {ny ; y 2 Rn}, H := {ht ; t 2 R}

はそれぞれ可換群をなし，H は N を正規化する (htnyh�1
t = nhty) から半直積

T := N oH が構成できる．そして，x+a 2 D のとき，t := log(a�kx k2)，y := x

とおくと
nyht(0 + 1) = ny(0 + et) = y + (et + ky k2) = x + a

となるから，等質である（実際は単純推移的）．

4



§10. クランの正規分解

以下 V = (V,4)：単位元Eを持つクラン．クランの定義の復習：
(1) [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x，
(2) 9s 2 V ⇤ s.t. hx | y i := s(x4 y)は V の内積．
(3) 8x 2 V に対して，Lxは実固有値のみ．

• (1)より h := {Lv ; v 2 V }は gl(V ) = L(V )の部分 Lie代数になっていて，(3)よ
り hは分裂可解 Lie代数になる．Lieの定理より，hの各元，すなわち各Lv (v 2 V )

が下三角行列で表されるような V の基底がある．以下その基底を e1, . . . , enとする．
• c4 c = cとなる元 c 6= 0をベキ等元という．

定理 10.1. V は次の条件をみたす Vji (1 5 i 5 j 5 r)によって，V =
P

Vji · · · (⇤)
と直和分解される：
(1) Vii = REi (i = 1, 2, . . . , r)，
(2) 各 Vji上では，LEk

= 1
2(�jk + �ki)I，REk

= �kiI．
この分解 (⇤)をクラン V の正規分解という．

注意 10.2. 正規分解 (⇤)があるとき，
(1) Ei4Ej = �ijEi，すなわちE1, . . . , Erは直交するべき等元．

(2)
rP

k=1
Ek = E，

(3) s(Vji) = 0 (i < j)．
(4) x 2 V が LEk

x = LEl
x = 1

2x (k < l)をみたせば，x 2 Vklとなる．
実際，(1)は明らか．(2)については，v 2 V を v =

Pr
i=1 �iEi +

P
i<j vkj と表せ

ば容易に
�Pr

k=1 Ek

�
4 v = vがわかり，これより s(v) = s

��Pr
k=1 Ek

�
4 v

�
ゆえ，

E =
Pr

k=1 Ekがわかる．(3)は v 2 Vji (i < j)のとき，Ej 4 v� v4Ej = 1
2vの両辺

に sを作用させればよい．(4) x =
P

�iEi +
P

xjiとすると，LEk
x = LEl

x = 1
2xよ

り容易に
�i = 0 (8i), xji = (�kj + �ki)xji = (�lj + �li)xji (8i, j (i < j)).

後者の二つの等式より，xji 6= 0なら (j, i) = (l, k)が出る．

dim V = 1なら定理は trivialなので，以下 dim V = 2とする．

補題 10.3. 9c 2 V：ベキ等元，9V 0：部分代数 s.t. V = Rc� V 0．
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証明. V 0 := Re2 � · · ·� Rerとおく．基底の定め方から Lv(V 0) ⇢ V 0 (8v 2 V )で
ある．とくに V 0は部分代数であり，部分クランにもなっている．e0をクラン V 0の
主ベキ等元とし，c := E � e0とおく．このとき

c4 c := (E � e0)4 (E � e0) = E � e0 = c

となるから，cもベキ等元で，明らかに V = Rc� V 0である． ⇤

定理 10.1の証明. 定理をn := dim V に関する帰納法で証明する．単位元を持つク
ランで，次元が nより小さいものに対して定理が成り立つと仮定しよう．補題 10.3

のように，V = Rc� V 0としておく．V 0の主ベキ等元 e0により，V 0 = V(1) � V(1/2)

と分解される．V(1)は単位元 e0を持つクランであるから，帰納法の仮定より，

9E1, . . . , Er�1 s.t. V(1) =
X

15i5j5r�1

Vji.

このとき，先に注意した様に，e0 = E1 + · · · + Er�1である．
V(1/2)がどうなるか調べよう．V(1)4V(1/2) ⇢ V(1/2)より，各LEi (1 = 1, . . . , r� 1)は
V(1/2)を不変にする．

[LEi , LEj ] = LEi 4Ej�Ej 4Ei = 0

より，LEi達は互いに可換である．ゆえに，V(1/2)はLEi達によって，同時一般固有
空間分解できる：

V(1/2) =
X

↵

N↵ (↵ = (↵1, . . . , ↵r�1) 2 Rr�1),

N↵ := {x 2 V(1/2) ; 9m 2 N s.t. (LEi � ↵iI)mx = 0 (i = 1, . . . , r � 1)}.

N↵ 6= {0}となる ↵を求めよう．まず V(1) の V(1/2) への作用が derivationであり，
2I(x4 y) = (Ix)4 y + x4 (Iy)ゆえ，Leibnizの公式から

(LEi � 2↵iI)2m(x4 y) =
2mX
l=0

✓
2m

l

◆�
(LEi � ↵iI)2m�lx4 (LEi � ↵i)

ly
�
.

したがって，x, y 2 N↵のとき，あらかじめ (LEi�↵iI)mx = 0，(LEi�↵iI)my = 0と
なるm 2 Nをとっておくと，N↵4N↵上で (LEi �2↵iI)2m = 0，すなわちN↵4N↵

上でLEi � 2↵iIはべき零である．一方で，N↵4N↵ 6= {0} (* s(x4x) = kx k2)で
あり，s(Vji) = 0 (i < j)ゆえ，9k0 (1 5 k0 5 r � 1) s.t. (N↵4N↵) \ Vk0k0 6= {0}．
この k0に対してはEk0 2 N↵4N↵であるから，(LEi � 2↵iI)m0Ek0 = 0となる最小
のm0 2 Nをとると

0 = (LEi � 2↵iI)m0Ek0 = (�ik � 2↵i)(LEi � 2↵iI)m0�1Ek0 .
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ゆえに ↵i = 1
2�ik0 (i = 1, . . . , r � 1)．さらに次の主張が成り立つ．

主張 1． Vji 6= Vk0k0 =) (N↵4N↵) \ Vji = {0}．

証明. 実際N↵4N↵ ⇢ V(1)より，x, y 2 N↵のときx4 y = �k0Ek0+
P

(j,i) 6=(k0,k0) vji

と表す．このとき，任意の l (1 5 l 5 r � 1)に対して，m 2 Nを選べば

0 = (LEl
� �lk0I)m(x4 y) = (LEl

� �lkI)m
⇣
�k0Ek0 +

X
(j,i) 6=(k0,k0)

vji

⌘

= (LEl
� �lk0I)m�1

X
(j,i) 6=(k0,k0)

�
1
2(�li + �lj)� �lk0

�
vji (Ek0の係数= 0)

=
X

(j,i) 6=(k0,k0)

�
1
2(�li + �lj)� �lk0

�m
vji.

もし vji = 0となる (j, i) 6= (k0, k0)があったとすると，その i, jと任意の l (1 5 l 5

r � 1)に対して，1
2(�li + �lj) � �lk0 = 0．とくに l = jに対しては，�ji + 1 = 2�jk0．

この式が成り立つには j = i = k0でないといけないが，その場合は除外している．
ゆえに vji = 0 (8(j, i) 6= (k0.k0))． //

　以上より，各 k = 1, . . . , r� 1に対して，↵(k) := 1
2ek (k番目のみ 1

2 で他は 0)とお
くと，N↵(k) 4N↵(k) ⇢ Vkkであり，

V(1/2) =
r�1X
k=1

N↵(k) ,

N↵(k) =
�
x 2 V(1/2) ; 9m 2 N s.t. (LEi � 1

2�ik)
mx = 0 (i = 1, . . . , r � 1)

 
.

主張 2． N↵(k) 4N↵(j) ⇢ Vkj (j < k)．

証明. まず前と同様にして，x 2 N↵(k)，y 2 N↵(j)のとき，

(LEk
� 1

2I)m+m0
(x4 y) =

m+m0X
l=0

✓
m + m0

l

◆�
LEk

� 1
2I
�m+m0�l

x4 (LEk
)ly

であるから，m,m0を大きくとることにより，LEk
� 1

2IはN↵(k) 4N↵(j)上べき零で
あることがわかる．同様にして，LEj � 1

2IとLEi (i 6= k, j)もN↵(k) 4N↵(j)上べき零
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である．さて，x 2 N↵(k)，y 2 N↵(j)のとき，x4 y = vkj +
P

(q,p) 6=(k,j) vqpと表すと，

0 =
�
LEk

� 1
2I
�m+m0

(x4 y) =
�
LEk

� 1
2I
�m+m0⇣

vkj +
X

(q,p) 6=(k,j)

vqp

⌘

=
�
LEk

� 1
2I
�m+m0�1

X
(q,p) 6=(k,j)

1
2(�kq + �kp � 1)vqp

=
X

(q,p) 6=(k,j)

�
1
2(�kq + �kp � 1)

�m+m0
vqp.

他の 2個の作用素も同様に考えて，(q, p) 6= (k, j)に対して次式を得る：
(�kq + �kp � 1)vqp = 0, · · · · · · 1�
(�jq + �jp � 1)vqp = 0, · · · · · · 2�
(�ip + �iq)vqp = 0 (8i 6= k, j). · · · · · · 3�

(i) q = pのとき．q = jなら 2�より vjj = 0．また q = kなら 1�より vkk = 0．最後に
q 6= j, kなら 3�で i = qとして vqq = 0．
(ii) q > pのとき．q = jなら（ p, q 6= kとなるから） 1�より vjp = 0．次に q = kな
ら（ p, q 6= jとなるから） 2�より vkp = 0．最後に q 6= j, kのとき， 3�で i = pととっ
て vqp = 0． //

主張 3． (1) N↵(k) ? N↵(j) (j 6= k)， (2) LEl
N↵(k) ⇢ N↵(k) (8l = 1, . . . , r � 1)，

(3) tLEl
N↵(k) ⇢ N↵(k) (8l = 1, . . . , r � 1)．

証明. (1) x 2 N↵(k)，y 2 N↵(j)のとき，hx | y i = s(x4 y) 2 s(Vkj) = 0．
(2) x 2 N↵(k)のとき，

�
LEj � 1

2�jkI
�m

LEl
x = LEl

�
LEj � 1

2�jkI
�m

x = 0．
(3) j 6= k，x 2 N↵(k)，y 2 N↵(j)のとき，

h tLEl
x | y i = hx |LEl

y i = 0 (* (1), (2)). //

主張 3． N↵(k)上で，LEl
= 1

2�lkIかつREl
= 0 (l = 1, . . . , r � 1)．

証明. まず，x, y 2 N↵(k)のとき，
hLEl

x | y i+ hx |LEl
y i = s(LEl

x4 y) + s(x4LEl
y) = s(LEl

(x4 y)) = �lkhx | y i.

ゆえに，N↵(k)上でLEl
+ tLEl

= �lkI · · · 4�．ここで，K := LEl
� 1

2�lkを考えると，
Kの固有値はすべて実数である．一方， 4�より tK = 1

2�lk � LEl
= �K であるから

Kの固有値は 0か純虚数．したがってKの固有値はすべて 0であり，歪対称である
ことからK = 0．よって最初の主張が言えた．第 2の主張はV(1/2)4V(1) = {0}より．

　以上を踏まえて，Vk0 := N↵(k) (k = 1, . . . , r � 1)とおく．c = E � e0であったか
ら，x 2 V(1/2)のとき

Lcx = LEx� Le0x = x� 1
2x = 1

2x, Rcx = x�Re0x = x.
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さらに u 2 V(1)のとき，
Lcu = Leu� Le0u = u� u = 0, Rcu = REu�Re0u = u� u = 0.

よって，E0 := c，V00 := RE0とおくことにより，求める分解を得る． ⇤

命題 10.4. 正規分解 (⇤)において：
(1) Vlk4Vkj ⇢ Vlj， (2) Vlk4Vji ⇢ {0} (k 6= i, j)，
(3) Vlk4Vmk ⇢ Vlm または Vml （l = mまたはm = lに応じて）．
(4) Vkj達は互いに直交する．

次に進む前に，次のことに注意しておこう．，すなわち，x 2 Vjiのとき，x4x 2 Vjj

ゆえ，x4x = �Ejとおく．sを作用させると kx k2 = � · s(Ej)を得るから，

x4x =
kx k2

s(Ej)
(x 2 Vji).

ここで，s(Ej) = s(Ej 4Ej) = kEj k2 > 0に注意しておく．

命題 10.5. V におけるベキ等元はEi1 + · · · + Eik (i1 < · · · < ik)の形の元のみ．

証明. v =
P

�iEi +
P

j>i vji はベキ等元とし，
P

j>i vji 6= 0とする．(j0, i0)

(j0 > i0)を，vj0i0 6= 0で，i < i0，または i = i0, j < j0のとき vji = 0となるも
のとする．Vji (i < j)達の積で Vj0i0 に落ちるのは Vj0i4Vii0 (j0 > i > i0)，または
Vj0i4Vi0i (i < i0 < j0)のどちらかであるが，第 1の場合は vii0 = 0，第 2の場合は
vj0i = vi0i = 0より，どちらも 0である．ゆえに v4 vの Vj0i0成分は�P

�iEi

�
4 vj0i0 + vj0i0 4

�P
�iEi

�
=
⇣

1
2(�i0 + �j0) + �i0

⌘
vj0i0 = 1

2(3�i0 + �j0)vj0i0 .

vがベキ等元なので，
1
2(3�i0 + �j0) = 1. · · · · · · 1�

一方，v4 vの Vjj成分は �2
j +

P
i<j s(Ej)�1k vji k2であるから

�2
j +

X
i<j

k vji k2

s(Ej)
= �j. · · · · · · 2�

2�と s(Ej) > 0より �2
j 5 �jとなるので，0 5 �j 5 1．とくに 2�で j = i0とすると，

vi0i = 0 (8i < i0)ゆえ �2
i0 = �i0．これより �i0 = 0, 1．このとき 1�より，�j0 = 2,�1．

これは 0 5 �j0 5 1に反する．ゆえに vji = 0 for 8i, j (i < j)．ゆえに v =
P

�iEi

で，このときは係数 �iは 0か 1である． ⇤

系 10.6. cがベキ等元であるとき，Vc := {x 2 V ; c4x = x}とおく．dim Vc = 1

となるベキ等元 cはEi (i = 1, . . . , r)のみである．

5



証明. 命題より，c = Ei1 + · · · + Eik (i1 < · · · < ik)の形である．このとき，
Vc =

P
s5t Vitis となる．ゆえに，dim Vc = 1 () k = 1．

定義 10.7. 正規分解に現れるrは，V の中の異なる原始ベキ等元（すなわちdim Vc =

1であるベキ等元）の個数に等しい．この rをクラン V の階数と呼ぶ．

命題 10.8. V =
P

i5j V (1)
ji =

P
i5j V (2)

ji ：V の正規分解．このとき，9� 2 Sr s.t.

(1) i 5 jかつ �(i) 5 �(j)ならば，V (2)
ji = V (1)

�(j)�(i)．
(2) i < jかつ �(i) > �(j)ならば V (2)

ji = V (1)
�(i)�(j) = {0}．

証明. 系 10.6より，9� 2 Sr s.t. E(2)
i = E(1)

�(i)．このとき，V (2)
ii = V (1)

�(i)�(i)．
さらに i < jとすると

V (2)
ji = {x 2 V ; E(2)

i 4x = E(2)
j 4x = 1

2x, x4E(2)
i = x},

= {x 2 V ; E(1)
�(i)4x = E(1)

�(j)4x = 1
2x, x4E(1)

�(i) = x}.

ゆえに，�(i) < �(j)ならば，V (2)
ji = V (1)

�(j)�(i)．次に �(i) > �(j)とする．x 2 V (2)
ji な

らば，上の式と注意 10.2より x 2 V (1)
�(i)�(j)となるが，

x = x4E(1)
�(i) 2 V (1)

�(i)�(j)4V (1)
�(i)�(i) = {0}

である． ⇤

例 10.9. 正規分解が V = V (1)
11 + V (1)

22 + V (1)
33 + V (1)

21 + V (1)
31 = V (2)

11 + V (2)
22 + V (2)

33 +

V (2)
21 + V (2)

31 となることがある．このときは，実際 � = (2 3)（互換）を考えれば，
V (2)

32 = V (1)
32 = {0}である．　
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§11. クランから得られる等質開凸錐

以下 V = (V,4)：単位元Eを持つクラン．クランの定義の復習：
(1) [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x，
(2) 9s 2 V ⇤ s.t. hx | y i := s(x4 y)は V の内積．
(3) 8x 2 V に対して，Lxは実固有値のみ．

V =
P

15i5j5r

Vji：V の正規分解．

Vjj = REj，E1 + · · ·+Er = E．Vji =
�
v 2 V ; LEk

v = 1
2(�ki + �kj)v, REk

v = �kiv
 
．

h := {Lv ; v 2 V }は gl(V )の部分 Lie代数．
V 3 v 7! Lv 2 hは線型同型．
（なぜなら，V は単位元を持つので，Lv = 0 =) v = LvE = 0であるので．）

a :=
rP

i=1
RLEi，nji := {Lx ; x 2 Vji}，n :=

P
j>i

njiとおくと，h = a + nである．

以下，↵1, . . . , ↵r：LE1 , . . . , LEr に双対な a⇤の基底．すなわち，
↵i(LEj) = �ij (i, j = 1, . . . , r).

命題 11.1. (1) aは可換 Lie代数．
(2) nji = {X 2 h ; [A, X] = 1

2(↵j � ↵i)(A)X (8A 2 a)}．
(3) nはべき零 Lie代数である．
(4) [a, n] ⇢ n．

証明. (1) Ei4Ej = �ijEiと，[LEi , LEj ] = LEi 4Ej�Ej 4Ei より．
(2) X 2 njiのとき，X = Lv (v 2 Vji)より

[LEk
, X] = [LEk

, Lv] = LEk 4 v�v4Ek
=
�

1
2(�kj + �ki)� �ki

�
Lv = 1

2(�kj � �ki)X.

ゆえに，各A 2 aをA =
P

k ↵k(A)LEk
と表すとき，[A, X] = 1

2(↵j � ↵i)(A)X．
逆に [A, Lx] = 1

2(↵j �↵i)(A)Lx (x 2 V )なら，A = LEj , LEiとしてEに作用させて，
Ej 4x� x4Ej = 1

2x, Ei4x� x4Ei = �1
2x.

x =
P

l=k xlkと表して係数比較をすれば，(l, k) 6= (j, i)以外はすべての xlk = 0が出
るので，x = xji 2 Vji，すなわち Lx 2 njiである．
(3) C0n := n，Ckn := [n, Ck�1n] (k = 1, 2, . . . )とおいて，nの降中心列 {Ckn}を定義
するとき，，9k s.t. Ckn = {0}を示そう．そのために次の主張を示す．この主張から
(3)は明らかである．
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主張 Ckn ⇢
P

j�i>k
nji．

*) k = 0のときは明らかに正しい．k = 1とし，kのときは正しいとする．
A 2 a，X 2 nji (j � i = 1)，Y 2 nml (m� l > k)のとき，
[A, [X, Y ]] = [[A, X], Y ] + [X, [A, Y ]] = 1

2(↵j � ↵i)(A)[X, Y ] + 1
2(↵m � ↵l)(A)[X, Y ]

= 1
2(↵j � ↵i + ↵m � ↵l)(A)[X, Y ]. · · · · · · 1�

[X, Y ] 6= 0ならば，(2)より，j > i = m > lまたはm > l = j > iである．
(i) j > i = m > lなら， 1�より [X, Y ] 2 njlであり，j� l = (j� i)+(m� l) > 1+k．
(ii) m > l = j > iなら， 1�より [X, Y ] 2 nmiで，m� i = (m� l) + (j � i) > k + 1．
どちらにしても，[X, Y ] 2

P
q�p>k+1

nqp．

以上と帰納法の仮定より，Ck+1n ⇢
P

q�p>k+1
nqpが成り立つ．

(4) njiが ad aの同時固有空間であるということから． ⇤

命題 11.1より，h = n o a（半直積）となることがわかる．

RLE1

RLE2

RLEr

0

n

h =

n21

n31

...

nr1

n32

...

nr2 . . . nr,r�1

0

l1 l2 . . . lr�1

以下，li := ni+1,i + · · · + nri (i = 1. . . . , r � 1)とおく．明らかに，n =
r�1P
i=1

liとなる．

補題 11.2. (1) [li, li] = {0} (i = 1, . . . , r � 1)． (2) [lj, li] ⇢ li (j > i)．

証明. (1) V i :=
rP

k=i+1
Vki +

P
k=j=i+1

Vkjとおくと，V iは e0 := Ei + Ei+1 + · · · + Er

を主ベキ等元とするクランである．この e0に関する V iの主分解を V i = V i
(1) +V i

(1/2)

とする．容易に，V i
(1) =

P
k=j=i+1

Vkjであり，V i
(1/2) =

rP
k=i+1

Vkiであることがわかる．

(1) x 2 Vki (k > i)，y 2 Vk0i (k0 > i)ならば，x, y 2 V i
(1/2)ゆえ x4 y = y4x．よっ

て [Lx, Ly] = Lx4 y�y4x = 0．これよりただちに [li, li] = {0}が出る．
(2) j > iとし，x 2 Vkj，y 2 Vk0i (j > i)とする．x 2 V i

(1)であり，y 2 V i
(1/2)ゆえ，
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y4x = 0．したがって，[Lx, Ly] = Lx4 yとなり，x4 y 2 Vkj 4Vk0i ⇢ Vki ⇢ V i
(1/2)．

以上から直ちに [lj, li] ⇢ liが出る． ⇤

以下，A := exp a，N := exp nとおく．Aは可換 Lie群，N はベキ零 Lie群である．
また hは分裂可解 Lie群ゆえ，対応する単連結で連結 Lie群HはH = exp hとなる．
さらにH = N o A（半直積群）となる．
この Lie群Hの乗法公式を明示的に記述できる．各 h 2 Hを

(11.1)
h = (exp t1LE1)(exp L1)(exp t2LE2) · · · (exp Lr�1)(exp trLEr),

t1, . . . , tr 2 R, Lk 2 lk (k = 1, . . . , r � 1).

さらに Lk = Lk+1,k + · · · + Lrk (Llk 2 nlk)と表し，Llk = Lvlk
(vlk 2 Vlk)とする．

命題 11.3. h, h0 2 H を (11.1)のように表し（h0はすべて 0をつける），h00 = hh00

とおく．h00を (11.1)のように表すとき（すべて 00をつける），
t00k = tk + t0k (k = 1, . . . , r),(11.2)

v00mk = etm/2v0mk +
X

k<l<m

vml4 v0lk + et0k/2vmk (1 5 k < m 5 r).(11.3)

証明. 以下，Adは Lie群Hの随伴表現を表すとする．X 2 h，h 2 Hに対して，
Ad(exp X) = exp(ad X), h(exp X)h�1 = exp((Ad h)X)

が成り立つことに注意．以下では，簡単のため exp(ad X)を ead xと書く．
　まず i 5 kとするとき，
(11.4) (exp Lk)(exp L0

i) =
�
exp Ad(exp Lk)L

0
i

�
(exp Lk) = (exp ead LkL0

i)(exp Lk).

同様に i 5 kとして，
(exp tkLEk

)(exp L0
i) = (exp ead tkLEk L0

i) exp(tkLEk
),(11.5)

(exp Lk)(exp t0iLEi) =

(
(exp t0iLEi)(exp Lk) (i < k),

(exp t0kLEk
)(exp e� ad t0kLEk Lk) (i = k).

(11.6)

そうすると，(11.6)より
h (exp t01LEi)

=
�
exp(t1 + t01)LE1

�
(exp e� ad t01LE1L1)(exp t2LE2) · · · (exp Lr�1)(exp trLEr).

次に (11.4)，(11.5)より
h (exp t01LE1)(exp L0

1)

=
�
exp(t1 + t01)LE1

�
(exp e� ad t01LE1L1)(exp ead t2LE2ead L2 · · · ead Lr�1ead trLEr L0

1)

⇥ (exp t2LE2) · · · (exp Lr�1)(exp trLEr).
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これを繰り返して，[li, li] = {0}を思い出すと
t00k = tk + t0k,

L00
k = e� ad t0kLEk Lk + ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead Lr�1ead trLEr L0

k.

これでまず (11.2)が出た．次に (11.3)を示すために，k > iのとき，j > i = m > k

は起こらないことに注意すると

[lk, [lk, li]] ⇢

lk,

X
m>k

nmk,
X
l>i

nli

�
⇢

lk,

X
m>k

nmi

�
⇢

X
m0>k

X
m>k

[nm0k, nmi] = {0}.

したがって
ead LkL0

i = L0
i + [Lk, L

0
i] = L0

i + [Lk, L
0
ki].

また，明らかに
ead tkLEk L0

i = etk/2L0
ki +

X
l 6=k, l>i

L0
li (if i < k)

であり，e� ad t0kLEk Lk = et0k/2Lkである．ゆえに m > k のとき，

ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead Lr�1ead trLEr L0
k

= ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead Lr�1

⇣
etr/2L0

rk +
X

l 6=r, l>k

L0
lk

⌘

= ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead tr�1LEr�1

⇣
etr/2L0

rk +
X

l 6=r, l>k

L0
lk + [Lr,r�1, L

0
r�1,k]

⌘

= ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead Lr�2

⇣
etr/2L0

rk + [Lr,r�1, L
0
r�1,k]

+ etr�1/2L0
r�1,k +

X
l 6=r,r�1

l>k

L0
lk

⌘

= ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead tr�2LEr�2

⇣
etr/2L0

rk + [Lr,r�1, L
0
r�1,k] + etr�1/2L0

r�1,k

+
X

l 6=r,r�1
l>k

L0
lk + [Lr,r�2 + Lr�1,r�2, L

0
r�2,k]

⌘
.

したがって，ead tk+1LEk+1ead Lk+1 · · · ead Lr�1ead trLEr L0
kの nmk成分は

etm/2L0
mk +

X
k<l<m

[Lml, L
0
lk].

以上より
L00

mk = et0k/2Lmk +
X

k<l<m

[Lml, L
0
lk] + etm/2L0

mk

となり，両辺の作用素をEに作用させて，(11.3)を得る． ⇤
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命題 11.4. h 2 Hを (11.1)のように表し，hE = x =
rP

k=1
�kEk +

P
m>k

Xmkとすると

�k = etk + 1
2s(Ek)

�1
X
i<k

k vki k2,

Xmk = etk/2 vmk +
X
i<k

vmi4 vki.

証明. l > iとすると，[ll, Ei] = {0}より (exp Ll)Ei = Ei．また (exp tl)Ei = Ei．
ゆえに

hEi = (exp t1LE1) . . . (exp Li�1)
�
(exp tiLEi)(exp Li)Ei

�
.

ここで，m > iのとき Vmi4Ei ⇢ Vmiより，(exp Li)Ei 2
P
m>i

Vmi．したがってまた，

(exp tiLEi)(exp Li)Ei 2
P
m>i

Vmi．ここで h < iのとき，exp LEh
も exp Lhも

P
m>i

Vmi

上 trivialゆえ
hEi = (exp tiLEi)(exp Li)Ei.

ここで，LiEi 2
P
m>i

Vmi，L2
i Ei 2

P
m0=m>i

Vm0mであるから，L3
i Ei = 0．よって

hEi = (exp tiLEi)
�
Ei + LiEi + 1

2L
2
i Ei

�
= etiEi + eti/2LiEi + 1

2L
2
i Ei.

さらにここで

LiEi =
X
m>i

LvmiEi =
X
m>i

vmi

であり，

L2
i Ei =

X
m>i

L2
vmi

Ei + 2
X

m0>m>i

LvmiLvm0iEi =
X
m>i

vmi4 vmi + 2
X

m0>m>i

vmi4 vm0i.

vmi4 vmi 2 REmであるから，vmi4 vmi = �mEmとおいて，両辺に sを作用させ
ると，k vmi k2 = �m · s(Em)．ここで s(Em) = s(Em4Em) = kEm k2 6= 0に注意．
ゆえに �m = s(Em)�1k vmi k2となるから，vmi4 vmi = s(Em)�1k vmi k2 · Em．以上
から，

hE =
rX

m=1

etmEm + 1
2

rX
i=1

X
m>i

s(Em)�1k vmi k2Em + eti/2
X
m>i

vmi +
X

m0>m>i

vmi4 vm0i

=
rX

m=1

⇣
etm + 1

2s(Em)�1
X
i<m

k vmi k2
⌘
Em +

X
m>k

⇣
etk/2vmk +

X
i<k

vki4 vmi

⌘
.

これより命題の公式を得る． ⇤
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注意 11.5. 逆に，x =
rP

k=1
�kEk +

P
k<m

Xmkが与えられたとき，tk (k = 1, . . . , r)，

vmkを解くことができる．以下，簡単のため s(Ek) = 1
2 (8k)と sを正規化しておこ

う1．x(1) := xとし，x(i) =
rP

k=i
�(i)

k Ek +
P

m>k=i

X(i)
mkが定まったとき，

�(i+1)
k := �(i)

i �(i)
k � kX(i)

ki k2 (k = i + 1, . . . , r),

X(i+1)
mk := �(i)

i X(i)
mk �X(i)

mi4X(i)
ki (i + 1 5 k < m 5 r),

とおき，
Dk(x) := �(k)

k (k = 1, . . . , r), Ymk(x) := X(k)
mk (1 5 k < m 5 r).

とくに，D1(x) = �(1)
1 = �1，Ym1(x) = X(1)

m1 = Xm1である．このとき，

etk =
Dk(x)

k�1Q
i=1

Di(x)

(k = 1, . . . , r),

vmk = e�tk/2 Ymk
k�1Q
i=1

Di(x)

(1 5 k < m 5 r).

⌦ = HE：Eを通るHの軌道．

定理 11.6. ⌦は開凸錐であって，
⌦ = {x 2 V ; D1(x) > 0, . . . , Dr(x) > 0}

1s = 1
2E⇤ ととることを意味する．
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§12. 等質開凸錐に付随するガンマ函数

R>0は 1次元の等質錐．

� (s) :=

Z +1

0

e�tts�1 dt (s > 0). · · · · · · 1�

これを一般の等質開凸錐上の積分に拡張することを考える．
まず 1�において，
(1) dt

t
はR>0上のGL(R>0)不変測度．すなわち，変数を正の数倍することで不変．

(2) s 2 Rを固定するとき，t 7! tsは，乗法群R>0 = GL(R>0)の 1次元表現．

⌦：実ベクトル空間 V 内の等質開凸錐．
⌦は単位元Eを持つクラン (V,4)から得られたものとしてよい．
すなわち，h := {Lv ; v 2 V }をクランの左乗法作用素全体がなす Lie代数とすると
き，H := exp hのEを通る軌道が⌦であるとしてよい．
E1, . . . , Er：クラン V の原始べき等元の完全直交系．

Ei4Ej = �ijEi, E1 + · · · + Er = E.

hx | y i := s(x4 y)は V の内積．s(Ek) = 1 (8k = 1, . . . , r)と正規化しておく．
⌦⇤ :=

�
y 2 V ; hx | y i > 0 (8x 2 ⌦ \ {0})

 
：⌦の双対錐．

�：⌦の特性函数で次で定義されるもの．

�(x) :=

Z
⌦⇤

e�hx | y i dy (x 2 ⌦).

�(gx) = det g �1 �(x) (g 2 GL(⌦), x 2 ⌦)であった．したがって，�(x) dxは⌦上
のGL(⌦)不変測度である．

V =
P

15i5j5r

Vji：クラン V の正規分解．

Vjj = REjであり，i < jのとき　
Vji =

�
v 2 V ; LEk

v = 1
2(�kj + �ki)v, REk

v = �kiv (8k = 1, . . . , r)
 
.

a :=
rP

j=1
RLEj，nji := {Lv ; v 2 Vji} (i < j)，n :=

P
i<j njiとおくと，aと nは hの

部分 Lie代数で，aは可換，nはベキ零である．そして h = a + nであり，[a, n] ⇢ n．
A := exp a，N := exp nとすると，H = N o A（半直積）である．
Aの 1次元実表現は s = (s1, s2, . . . , sr) 2 Rrをパラメータとして，

�s

�
exp(t1LE1 + · · · + trLEr)

�
= exp

rP
j=1

sjtj.

1



�sをHに，�s(na) = �s(a) (n 2 N, a 2 A) で拡張する．
• �hはHの 1次元表現になっている．
*) h, h0 2 H，h = na，h0 = n0a0 (n, n0 2 N, a, a0 2 A)とすると

�s(hh0) = �s(nan0a0) = �
�
n(an0a�1)aa0

�
.

ここでAはNを正規化するので，an0a�1 2 Nゆえ，hh0のNA分解は，n(an0a�1)aa0．
ゆえに

�s(hh0) = �s(aa0) = �s(a)�s(a
0) = �s(na)�s(n

0a0) = �s(h)�s(h
0).//

Hは⌦に単純推移的に作用する．したがって，hEは一意的に⌦の元を表すことに
注意すると，

�s(hE) := �s(h) (h 2 H).

によって，⌦上の函数�sを定義することができる．明らかに，�s(h0x) = �s(h0)(x)

(h0 2 H, x 2 ⌦)が成り立つ．

定義 12.1. �̃⌦(s) :=

Z
⌦

e�hx | E i�s(x)�(x) dx．

積分の収束等は何も言ってないが，被積分函数は正の函数なので，+1を許せば積
分はつねに存在している．

まず，�(x)は�(E)�s0
(x) (s0 2 Rr)と書けることを示そう．�(hE) = (det h)�1�(E)

(h 2 H)であるから，det hが �sの形だとよい．h = exp
rP

j=1
tjLEj 2 Aのとき，

det
⇣
exp

rP
j=1

tjLEj

⌘
= exp

⇣ rP
j=1

tj Tr LEj

⌘
.

ここで，LEj は，Vjj = REj を 1固有空間，Vkj (k > j)と Vji (i < j)を 1
2 固有空間

に持つ．
dj := 1 + 1

2

⇣P
k>j

dim Vkj +
P
i<j

dim Vji

⌘
(j = 1, . . . , r)

とおくと，Tr LEj = dj．ゆえに det(a) = �d(a) (8a 2 A)．よって，det h = �d(h)

(h 2 H)である．ゆえに �(x) = �(E)��d(x)となるので，次式で �⌦の定義とする．

�⌦(s) :=

Z
⌦

e�hx | E i�s�d(x) dx

以下，�⌦(s)は通常のガンマ関数の積で表されることを示そう．そのために先週の
復習をする．

(12.1)
h = (exp t1LE1)(exp L1)(exp t2LE2) · · · (exp Lr�1)(exp trLEr) 2 H,

t1, . . . , tr 2 R, Lj 2 lj :=
P
k>j

nkj, Lj =
P
k>j

Lvkj
(vkj 2 Vkj)

2



とし，hE =
rP

k=1
�kEk +

P
k<m

Xmkと書くとき，s(Ek) = 1 (8k = 1, . . . , r)と正規化し

ていることに注意すると，
�k = etk + 1

2

P
i<k
k vki k2, Xmk = etk/2 vmk +

P
i<k

vmi4 vki. · · · · · · 2�

しかも，逆に �k > 0 (k = 1, . . . )，Xmk 2 Vmkが与えられたとき， 2�より tk 2 R，
vkj 2 Vkjが解ける（公式略）．ゆえに多様体として

⌦ ⇡ H ⇡
⇣
Rr ⇥

Q
j<k

Vkj

⌘
.

一方，dhをH上の左不変Haar測度とする：Z
H

f(h0h) dh =

Z
H

f(h) dh (8h0 2 H, 8f 2 L1(H, dh)).

このようは測度（�代数は Borel集合全体：開集合から生成される �代数）が局所
compact位相群上には，正の定数倍を除いて唯一つ存在する．このとき，

I(f) :=

Z
H

f(hE) dh (f 2 L1(⌦))

とおくと，f 7! I(f)はH不変測度（不変積分）を定める：fh(x) := f(hx) (h 2 H)

とすると，I(fh) = I(f) (8f 2 L1(⌦)．ゆえにH不変測度の正の定数倍を除いての
一意性から， Z

H

f(hE) dh =

Z
⌦

f(x)��d(x) dx.

としてよい．ゆえに

�⌦(s) =

Z
H

e�hhE | E i�s(h) dh.

dhをHの座標系 (12.1)で書き下そう．hh0 = h00のとき，先週の積公式より
t00k = tk + t0k (k = 1, . . . , r),(12.2)

v00mk = etm/2v0mk +
P

k<l<m
vml4 v0lk + et0k/2vmk (1 5 k < m 5 r).(12.3)

hh0 = h00により，dh0が dh00に変換されるとする．そうすると上の積公式から
dt00k = dt0k, dv00mk = etm/2dv0mk +（ dv0lk (k < l < m) と dt0k (k < m)を含む和）

辞書的順序では第 2の式の右辺（　）内の項の添字 (l, k)と (k, k)はどちらも (m, k)

より前．ゆえに変換 h0 7! h00では Jacobi行列は上三角行列であり，
rQ

k=1
dt00k ·

Q
k<m

dv00mk =
rQ

k=1
dt0k ·

Q
k<m

d
�
etm/2v0mk

�
=

rQ
k=1

dt0k ·
Q

k<m
e(tm dim Vkm)/2 dv0mk

ここで，pm :=
P

k<m
dim Vmkとおき，p := (p1, . . . , pr)とおくと，
rQ

k=1
dt00k ·

Q
k<m

dv00mk = �p/2(h) ·
rQ

k=1
dt0k ·

Q
k<m

dv0mk.
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ゆえに，dµ(h) := ��p/2(h)
rQ

k=1
dtk ·

Q
k<m

dvmkがHの座標系 (12.1)による左Haar測度

の表示である．よって

�⌦(s) =
rY

k=1

Y
k<m

Z
R

Z
Vmk

e�hhE | E i�s� 1
2p(h) dtk dvmk.

(12.1)のとき，hEi |Ej i = s(Ei4Ej) = �ijs(Ej) = �ijより

hhE |E i =
rP

k=1
�k =

rP
k=1

⇣
etk + 1

2

P
i<k
k vki k2

⌘
=

rP
k=1

etk + 1
2

P
k<m

k vmk k2.

よって

�⌦(s) =

✓ rY
k=1

Z
R

�
exp�etk

�
exp

�
sk � 1

2pk

�
tk dtk

◆✓Y
k<m

Z
Vmk

exp
�
�1

2k vmk k2
�
dvmk

◆
.

右辺の最初の項では，etk = uとおくと，dtk = u�1 duよりZ
R

�
exp�etk

�
exp

�
sk � 1

2pk

�
tk dtk =

Z +1

0

e�uusk� 1
2pk�1 du = �

�
sk � 1

2pk).

第 2項については，
R

R e�
1
2 t2 dt =

p
2⇡であるから，Z

Vki

exp
�
�1

2k vki k2
�
dvki = (2⇡)

1
2 dim Vki .

以上により，積分は sk > 1
2pk (8k = 1, . . . , r)のときに絶対収束して

�⌦(s) = (2⇡)(p1+···+pr)/2
rY

k=1

�
⇣
sk � 1

2
pk

⌘
.

定理 12.2. p := p1 + · · · + prとするとき，

�⌦(s) = (2⇡)| p |/2
rY

k=1

�
⇣
sk � 1

2
pk

⌘
.

例 12.3. ⌦が対称錐のとき，k > iに対して，dim Vki = d（一定）ゆえ，
pk =

X
i<k

Vki = (k � 1)d.

したがって， p = r(r�1)
2 d = dim V � r．ゆえに n := dim V とおくと

�⌦(s) = (2⇡)(n�r)/2
rY

k=1

�
⇣
sk � 1

2
(k � 1)d

⌘
.

これは，Faraut–Korányの本にある公式である．
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