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§1． Hyperbolic Motions in the Unit Disk.

　行列 g =

µ
a b
c d

∂
∈ SL(2, C) に対して，一次分数変換

w = fg(z) = f(z) =
az + b

cz + d

を考える．簡単な計算で，(
fg1g2 = fg1 ◦ fg2 (g1, g2 ∈ SL(2, C)),

fI =恒等写像 （Iは単位行列）
がわかる．従って，逆変換は

f−1(w) = fg−1(w) =
dw − b

−cw + a
.

変換 z 7→ w は Riemann 球面 Σ := C ∪ {1} の bijection で，

f(1) =
a

c
, f

≥
−d

c

¥
= 1

である．
　 f(z) を次のように分解しよう：
(1) c 6= 0 のとき，

w =
a

c
+

1

cz + d

≥
b− ad

c

¥
=

a

c
− 1

c2
· 1

z + (d/c)
.

(2) c = 0 のとき，a 6= 0, d 6= 0 に注意して

w =
a

d
z +

b

d
.

従って，f は次の 3種の変換の合成になっている：
（ア）平行移動： z 7→ z + β (β ∈ C),
（イ）伸縮と回転： z 7→ αz (α ∈ C \ {0}),
（ウ）反転： z 7→ 1

z
.

そして変換 z 7→ w =
az + b

cz + d
は

(i) 等角（共形），すなわち oriented angles を保存する，
(ii) 円または直線を円または直線に写す（円円対応），
(iii) 複比 (cross ratio) (z1, z2, z3, z4) :=

z1 − z3

z2 − z3
· z2 − z4

z1 − z4
を保つ．

　以下，単位円の内部で考え，D := {z ∈ C ; |z| < 1}とおく．

命題 1.1. f(z) = fg(z) =
az + b

cz + d
，g :=

µ
a b
c d

∂
∈ SL(2, C) とする．このとき

f(D) = D () g ∈ SU(1, 1) :=

Ωµ
α β
β α

∂
∈ SL(2, C)

æ
．
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証明. [ (= ] f(z) =
αz + β

βz + α
(|α|2 − |β|2 = 1) とする．|z| = 1 のとき，

|f(z)| = 1

|z|
ØØØØαz + β

βz + α

ØØØØ =

ØØØØ αz + β

β + α z

ØØØØ = 1.

ゆえに f(@D) = @D．さらに f(0) = β/α で，|α| > |β| より f(0) ∈ D．以上より
f(D) = Dである.

[ =) ] 仮定より f(@D) = @Dである．
(1) f(0) = 0 すなわち b = 0 のとき：f(z) =

az

cz + d
(ad = 1)である．|f(1)| =

|f(−1)| = |f(i)| = 1 より， |a|
|c + d| =

|a|
|c− d| =

|a|
|ci + d| = 1．これより |c + d| =

|c− d| = |c− di| = |a| =
1

|d|．よって c は２点 d,−d から等距離にあり，また d, id

からも等距離にある．ゆえに c = 0（初等幾何学的考察による）．従って |d| = 1 で
あり，a = 1/d = d．以上から，a = d = eiθ/2 とおくと f(z) = eiθz となり，これは
原点のまわりの回転である．
(2) f(0) 6= 0 のとき． f(0) = rei' とおく (0 < r < 1)．r = tanh(t/2) (t > 0) とし
て，次の一次分数変換 h(z) を考える：

h(z) = ei' (cosh(t/2))z + sinh(t/2)

(sinh(t/2))z + cosh(t/2)
.

h は行列 √
ei'/2 cosh(t/2) ei'/2 sinh(t/2)

e−i'/2 sinh(t/2) e−i'/2 cosh(t/2)

!
∈ SU(1, 1)

に対応しているから，証明の前半部分より h(D) = D. そして h(0) = ei' tanh(t/2) =
f(0)．ゆえに h−1 ◦ f は原点を固定しているので，(1)より，適当な θ ∈ R に対して，
h−1 ◦ f(z) = eiθzとなる．すなわち

f(z) = h(eiθz) = ei' (cosh(t/2))eiθz + sinh(t/2)

(sinh(t/2))eiθz + cosh(t/2)
.

従って f は次の行列 (∈ SU(1, 1)) に対応するから証明終わり：√
ei('+θ)/2 cosh(t/2) ei('−θ)/2 sinh(t/2)

e−i('−θ)/2 sinh(t/2) e−i('+θ)/2 cosh(t/2)

!
. §

　以下
G := {fg ; g ∈ SU(1, 1)}

とおく．すなわち，G は D を保つ一次分数変換全体で，写像の合成に関して群
をなしている．SU(1, 1) 3 g 7→ fg ∈ G は群準同型で，核は {±I} であるから，
G ª= SU(1, 1)/{±I} である．K := {f ∈ G ; f(0) = 0} とおく．kθ(z) := eiθz とす
ると，先の証明から

K = {kθ ; θ ∈ R} ª= T.
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また，t ∈ R に対して，次の一次分数変換 at を考える：

at(z) :=
(cosh(t/2))z + sinh(t/2)

(sinh(t/2))z + cosh(t/2)
.

容易に at ◦ at0 = at+t0 (exercise)．
以後，A := {at ; t ∈ R}とおく．群として A ª= R である．
定理 1.2 (Cartan 分解). A+ := {at ; t = 0}とおく．各 f ∈ G は f = k'atkθ と
表される (k', kθ ∈ K, at ∈ A+)．f /∈ K ならばこの表示は一意的であり，', t は
f(0) = ei' tanh(t/2) で与えられる．

演習： 初めから一次分数変換と仮定しなくても，
G = {F ; D → D, bijection s.t. F, F−1 共に正則 }

となることを示せ．
　æ のみ問題．まず F (0) = 0 のとき，F と F−1 に Schwarz の補題を適用して，
F (z) = eiθz を導く．以下命題 1.1 の証明に同じ．
定義：C1 曲線 ∞ : [0, 1] → D に対して

L(∞) := 2

Z 1

0

|∞0(u)|
1− |∞(u)|2 du

を ∞ の hyperbolic length という．
　以下，g ∈ G のとき，g ◦ ∞ で曲線 u 7→ g(∞(u)) を表す．
命題 1.3. 任意の g ∈ G に対して，L(g ◦ ∞) = L(∞).

証明. g(z) =
αz + β

βz + α
(|α|2 − |β|2 = 1) のとき，

g0(z) =
1

(βz + α)2

£
α(βz + α)− β(αz + β)

§
=

1

(βz + α)2
.

一方，

1− |g(z)|2 =
1

|βz + α|2
£|βz + α|2 − |αz + β|2§

= |g0(z)|(1− |z|2).
以上の計算から

|(g ◦ ∞)0(u)|
1− |g ◦ ∞(u)|2 =

|g0(∞(u))||∞0(u)|
1− |g ◦ ∞(u)|2 =

|∞0(u)|
1− |∞(u)|2

となって，L(g ◦ ∞) = L(∞)を得る． §
定義：z1, z2 ∈ D とする．z1と z2を結ぶ測地線とは，（存在するとして）z1 から z2

へのD内の曲線 ∞0 で，z1 から z2 への任意の曲線 ∞ に対して，L(∞0) 5 L(∞) とな
るものである．そのような ∞0 があるとき，d(z1, z2) := L(∞0) とおいて，これを z1

から z2 への双曲距離と呼ぶ．
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補題 1.4. 0 < x0 < 1 とし，実軸上の線分 [0, x0] を ∞0 とする．このとき， 0 から
x0 への任意の曲線 ∞ 6= ∞0 に対して，L(∞0) < L(∞)となる．従って，0 から x0 へ
の測地線は一意に存在して，それは ∞0である．さらに次式が成り立つ：

d(0, x0) = log
1 + x0

1− x0
= 2 Arctanh x0.

証明. ∞(u) = x(u) + iy(u) (u ∈ [0, 1], x(0) = y(0) = 0, x(1) = x0, y(1) = 0) とお
くと

L(∞) = 2

Z 1

0

p
x0(u)2 + y0(u)2

1− (x(u)2 + y(u)2)
du = 2

Z 1

0

x0(u)

1− x(u)2
du

= 2

Z x0

0

dt

1− t2
=

Z x0

0

≥ 1

1− t
+

1

1 + t

¥
dt

= log
1 + x0

1− x0
= L(∞0).

ここで等号は，すべての u ∈ [0, 1] に対して，x0(u) = 0, y0(u) = y(u) = 0 のときに
のみ起こる．すなわち，∞ = ∞0 のときにのみ起こる． §

補題 1.5. z1, z2 ∈ D, z1 6= z2 とする．このとき，g ∈ G が存在して，g(z1) = 0 か
つ g(z2) > 0となる．

証明. h(z) :=
z − z1

1− z1z
を考える．h には次の行列が対応しているので，h ∈ G で

ある（hの見つけ方には鏡像の原理を用いている）：
1p

1− |z1|2
µ

1 −z1

−z1 1

∂
∈ SU(1, 1).

h(z1) = 0 であるので，eiθh(z2) > 0 となる θ ∈ R をとって g = kθ ◦ h ∈ G とおけ
ば，この g が求めるものである． §

定理 1.6. z1, z2 ∈ D (z1 6= z2) とする．
(1) z1 から z2 への測地線 δ が一意に存在する．この δ は z1, z2 を通って @D に直
交する円の部分弧である．（z1, z2, O が同一直線上にあるときは D の直径の一部分
になる．）
(2) d(z1, z2) = 2 Arctanh

ØØØØ z1 − z2

1− z1z2

ØØØØ.
(3) 任意の g ∈ G に対して，d(g(z1), g(z2)) = d(z1, z2)．

証明. 補題 1.5 の g ∈ G をとって，x0 := g(z2) =
ØØØ z1 − z2

1− z1z2

ØØØ > 0 とおく．補題
1.4 より，実軸上の線分 [0, x0]（∞0 とする）は 0 から x0 への一意な測地線である．
δ := g−1(∞0) が求めるもの．最後に，写像 g−1 の等角性より，δ が主張中に述べた
円の部分弧となることは明らかであろう． §

定理 1.7 (2点等質性). z1, z2, z01, z
0
2 ∈ D, z1 6= z2, d(z1, z2) = d(z01, z

0
2)とする．こ

のとき，一意的に g ∈ G が存在して，g(zj) = z0j (j = 1, 2)となる．
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証明. 補題 1.5 より，g0 ∈ G が存在して，g0(z1) = 0 かつ x0 := g0(z2) > 0 とな
る．同様に，g00 ∈ G が存在して，g00(z

0
1) = 0 かつ x00 := g00(z

0
2) > 0 となる．ここで，

仮定 d(z1, z2) = d(z01, z
0
2) より

x0 = tanh
d(z1, z2)

2
= tanh

d(z01, z
0
2)

2
= x00.

ゆえに，g := (g00)
−1 ◦ g0 ∈ G が求めるもの．

　もう一つ h ∈ G があって，h(zj) = z0j (j = 1, 2) とすると，g0 ◦ h−1 ◦ g ◦ g−1
0 =

g0 ◦h−1 ◦ (g00)
−1 は原点 O と x0 > 0を止める．従って，g0 ◦h−1 ◦g ◦g−1

0 は x0 を止め
る原点のまわりの回転だから，恒等写像．ゆえに h−1 ◦ g も恒等写像．∴ h = g. §

§2． 単位円板の双曲幾何
D := {z ∈ C ; |z| < 1}， G :=

Ω
g ; g(z) =

αz + β

βz + α
, |α|2 − |β|2 = 1

æ
．

G は D に推移的に作用している：§1 で見たように，z1 6= 0 のとき

h(z) :=
z − z1

1− z1z

とおくと，h ∈ G であり，h(z1) = 0 をみたしている．
K := G0 := {g ∈ G ; g(0) = 0} （原点におけるGの固定部分群）

とすると，K = {kθ ; kθ(z) = eiθz} となる．
　 Dの双曲距離 d(z1, z2) は実際距離の公理をみたし，(D, d) は距離空間になって
いる．
定義：z0 ∈ D, R > 0 とする．中心が z0 で半径が R の Lobachevsky circle とは，
双曲距離で考えた円C(z0, R) := {z ∈ D ; d(z, z0) = R} のこと．
補題 2.1. z0 ∈ D，R > 0 とする．
(1) C(z0, R) は通常の円である．
(2) C(z0, R) の hyperbolic length について，L(C(z0, R)) = 2π sinh Rである．
(3) z0 における G の固定部分群を Gz0 とする：

Gz0 := {g ∈ G ; g(z0) = z0}.
このとき，Gz0 は K に共役になる．そして各 C(z0, R) はGz0軌道である．

(4) C(z0, R) は z0 を通る各測地線と直交する．

証明. (1) §1 より，d(z, z0) = 2 Arctanh

ØØØØ z − z0

1− z0z

ØØØØ であるから，
d(z, z0) = R ()

ØØØØ z − z0

1− z0z

ØØØØ = tanh
R

2
.

ゆえに，z0 = 0 のときは，C(0, R) = {z ∈ D ; |z| = tanh R
2 }である．z0 6= 0 のと

きは
d(z, z0) = R ()

ØØØØz − z0

z − 1
z0

ØØØØ = |z0| tanh
R

2
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となるので，C(z0, R) は z0 と 1
z0
からの距離の比が一定である Apollonius の円で

ある．
(2) g ∈ G をとって g(z0) = 0 とすると，

g(C(z0, R)) = C(0, R) = {°tanh R
2

¢
eiθ ; 0 5 θ 5 2π}

となっている．ゆえに

L(C(z0, R)) = L(C(0, R)) = 2

Z 2π

0

tanh R
2

1− tanh2 R
2

dθ

= 4π · tanh R
2

1− tanh2 R
2

= 4π cosh
R

2
sinh

R

2
= 2π sinh R.

(3) K = G0 であるから，(2)の g を取れば，Gz0 = g−1Kgとなる．ゆえに，

C(z0, R) = g−1(C(0, R)) = g−1
≥
K · tanh

R

2

¥
= Gz0 · g−1

≥
tanh

R

2

¥
.

(4) (2)の g で写して考えると：
　　 z0 を通る測地線 ←→ 単位円板の直径，
　　C(z0, R) ←→ 原点を中心とする通常の円． §
定義：(1) @D := {z ∈ C ; |z| = 1} の点を D の無限遠点という．実際，

d(0, z) = 2 Arctanh |z|→1 (|z|→ 1).

(2) 2個の測地線が無限遠点で出会うとき（すなわち無限遠点で接するとき），この
2個の測地線は平行であるという．
ƒ δ Ω Dを測地線とし，P ∈ D は δ上にないとする．適当な g ∈ G で g(P ) = O
（原点）となるもので状況を移しかえて考えれば明らかなように，P を通って δ に
平行な測地線は丁度 2個ある（直径で測地線と @Dで接するものは 2個ある）．
=) 非ユークリッド幾何．
Hyperbolic Area Measure:

発見的考察：　実軸上の点 A(r), A0(r + dr) とそれらを dθ だけ回転させた点 B, B0

を考える．微小図形 AA0B0B の双曲的面積 ∆S を計算しよう：
L(AA0) = 2

dr

1− r2
かつ L

°
(AB)

_¢
=

2

1− r2
· r dθであるから

∆S ; L(AA0)× L
°
(AB)

_¢
= 4

r drdθ

(1− r2)2
= 4

dxdy

(1− x2 − y2)2
.

　従って，以下 dσ(z) := 4
dxdy

(1− x2 − y2)2
(z = x + iy) で定義されるD上の測度を

考える．
定理 2.2. 任意の f ∈ L1(D, dσ) と g ∈ G に対してZZ

D
f(g(z)) dσ(z) =

Z
D

f(z) dσ(z).
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証明. w = g(z), z = x + iy, w = u + iv とおくと
D(u, v)

D(x, y)
= det

µ
ux vx

uy vy

∂
= u2

x + v2
x (Cauchy-Riemann)

= |wx|2 = |g0(z)|2 =

µ
1− |g(z)|2
1− |z|2

∂2

（§1 の計算）.

以上より
1

4

ZZ
D

f(g(z)) dσ(z) =

ZZ
D

f(w)
dxdy

(1− |z|2)2

=

ZZ
D

f(w)

ØØØØD(u, v)

D(x, y)

ØØØØ dxdy

(1− |w|2)2

=

ZZ
D

f(w)
dudv

(1− |w|2)2

=
1

4

ZZ
D

f(w) dσ(w)

となって証明が終わる． §
定義：D 内の Lebesgue 可測集合 E に対して，

σ(E) :=

ZZ
E

dσ(z)

とおいて，σ(E) を E の双曲測度（双曲面積）という．
ƒ 定理 2.2 をE の定義函数 χE に適用すると，σ(g(E)) = σ(E) が任意の g ∈ G に
対して成り立つ．

例 2.3. D(z0, R) := {z ∈ D ; d(z, z0) 5 R} とおく．このとき，
σ(D(z0, R)) = 2π(cosh(R)− 1)

である．実際適当な g ∈ G で D(z0, R) が D(0, R) に写され，
D(0, R) = {z ∈ C ; |z| 5 tanh R

2 }
であるから

σ(D(z0, R)) = σ(C(0, R)) = 8π

Z tanh
R
2

0

r dr

(1− r2)2

= 4π

Z tanh2 R
2

0

du

(1− u)2
= 4π

h 1

1− u

itanh2 R
2

0

= 4π
h 1

1− tanh2 R
2

− 1
i

= 4π sinh2 R
2

= 2π(cosh R− 1). //
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定義：双曲三角形とは，同一測地線上にない相異なる３点 A, B, C と各々の２点を
結ぶ測地線からなる図形のこと．
ƒ 双曲三角形 ABC の各辺の双曲的長さを a, b, c, 角を α, β, ∞ とする．記号の付け
方はユークリッド幾何のときに準じる．
定理 2.4. σ(∆ABC) = π − (α + β + ∞)．特に α + β + ∞ < π である．
証明. (1) δ Ω Dを測地線とし，P ∈ Dは δ 上にない点とすると，P から δ へ一
意に測地垂線が下ろせる．これは g ∈ G で P を原点に持ってきて考えれば明らか
であろう．
(2) A から辺 BC（の延長）へ測地垂線を下ろすことにより，∆ABC の双曲面積を
２つの直角双曲三角形の双曲面積の和または差で求めることができる．従って，定
理を直角双曲三角形のときに証明すればよい．このとき，α = π/2 としてよい．G
の元 g を適当にとって，C を原点に，辺 CA を正の実軸上にあるように，双曲面積
を変えずに持ってくることができる．
　辺 AB 上に点 p(θ) = r(θ)eiθ (r(θ) > 0) をとると

σ(∆ABC) = 4

ZZ
∆ABC

r drdθ

(1− r2)2
= 4

Z ∞

0

dθ

Z r(θ)

0

r

(1− r2)2
dr

= 2

Z ∞

0

dθ

Z r(θ)2

0

du

(1− u)2
= 2

Z ∞

0

h 1

1− r(θ)2
− 1

i
du.

t := d(0, p(θ)) とおくと，r(θ) = tanh(t/2) であるから

(2.1) σ(∆ABC) =

Z ∞

0

(cosh t− 1) dθ =

Z ∞

0

cosh t dθ − ∞.

ここで次の双曲三角法における定理が必要．
補題 2.5. 一般に双曲三角形 ∆ABC において，次が成り立つ．

(1) 正弦定理： sinh a

sin α
=

sinh b

sin β
=

sinh c

sin ∞
.

(2) 余弦定理： cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cos α
及び a, b, c と α, β, ∞ を cyclic に置き換えた式が成り立つ．

証明は，例えば，谷口・奥村著「双曲幾何学への招待」，または深谷著「双曲幾何」
等を参照．
特に α = π

2 のとき

(2.2) sinh a =
sinh b

sin β
=

sinh c

sin ∞
, cosh a = cosh b cosh c.

第２の等式には「双曲ピタゴラスの定理」という名が付いている．
　先の定理の証明中の双曲三角形 Ap(θ)C に適用すると

(2.3) sinh t =
sinh c(θ)

sin θ
, cosh t = cosh b cosh c(θ).

ただし c(θ) := d(A, p(θ)).
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演習：(2.3) から c(θ) を消去すると

cosh t =
cosh b cos θp

1− cosh2b sin2 θ
, sinh t =

sinh bp
1− cosh2b sin2 θ

.

また θ = ∞ のときの第２式 sinh a =
sinh bp

1− cosh2b sin2 ∞
と上の (2.2) の第１の等式

から
(2.4) cos β = cosh b sin ∞.

実はこの最後の公式は第２余弦定理を使うと容易に出る．//
　定理 2.4 の証明を続けよう．式 (2.1) と演習により

σ(∆ABC) =

Z ∞

0

cosh b cos θp
1− cosh2b sin2 θ

dθ − ∞

=

Z cosh b sin ∞

0

du√
1− u2

− ∞

= Arcsin (cosh b sin ∞)− ∞

(§)
=

π

2
− β − ∞ = π − (π/2 + β + ∞).

等号 (§)
= は (2.4) による． §

演習：一辺の双曲的長さが a の正双曲三角形の 3個の角は等しくて，それを θ とお
くとき

cos θ =
cosh a

cosh a + 1
.

§3． Horocycles and Iwasawa Decomposition

D = {z ∈ C ; |z| < 1}. 一次分数変換 g(z) =
αz + β

βz + α
(|α|2 − |β|2 = 1)を考える．こ

のとき，g(z) = z () z が次の方程式を満たすこと：
(3.1) βz2 + (α− α)z − β = 0.

• β = 0 ならば，gは原点まわりの回転．特に 0は固定点．
• β 6= 0 ならば，gの固定点は 2次方程式 (3.1)の２根（相異 or 重）．ここで，2根
の積 = −β/β で，この値は絶対値が 1 であることに注意．従って，2根とも単位円
の内部（外部）ということはないし，1根が単位円周上にあればもう 1根も単位円
周上にある．ゆえに，次の３つの場合に分かれる：
Case 1：D に固定点が１つだけ．
Case 2：@D の相異なる２点 ω1, ω2 を固定点とするとき．
Case 3： ω ∈ @D が２次方程式 (3.1) の重根になっているとき．
Case 1： z0 ∈ D を D における gの唯一の固定点とする．このとき g ∈ Gz0であり，
補題 2.1 (3) より Gz0 は K に共役な G の部分群で，g は z0 を中心とする「非ユー
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クリッドの回転」である．D における Gz0-orbits は，z0 を中心とする Lobachevsky
circles（非ユークリッド円）である．
Case 2： 無限遠点 ω1, ω2 を結ぶDの測地線を δ とする．g(δ) = δ である．

Tδ := {g ∈ G ; g(ωj) = ωj (j = 1, 2)}
とおく．A := {at ; t ∈ R} を思い出して，次の演習問題に注意する．
演習： g ∈ G のとき，

g ∈ A () g(1) = 1 and g(−1) = −1 () g は実係数
（g(1) = 1 () α + β ∈ Rに注意．）
　さて，δ0 で単位円の直径 [−1, 1] を表すものとする．演習により，a ∈ A ならば
a(δ0) = δ0であり，Tδ0 = A である．一次分数変換 g0 ∈ G をとって，g0(δ) = δ0と
すると，Tδ = g−1

0 Ag0 となっている．
• DにおけるA-orbits を調べよう．z0 ∈ D をとる．

at(z0) =
z0 + tanh t

2

(tanh t
2)z0 + 1

であるから， lim
t→1

at(z0) = 1, lim
t→−1

at(z0) = −1 である．ゆえに適当な t0 ∈ R をとれ
ば at0(z0) ∈ iR となるから，これを iy0 (−1 < y0 < 1) とすると，A · z0 = A · (iy0)
である．
演習： 軌道 A · (iy0) は 3点 −1, iy0, 1 を通る円のD 内の弧である．
　一方，d を双曲距離とすると

d(at(iy0), at(0)) = d(iy0, 0) = 2 Arctanh |y0|.
これは，at(iy0) から δ0 に下ろした測地垂線の足が at(0) = tanh(t/2) であること
を示していて，at(iy0) と δ0 の双曲距離が t に依らず一定であることも示している．
つまり，A · z0 = A · (iy0) は，δ0 からの定双曲距離曲線である．
　従って，D 内の Tδ 軌道はすべて δ からの定双曲距離曲線である．この意味で，
Tδ に属する元のことを，δ を軸とする hyperbolic translationと呼ぶ．
注意：一つの測地線からの定双曲距離曲線は（一般に）測地線ではない．
Case 3： まず ω = 1 のときを調べてみよう．1 が２次方程式 (3.1) の重根という
ことから (

β + (α− α)− β = 0,

2β + (α− α) = 0.

下の式から上の式を引いて，β + β = 0．従って β ∈ iR ゆえ，b = − i
2ξ (ξ ∈ R)と

おく．このとき，α− α = 2β = iξ となって，Im a = 1
2ξ．ここで α = a + i

2ξ とする
と，1 = |α|2 − |β|2 = a2 となるので a = ±1である．

定義： nξ (ξ ∈ R) を次の一次分数変換とする：nξ(z) :=

≥
1 +

iξ

2

¥
z − iξ

2
iξ

2
z +

≥
1− iξ

2

¥．
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　容易に nξ+ξ0 = nξ ◦ nξ0 がわかるから，N = {nξ ; ξ ∈ R}は R に同型な G の可
換部分群である．

命題 3.1. 任意の t, ξ ∈ R に対して，at ◦ nξ ◦ a−t = netξが成り立つ．すなわち，A
は N を正規化し NA = AN は G の部分群となる．

証明. 行列の計算を実行せよ：µ
cosh t

2 sinh t
2

sinh t
2 cosh t

2

∂ √
1 + iξ

2 − iξ
2

iξ
2 1− iξ

2

!µ
cosh t

2 − sinh t
2

− sinh t
2 cosh t

2

∂
. §

　さて，nξ(1) = 1 (8ξ ∈ R) ゆえ，N は 1 を無限遠点とする平行な測地線の族（点
1で単位円に内接する円の族）を安定にする．従ってまた，これらに直交する円の
族も N で安定である．
定義： ω ∈ @Dとする．ω から出る horocycle とは，D 内の円で，@D に ω で内
接するものをいう．
ƒ 今定義した言葉を使えば，N は 1 から出る horocycles の族を安定にする．

命題 3.2. D における N-orbits は 1 から出る horocycles であり，逆も言える．

証明. (1) まず原点を通る軌道 N · 0 を調べよう．n2ξ(0) = − iξ

1− iξ
であり，

n2ξ(0)− 1

2
= −1

2

1 + iξ

1− iξ
となるから，ØØØn2ξ(0)− 1

2

ØØØ =
1

2
.

よって，N · 0 は 1 から出る horocycle で原点を通るもの（≠0 とする）である．
Im n2ξ(0) = − ξ

1 + ξ2
ゆえ，ξ = −1 より出発するとき，n2ξ(0) は 1 から出て，反

時計回りに回る．
(2) −1 < x < 1 とし，N · x を調べよう．x = tanh t

2 (t ∈ R) とおくと x = at(0)で
ある．

nξ · x = nξ · at(0) = atne−tξ(0)

であるから，N · x = at(≠0)である．ここで一次分数変換 at の等角性により，右
辺の at(≠0) は実軸上の区間 [x, 1] を直径とする円であるから，それは 1 から出る
horocycle で x を通るものである．
(3) 1から出る任意の horocycle ≠ は必ず実軸を切り，その切片を x = tanh t

2 とす
ると，(2)より，≠ = at(≠0) = N · x である．ゆえに≠は一つの N 軌道である．
(4) 逆に z ∈ D の N 軌道 N · z を考える．このとき，ξ0 ∈ R が存在して，x0 :=

nξ0(z) ∈ Rとなる．実際 z = x + iy とすると ξ0 =
2y

(x− 1)2 + y2
である．このとき

(2)より，N · z = N · x0 は 1から出る horocycle になっている． §
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系 3.3. eiθ ∈ @D から出る horocycles は，Nθ = kθNk−1
θ とおくとき，Nθ-orbits と

一致する．
定理 3.4 (岩澤分解). G = KAN = NAK である．すなわち，任意の g ∈ G は
g = katnξ (k ∈ K, t ∈ R, ξ ∈ R) と一意的に表される．
証明. g ∈ G が与えられたとする．g(1) = eiθ とし，h := k−1

θ g とおく．このとき，
h(1) = 1 である．h−1(−1) = ei' とする．ei' 6= 1 に注意．ここで ξ ∈ R のとき，

n−1
ξ (−1) = n−ξ(−1) = −1 + iξ

1− iξ
6= 1

であるから，n−1
ξ (−1) = ei' となる ξ ∈ R が存在する．そうすると，hn−1

ξ (−1) =

h(ei') = −1である．hn−1
ξ (1) = 1 でもあるから，先の演習より，hn−1

ξ ∈ A．すなわ
ち，t ∈ R をとって，hn−1

ξ = at とできる．よって h = atnξ であり，g = kθatnξ と
なっている．
　一意性について： k1a1n1 = k2a2n2 とすると，k−1

2 k1 = a2n2n
−1
1 a−1

1 ．ここで，左
辺は原点の回りの回転であり，右辺は 1を固定する．ゆえに両辺とも恒等写像．よっ
て，k1 = k2 かつ a1n1 = a2n2．後者より，a−1

2 a1 = n2n
−1
1 . 左辺は −1 も固定するか

ら，n2n
−1
1 は恒等写像．ゆえに n1 = n2となり，a1 = a2も出る． §

定義：微分作用素 L := (1− |z|2)2 @2

@z @z
を D のLaplace-Beltrami 作用素という．

ƒ @

@z
=

1

2

≥ @

@x
− i

@

@y

¥
,

@

@z
=

1

2

≥ @

@x
+ i

@

@y

¥
より

L =
1

4
(1− x2 − y2)2

≥ @2

@x2
+

@2

@y2

¥
=

1

4
(1− r2)2 ∆.

ただし，r2 = x2 + y2 で，∆ は R2 の通常の Laplacian を表す．
定理 3.5. Lは G不変である．すなわち，任意の f ∈ C2(D)に対して，L(fg) = (Lf)g

(8g ∈ G) が成り立つ．ただし，fg(z) := f(g−1(z))．
証明. Cartan 分解 G = KA+K を思い出そう．K の元は原点の回りの回転であ
り，∆ が回転と可換なこと，1− r2 が回転で不変なことより，定理を g ∈ A のとき
に示せば十分．従って，

g−1(z) =
az + b

bz + a
(a, b ∈ R, a2 − b2 = 1)

とする． D上のC2級函数 f(x, y) に対して，F (z, z) := f
≥z + z

2
,

z − z

2i

¥
とおくと

Fg(z, z) = F (g−1(z), g−1(z)) = F
≥az + b

bz + a
,

az + b

bz + a

¥
.

(g−1)0(z) =
1

(bz + a)2
であるから

@Fg

@z
(z, z) =

1

(bz + a)2

@F

@z

≥az + b

bz + a
,

az + b

bz + a

¥
.
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従ってまた，
@2Fg

@z @z
(z, z) = |(g−1)0(z)|2 @2F

@z @z

≥az + b

bz + a
,

az + b

bz + a

¥
=

µ
1− |g−1(z)|2

1− |z|2
∂2 @2F

@z @z

≥az + b

bz + a
,

az + b

bz + a

¥
.

ゆえに L(Fg)(z, z) = (LF )g(z, z)である． §

命題 3.6. L の Cartan 座標表示：
z = ei' tanh(t/2) (0 < ' 5 2π, t ∈ R) という座標系において

L =
@2

@t2
+ coth t

@

@t
+

1

sinh2 t

@2

@'2
.

証明. z = x + iy として，いくつかの式を書き下すにとどめる（詳細は演習）．
t = 2 Arctanh

p
x2 + y2 より，

@t

@x
=

2x

(1− x2 − y2)
p

x2 + y2
,

@2t

@x2
=

2y2(1− x2 − y2) + 4x2(x2 + y2)

(1− x2 − y2)2 (x2 + y2)3/2
.

これの x, y を入れ替えたものが @t/@y 及び @2t/@y2である．一方 ' = arctan (y/x)
の x, y に関する偏微分は微積分での演習の通りで

@'

@x
= − y

x2 + y2
,

@'

@y
=

x

x2 + y2
,

@2'

@x2
=

2xy

(x2 + y2)2
,

@2'

@y2
= − 2xy

(x2 + y2)2
. §

命題 3.7. L の horocycle 座標表示：
z = nξaτ · 0 (ξ ∈ R, τ ∈ R) という座標系で

L =
@2

@τ 2
− @

@τ
+ e2τ @2

@ξ2
.

証明. z =
eτ − 1− iξ

eτ + 1− iξ
であるから

@z

@τ
=

2eτ

(eτ + 1− iξ)2
,

@z

@ξ
= − 2i

(eτ + 1− iξ)2
.

これの複素共役をとると @z/@τ および @z/@ξ を得る．ゆえに0BB@
@

@τ
@

@ξ

1CCA =

0BB@
2eτ

(eτ + 1− iξ)2

2eτ

(eτ + 1 + iξ)2

− 2i

(eτ + 1− iξ)2

2eτ

(eτ + 1− iξ)2

1CCA
0B@

@

@z
@

@z

1CA .



14

これを逆に解くことにより8>><>>:
@

@z
=

1

4
e−τ (eτ + 1− iξ)2 @

@τ
+

i

4
(eτ + 1− iξ)2 @

@ξ
,

@

@z
=

1

4
e−τ (eτ + 1 + iξ)2 @

@τ
− i

4
(eτ + 1 + iξ)2 @

@ξ
.

従って（計算を続けることにより）
@2

@z @z
=

1

16
e−2τ |eτ + 1 + iξ|4

∑
@2

@τ 2
− @

@τ
+ e2τ @2

@ξ2

∏
.

ここで，g = nξaτ とおくとき
1

16
e−2τ |eτ + 1 + iξ|4 =

ØØØcosh
τ

2
+

i

2
ξe−τ/2

ØØØ4 =
1

|g0(0)|2 =

µ
1

1− |g(0)|2
∂2

.

g(0) = z であるから証明が終わる． §

§4． Poisson 核の群論的考察
D := {z ∈ C ; |z| < 1}，G :=

Ω
g ; g(z) =

αz + β

βz + α
, |α|2 − |β|2 = 1

æ
．

以下では，g(z) を g · z と書くこともある．
L := (1− |z|2)2 @2

@z @z
=

1

4
(1− x2 − y2)2∆： D の Laplace-Beltrami 作用素．

ƒ f ∈ C2(D) が調和 def() ∆f = 0 () Lf = 0（偶然にも）．
定義：（D の Poisson 核）

PD(z, ≥) :=
1− |z|2ØØ≥ − z

ØØ2 (z ∈ D, ≥ ∈ @D).

　簡単な計算で次の式を得る：

PD(rei', eiθ) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ')
(0 5 r < 1, ', θ ∈ R).

ƒ PD(z, ≥) = Re
≥ + z

≥ − z
であり，≥ ∈ @D を固定して z の函数と見るとき，≥ + z

≥ − z
は

D で正則であるから，Poisson核は D で調和である．従って，f ∈ L1(@D)に対して

u(z) :=
1

2π

Z 2π

0

PD(z, eiθ)f(eiθ) dθ (z ∈ D)

は D で調和である（積分記号下の微分：詳細は演習）．
　さて G は @D = {z ∈ C ; |z| = 1} にも作用している：g · ei√ =

αei√ + β

βei√ + α
=: eiθ.

このとき
1

2π

Z 2π

0

f(g · ei√) d√ =
1

2π

Z 2π

0

f(eiθ)

ØØØØd√

dθ

ØØØØ dθ.
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ここで ei√ = g−1 · eiθ =
αeiθ − β

−βeiθ + α
より，

(4.1) iei√ d√

dθ
=

d(g−1 · eiθ)

dθ
= i

eiθ

(−βeiθ + α)2
.

ゆえに ØØØØd√

dθ

ØØØØ =
1

|− βeiθ + α|2
となる．さらに g · 0 =

β

α
であるから

1

|− βeiθ + α|2 =
1

|α|2
ØØØØβα eiθ − 1

ØØØØ−2

=
≥
1− |β|2

|α|2
¥ ØØØØβα − e−iθ

ØØØØ−2

=
1− |g · 0|2
|eiθ − g · 0|2 = PD(g · 0, eiθ).

以上より，次の命題を得る：
命題 4.1. 任意の g ∈ G に対して

1

2π

Z 2π

0

f(g · eiθ) dθ =
1

2π

Z 2π

0

PD(g · 0, eiθ)f(eiθ) dθ.

　以下，P (g, eiθ) := PD(g · 0, eiθ) によって PD を G× @D に拡張する．
K = {kθ ; kθ(z) = eiθz, θ ∈ R}

は G における 0 の固定部分群であるから，P (gk, eiθ) = P (g, eiθ) (8k ∈ K)となる．
式 (4.1)より P (g, eiθ) =

ØØØØd(g−1 · eiθ)

dθ

ØØØØ であるから
P (g1g2, e

iθ) =

ØØØØd(g−1
2 g−1

1 · eiθ)

d(g−1
1 · eiθ)

ØØØØ · ØØØØd(g−1
1 · eiθ)

dθ

ØØØØ = P (g2, g−1
1 · eiθ)P (g1, e

iθ).

任意の µ ∈ C に対して，P µ(g, eiθ) := P (g, eiθ)µ とおくとき
P µ(g1g2, ∞) = P µ(g2, g−1

1 · ∞)P µ(g1, ∞) (g1, g2 ∈ G, ∞ ∈ @D).

ここで，P µ(k, ∞) = PD(0, ∞) = 1 (8k ∈ K) に注意．
定理 4.2. G× @D 上の連続函数 s が次の (1), (2) をみたすとする：
(1) s(k, ∞) = 1 (k ∈ K, ∞ ∈ @D)，
(2) s(g1g2, ∞) = s(g2, g−1

1 · ∞)s(g1, ∞) (g1, g2 ∈ G, ∞ ∈ @D)．
このとき，µ ∈ C が存在して，s = P µとなる．
　証明を始める前に次の事実を注意しておこう：
ƒ P (at, 1) = et (8t ∈ R) かつ P (nξ, 1) = 1 (8ξ ∈ R).

実際，g(z) =
αz + β

βz + α
のとき，P (g, 1) =

1− |g(0)|2
|1− g(0)|2 =

1

|α− β|2 より従う．

証明. (a) k ∈ K のとき，s(gk, ∞)
(2)
= s(k, g−1 · ∞)s(g, ∞)

(1)
= s(g, ∞).
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(b)前節で示したように，B := NAは Gの部分群で，任意の b ∈ B に対して b·1 = 1
であるから，

s(b1b2, 1) = s(b2, b−1
1 · 1)s(b1, 1) = s(b1, 1)s(b2, 1) (b1, b2 ∈ B).

(1) より s(I, 1) = 1 6= 0 であるから，B 3 b 7→ s(b, 1) ∈ C× := C \ {0} は群準同型
（1 次元表現）である．特に任意の µ ∈ C に対して，b 7→ P µ(b, 1) も B の 1 次元表
現になっている．
(c) atnξa−t = netξ より

s(netξ, 1) = s(at, 1)s(nξ, 1)s(a−t, 1) = s(nξ, 1).

ゆえに ξ → s(nξ, 1) は ξ < 0 で定数あり，ξ > 0 でも定数．そして ξ = 0 で 1．連
続性から，s(nξ, 1) = 1 = P µ(nξ, 1) (8µ ∈ C).

(d) s(at+t0 , 1) = s(at, 1)s(at0 , 1) と連続性から，µ ∈ Cが存在して，s(at, 1) = eµt =
P µ(at, 1)となる．従って，a ∈ A, n ∈ N のとき，

s(an, 1) = s(a, 1)s(n, 1) = P µ(a, 1)P µ(n, 1) = P µ(an, 1)

となるから，s(b, 1) = P µ(b, 1) (8b ∈ B)である．
(e) 任意の g ∈ G を g = bk (b ∈ B, k ∈ K) と岩沢分解すると，(a), (d)より

s(g, 1) = s(bk, 1) = s(b, 1) = P µ(b, 1) = P µ(bk, 1) = P µ(g, 1).

(f) 一般に ∞ ∈ @D に対して，k0 · 1 = ∞ となるように k0 ∈ K を選べば
s(g, ∞) = s(g, k0 · 1) = s(k−1

0 g, 1) (by (1), (2))

= P µ(k−1
0 g, 1) = P µ(g, k0 · 1) = P µ(g, ∞).

以上で証明が終わる． §
　さて，g ∈ G を岩沢分解して g = kaτn (k ∈ K, aτ ∈ A, n ∈ N) とするとき，
τ ∈ R は g によって一意に定まるのでこれを τ(g) と表す．
命題 4.3. g ∈ G, θ ∈ R のとき，P (g, eiθ) = e−τ(g−1kθ).

証明. τ = τ(g−1kθ) とおくと，g−1kθ ∈ KaτN であるから，適当な n ∈ N , k ∈ K
に対して，k−1

θ g = na−τk となっている．ゆえに
P (g, eiθ) = P (g, kθ · 1) = P (k−1

θ g, 1) = P (na−τk, 1)

= P (na−τ , 1) = P (a−τ , 1) = e−τ

となって，証明終わり． §
演習： |α|2 − |β|2 = 1 のときµ

α β
β α

∂
=

µ
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

∂ µ
cosh τ

2 sinh τ
2

sinh τ
2 cosh τ

2

∂ µ
1 + i

2ξ − i
2ξ

i
2ξ 1− i

2ξ

∂
より，α = eiθ/2

°
cosh τ

2 + i
2ξe

τ/2), β = eiθ/2
°
sinh τ

2 − i
2ξe

τ/2
¢
. 従って

eτ = |α + β|2, ξ = Im
α− β

α + β
, eiθ =

α + β

α + β
.
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この公式を用いて，実際に g−1kθ を岩沢分解して，eτ(g−1kθ) = |βeiθ − α|2 を示せ．

演習： P (nξaτ , eiθ) =

Ω
1− cos θ

2
eτ +

h1 + cos θ

2
+ ξ sin θ +

ξ2

2
· 1− cos θ

2

i
e−τ

æ−1

.

定理 4.4. ≥ ∈ @D を固定する．このとき PD(z, ≥) は ≥ から出る各 horocycle ≠ 上
で一定値である．実際，PD(z, ≥) = e±d(0,≠) (z ∈ ≠) で，複号は 0 が ≠ の外のとき
+，内のとき − をとる．
証明. PD(z, eiθ) = PD(k−1

θ z, 1) より，eiθ = 1 のときに考察すればよい．1 から出
る horocycle を ≠ とし，D 内で tanh t

2 (t ∈ R) において実軸を切るとする．この
とき

≠ = N · tanh
t

2
= N · (at · 0).

ゆえに z ∈ ≠ のとき，z = nat · 0 (n ∈ N) となるから
PD(z, 1) = P (nat, 1) = et.

ここで，d(0, ≠) = |t| ゆえ証明終わり． §
以下，P µ

D(z, ∞) = PD(z, ∞)µ とおく．
定理 4.5. LP µ

D(·, ∞) = µ(µ − 1)P µ
D(·, ∞) (8∞ ∈ @D)．特に PD(·, ∞) は調和函数（既

知ではあるが）．
証明. Horocycle 座標 z = nξaτ · 0 での Laplace-Beltrami 作用素の表示を思い出
そう：

L =
@2

@τ 2
− @

@τ
+ e2τ @2

@ξ
.

P µ
D(nξaτ · 0, 1) = eµτ ゆえ

LP µ
D(nξaτ · 0, 1) =

µ
@2

@τ 2
− @

@τ
+ e2τ @2

@ξ

∂
eµτ = µ(µ− 1)eµτ

= µ(µ− 1)P µ
D(nξaτ · 0, 1).

一般の ∞ ∈ @D のときは，∞ = k · 1 となる k ∈ K をとると
LP µ

D(z, ∞) = LP µ
D(z, k · 1) = L((P µ

D)k)(z) = (LP µ
D)k(z)

= µ(µ− 1)P µ
D(k−1z, 1) = µ(µ− 1)P µ

D(z, ∞)

となって証明終わり． §
演習： F ∈ C2(D) は実数値函数で，L(F ) = 0 かつ L(F 2) = 2F 2 をみたすとする．
また F (0) = 1 であるとする．このとき，θ ∈ R が存在して，F = PD(·, eiθ) となる
ことを示せ．
Hint: 以下原点の近傍で考える：
(1) L(F µ) = µ(µ− 1)F µ (8µ ∈ Z)．
(2) H := F−1 を考えると L(H) = 2H かつ L(H2) = 6H2 であって，µ

@H

@τ

∂2

+ e2τ

µ
@H

@ξ

∂2

= H2.
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(3)
@2H

@τ 2
= H を導け．

(4) H = A(ξ)eτ + B(ξ)e−τ の係数を決めよ．
出典：M. Chipot, P. Eymard and T. Tahani, Sur les fonctions propres de l’opérateur
de Laplace-Beltrami dont le carré est fonction propre, Sympos. Math., 29 (1987),
111–129, Academic Press, New York-London.

§5． Poisson 核のべきの Fourier 級数展開
Gauss の超幾何微分方程式： (α, β, ∞ ∈ C)

z(1− z)y00 +
°
∞ − (α + β + 1)z

¢
y0 − αβy = 0 ( 0 = d/dz).

∞ 6= 0,−1,−2, . . . のとき，超幾何微分方程式の解 y = y(z) で，単位円板 D := {z ∈
C ; |z| < 1} において正則かつ y(0) = 1 となるものが一意的に存在する．

概略： y =
1P

j=0
ajzj (a0 = 1) より出発して次の漸化式を得る：

(j + ∞)(j + 1)aj+1 = (j + α)(j + β)aj (j = 0, 1, . . . ).

∞ 6= 0,−1, . . . より各 aj が定まって

aj =
(j + α− 1) · · ·α · (j + β − 1) · · · β

(j + ∞ − 1) · · · ∞ · j! .

特殊函数論ではよく次の記法が使われる（Pochhammer の記号）：

(α)j := α(α + 1) · · · (α + j − 1) =
Γ(j + α)

Γ(α)
.

従って，aj =
(α)j

(∞)j

(β)j

j!
となる．ここで，aj+1

aj
=

(j + ∞)(j + 1)

(j + α)(j + β)
→ 1 (j → 1) と

なるから，べき級数 P
ajzj の収束半径は 1 である． §

定義： 上にいう一意解を F (α, β; ∞; z) （あるいは 2F1(α, β; ∞; z)）で表す：

F (α, β; ∞; z) :=
1X

j=0

(α)j

(∞)j

(β)j

j!
zj (|z| < 1) （Gauss の超幾何函数）.

命題 5.1. µ ∈ C, z ∈ D を固定する．このとき，P µ
D(z, eiθ) の Fourier 級数展開を

P µ
D(z, eiθ) =

1X
n=−1

Zµ(z; n)einθ

とすると，Fourier 係数 Zµ(z; n) :=
1

2π

Z 2π

0

P µ
D(z, eiθ)e−inθ dθ は次式のようになる：

Zµ(rei'; n) =
(µ)|n|
|n|! (1− r2)µ r|n|e−in'F (µ, µ + |n|; |n|+ 1; r2).
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証明. 定義から

Zµ(rei'; n) =
1

2π

Z 2π

0

P µ
D(rei', eiθ)e−inθ dθ

=
(1− r2)µ

2π

Z 2π

0

e−inθ

[1 + r2 − 2r cos(θ − ')]µ
dθ.

積分変数 θ を θ+'と変換して，Zµ(rei'; n) = e−in'Zµ(r; |n|)を得る．ゆえに ' = 0,
n = 0 として計算してよい．ここで

(1 + r2 − 2r cos θ)−µ = (1− reiθ)−µ(1− re−iθ)−µ

=
1X

p,q=0

µ−µ

p

∂µ−µ

q

∂
(−r)p+q ei(p−q)θ

であり，また µ−µ

p

∂
=

(−µ)(−µ− 1) · · · (−µ− p + 1)

p!
= (−1)p (µ)p

p!

であるから，e−inθ をかけて積分することにより
1

2π

Z 2π

0

e−inθ

[1 + r2 − 2r cos θ]µ
dθ =

1X
q=0

(µ)q+n

(q + n)!

(µ)q

q!
rn+2q.

明らかに，(µ)q+n = (µ)n(µ + n)q かつ (q + n)! = n!(n + 1)q ゆえ
1

2π

Z 2π

0

e−inθ

[1 + r2 − 2r cos θ]µ
dθ =

(µ)n

n!
rn

1X
q=0

(µ)q

(n + 1)q

(µ + n)q

q!
r2k

=
(µ)n

n!
rnF (µ, µ + n; n + 1; r2)

となって証明が終わる． §

命題 5.2. µ ∈ C, n ∈ Z を固定するとき f ∈ C2(D) に関する次の (1), (2) は同値：

(1)

8><>:
(a) f(ei'z) = e−in'f(z) (z ∈ D, ' ∈ R),

(b) f0 := f |R∩D は x = 0 で解析的（x = 0 でべき級数展開可），
(c) Lf = µ(µ− 1)f,

(2) f(z) = CZµ(z; n)．ただし C は定数．
証明. Zµ(z; n) が (1) の (a), (b) をみたすことは明らか．また (c) は定義式から従
う（積分記号下の微分）：

LZµ(z; n) =
1

2π

Z 2π

0

LP µ
D(z, eiθ)e−inθ dθ.

逆に (1) を仮定しよう．f(rei') = e−in'f0(r) より
@2f

@r2
(rei') = e−in'f 000 (r),

@2f

@'2
(rei') = −n2e−in'f0(r).
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L =
1

4
(1− r2)2∆ =

1

4
(1− r2)2

∑
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

1

r2

@2

@'2

∏
であるから

Lf(rei') =
1

4
(1− r2)2

∑
f 000 (r) +

1

r
f 00(r)−

n2

r2
f0(r)

∏
e−in'.

従って (c) より，

r2f 000 (r) + rf 00(r)− n2f0(r) = ∏ · r2

(1− r2)2
f0(r) (∏ := 4µ(µ− 1)).

(b) より f0(r) =
P

j ajrj とおいて微分方程式に代入する：簡単に

1

(1− r2)2
=

1X
j=0

(j + 1)r2j,
r2

(1− r2)2
=

1X
j=1

jr2j

がわかるから， r2

(1− r2)2
f0(r) =

≥ 1P
j=1

jr2j
¥≥ 1P

i=0
airi

¥
の

r2k (k = 1) の係数は ka0 + (k − 1)a2 + · · ·+ 1 · a2k−2,

r2k+1 (k = 1) の係数は ka1 + (k − 1)a3 + · · ·+ 1 · a2k−1.

一方，r2f 000 (r) + rf 00(r)− n2f0(r) =
1P

j=0
(j2 − n2)ajrj ゆえ

−n2a0 = 0, (1− n2)a1 = 0, (4− n2)a2 = ∏a0, (9− n2)a3 = ∏a1,°
(2k)2 − n2

¢
a2k = ∏ · °ka0 + (k − 1)a2 + · · ·+ 1 · a2k−2

¢
,°

(2k + 1)2 − n2
¢
a2k+1 = ∏ · °ka1 + (k − 1)a3 + · · ·+ 1 · a2k−1

¢
.

(i) n = 2m のとき，a2k+1 = 0 (k = 0, 1, . . . ) かつ a0 = a2 = · · · = a2(m−1) = 0．そ
して a2m を与えると，a2m+2 以降の偶数項が α · a2m の形で決まる．
(ii) n = 2m + 1 のとき，a2k = 0 (k = 0, 1, . . . ) かつ a1 = · · · = a2m−1 = 0．そして
a2m+1 を与えると，a2m+3 以降の奇数項が α · a2m+1 の形で定まる． §
注意：(1) では (b) は不要：解析的係数楕円型微分方程式の解の解析性という一般
的な定理を用いる．今後はこの事実は丸呑みしよう．
定義： D 上の函数 f が radial

def() f(ei'z) = f(z) (' ∈ R, z ∈ D).

定義： Φµ(z) := Zµ(z; 0) を index µ の球函数という．
ƒ 上で述べたことから

Φµ(z) =
1

2π

Z 2π

0

P µ
D(z, eiθ) dθ = (1− |z|2)µF (µ, µ; 1; |z|2).

ƒ Φµ は固有値 µ(µ− 1) に対応する L の radial な固有函数で，原点で値 1 をとる
一意なものである．
命題 5.3. Φµ = Φ1−µ.

証明. 固有値 µ(µ− 1) は µ 7→ 1− µ で不変． §
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注意：命題 5.3 は超幾何函数の公式
F (α, β; ∞; z) = (1− z)∞−α−βF (∞ − α, ∞ − β; ∞; z)

に対応するものである．
定理 5.4. D 上の函数 Φ について次は同値：
(1) Φ 6= 0, Φ ∈ C2(D) で

1

2π

Z 2π

0

Φ(g1k√g2 · 0) d√ = Φ(g1 · 0)Φ(g2 · 0) (g1, g2 ∈ G),

(2) µ ∈ C が存在して，Φ = Φµとなる．
証明. (2) =) (1) : Φµ の定義により

I :=
1

2π

Z 2π

0

Φ(g1k√g2 · 0) d√ =
1

4π2

Z 2π

0

Z 2π

0

P µ(g1k√g2, e
iθ) dθd√.

ここで Poisson 核がみたす等式より
P µ(g1k√g2, e

iθ) = P µ(g2, k−√g−1
1 · eiθ)P µ(g1k√, eiθ)

= P µ(g2, k−√g−1
1 · eiθ)P µ(g1, e

iθ).

従って，g−1
1 · eiθ = ei√0 とおくと

I =
1

4π2

Z 2π

0

P µ(g1, e
iθ) dθ

Z 2π

0

P µ(g2, e
−i(√−√0)) d√

=
1

4π2

Z 2π

0

P µ(g1, e
iθ) dθ

Z 2π

0

P µ(g2, e
i√) d√

= Φµ(g1 · 0)Φµ(g2 · 0).

(1) =) (2) : Φ(g0 · 0) 6= 0 としよう．
（ア）Φ は radial である．
∵ z ∈ D に対して，g ∈ G を選んで z = g · 0 とする．また ' ∈ R とする．(1)
の函数等式で g1 = g0, g2 = k'g とすると Φ(g0 · 0)Φ(k'z) = Φ(g0 · 0)Φ(z)．ゆえに
Φ(k'z) = Φ(z)である．
（イ）Φ(0) = 1 である．
∵ 函数等式で g1 = g0, g2 = I とおくと，Φ(g0 · 0) = Φ(g0 · 0)Φ(0)．よって Φ(0) = 1．
（ウ）Φ は L の固有函数である．
∵ 任意の z ∈ D と g ∈ G に対して，(1)の関数等式より（z = g2 · 0とせよ）

Φ(g · 0)Φ(z) =
1

2π

Z 2π

0

Φ(gk√ · z) d√.

L を両辺に作用させる．L は G 作用と可換であるから

Φ(g · 0)LΦ(z) =
1

2π

Z 2π

0

(LΦ)(gk√ · z) d√.
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z = 0 とおき，∏ := LΦ(0) とおくと

∏Φ(g · 0) =
1

2π

Z 2π

0

(LΦ)(gk√ · 0) d√ = LΦ(g · 0).

ゆえに Φ は D の固有函数である． §

定義： P∫(z) := F
≥
−∫, ∫ + 1; 1;

1− z

2

¥
を第 1種の Legendre 函数という．

注意： ∫ = n ∈ Z=0 のとき，Pn(z) は n次の Legendre 多項式になる．

命題 5.5. Φµ(at · 0) = P−µ(cosh t) (t ∈ R)．
証明. 次の超幾何函数の公式を使う：

F (α, β; ∞; z) = (1− z)−αF
≥
α, ∞ − β; ∞;

z

z − 1

¥
.

そうすると先の結果から
Φµ(at · 0) = cosh−2µ t

2 F
°
µ, µ; 1; tanh2 t

2

¢
= F

°
µ,−µ + 1; 1;− sinh2 t

2

¢
= P−µ(cosh t)

となって，証明終わり． §

さて Poisson 核について，P (at, eiθ) =
1

cosh t− sinh t cos θ
であるから

(5.2)
Φµ(at · 0) =

1

2π

Z 2π

0

(cosh t− sinh t cos θ)−µ dθ

=
1

π

Z π

0

(cosh t + sinh t cos θ)−µ dθ.

従って第 1 種の Legebdre 函数の次の積分表示を得る：

P∫(cosh t) =
1

π

Z π

0

(cosh t + sinh t cos θ)∫ dθ.

定理 5.4 の函数等式を Legendre 函数に翻訳するために次の補題を用意する．
補題 5.6. Cartan 分解をして，at1k√at2 ∈ KatK (t = 0) とするとき，

cosh t = cosh t1 cosh t2 + sinh t1 sinh t2 cos √.

証明. 簡単のため，r1 := tanh t1
2 , r2 := tanh t2

2 とおく．at1k√at2 = k1atk2 (k1, k2 ∈
K) より

tanh
t

2
= |k1atk2 · 0| = |at1k√at2 · 0| = |at1 · (r2e

i√)|

=

ØØØØr2 cosh(t1/2)ei√ + sinh(t1/2)

r2 sinh(t1/2)ei√ + cosh(t1/2)

ØØØØ =

ØØØØ r2ei√ + r1

r1r2ei√ + 1

ØØØØ .
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従って

cosh t =
1 + tanh2(t/2)

1− tanh2(t/2)
=
|r1r2ei√ + 1|2 + |r2ei√ + r1|2
|r1r2ei√ + 1|2 − |r2ei√ + r1|2

=
(1 + r2

1)(1 + r2
2) + 4r1r2 cos √

(1− r2
1)(1− r2

2)
= cosh t1 cosh t2 + sinh t1 sinh t2 cos √.

以上で証明が終わる． §
定理 5.4 の函数等式を翻訳すると

P∫(cosh t1)P∫(cosh t2) =
1

π

Z π

0

Φ−∫(at1k√at2 · 0) d√

=
1

π

Z π

0

Φ−∫(k1atk2 · 0) d√

=
1

π

Z 2π

0

Φ−∫(at · 0) d√

=
1

π

Z 2π

0

P∫(cosh t) d√

=
1

π

Z π

0

P∫(cosh t1 cosh t2 + sinh t1 sinh t2 cos √) d√.

これを第 1 種 Legendre 函数の積公式という．

§6．L1-Algebra of Radial Functions

一般論： G : 局所コンパクト群 (Hausdorff)．
ƒ G 上には左不変な Haar 測度 µ が正の定数倍を除いて一意的に存在する：Gの
Borel 集合全体（Gの開集合全体から生成される σ algebra）を B(G) で表すと
(1) µ : B(G) → [0,1] は non-zero な Radon 測度，すなわち，
　（ア） 任意のコンパクト集合 K に対して µ(K) < 1,
　（イ） µ は外正則：µ(E) = inf{µ(U) ; E Ω U : open},
　（ウ） µ は任意の開集合 U 上で内正則：
　　　　　　 µ(U) = sup{µ(K) ; E Ω K : compact}.
　　（σ-compact 空間では単に内正則ということでよい）．
(2) µ(gE) = µ(E) for 8g ∈ G（ただし，gE := {gx ; x ∈ E}）．
定義（たたみ込み）：f1, f2 ∈ L1(G) := L1(G, dµ) に対して

f1 § f2(x) :=

Z
G

f1(y)f2(y
−1x) dµ(y) =

Z
G

f1(xy)f2(y
−1) dµ(y).

この積分が a.e.x ∈ G で存在して，f1 § f2 ∈ L1(G) となることは標準的な計算．こ
の積は結合的で，加法に関して分配的なので，L1(G) は algebra になる．
命題 6.1. (1) L1(G) が単位元を持つ () G は discrete.
(2) L1(G) が可換 () G は可換．
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命題 6.2. K をG のコンパクト部分群とするとき，G/K 上には G-不変な Radon
測度 σ が正の定数倍を除いて一意的に存在する．定数を調整すると次の公式が成立
する： Z

G

f(x) dµ(x) =

Z
G/K

µZ
K

f(xk) dk

∂
d(xK).

ただし，dk は K 上の Haar 測度で，R
K dk = 1 と正規化しておく．

　話を単位円板 D := {z ∈ C ; |z| < 1} に戻そう．

G =

Ω
g ; g(z) =

αz + β

βz + α
(|α|2 − |β|2 = 1, α, β ∈ C)

æ
,

K = {kθ ; kθ(z) = eiθz (θ ∈ R)}.
G は D に推移的に作用していて，0 ∈ D における固定部分群が Kゆえ，微分同相
G/K ≈ D を得る．従って，D 上の函数 f に対して F (g) := f(g · 0) とおくと，F
は G 上の函数で右K不変：F (gk) = F (g) (8k ∈ K)．逆に F が G 上の函数で右
K 不変ならば，f(g · 0) := F (g) はD 上の函数として well-defined である．
　命題 6.2 より

(6.3)

Z
G

f(g · 0) dg =

Z
D

f(z) dσ(z) （dg は G 上の Haar 測度）．

D 上の G-不変測度は，§2から

dσ(z) = 4
dxdy

(1− x2 − y2)2
=

4r drd'

(1− r2)2
(z = rei' = x + iy).

L1(D) := L1(D, dσ) とし
L1

K(D) := {f ∈ L1(D) ; f(k · z) = f(z) for all k ∈ K and a.e.z ∈ D}
とおく（radial な可積分函数の全体）．f1, f2 ∈ L1

K(D) に対して

(f1 × f2)(g) :=

Z
G

f1(y · 0)f2(y
−1g · 0) dy (g ∈ G)

と定義すると，
(f1 × f2)(gk) = (f1 × f2)(g) (8k ∈ K)

をみたす．従って f1 § f2(g · 0) := f1 × f2(g) は D 上の函数として well-defined．こ
のとき，簡単な変数変換で

(6.4) f1 § f2(g · 0) =

Z
G

f1(gy · 0)f2(y
−1 · 0) dy

となる．この式から，f1 § f2(kg · 0) = f1 § f2(g · 0) (k ∈ K) が出るので，f1 § f2 は
radial であることがわかる．また可積分性も出るので，f1 § f2 ∈ L1

K(D) である．以
上のようにして，L1

K(D) は algebra になる．
補題 6.3. g ∈ G のとき，|g · 0| = |g−1 · 0|である．特に，D 上の函数 f が radial な
らば，f(g · 0) = f(g−1 · 0)が成り立つ．
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証明. g(z) =
αz + β

βz + αz
(|α|2 − |β|2 = 1) ならば，g−1(z) =

α− β

−β + α
であるから，

g · 0 = β/α であり，g−1 · 0 = −β/α である． §

系 6.4. f1, f2 ∈ L1
K(D) のとき，

f1 § f2(g · 0) =

Z
D

f1(g · w)f2(w) dσ(w).

証明. (6.3)，(6.4) と補題 6.3 による． §

系 6.5. Algebra L1
K(D) は可換である．

証明. 定義によって

f1 § f2(g · 0) =

Z
D

f1(g · w)f2(w) dσ(w) =

Z
D

f2(g
−1 · w)f1(w) dσ(w)

= f2 § f1(g
−1 · 0) = f2 § f1(g · 0).

以上で証明終わり． §
　さて，Φµ を index µ の球函数とする (§5)：

Φµ(z) =
1

2π

Z 2π

0

P µ
D(z, eiθ) dθ = (1− |z|2)µ F (µ, µ; 1; |z|2).

Φ1−µ = Φµ が成り立っていたことを思い出そう（命題 5.3）．
命題 6.6. ∏ ∈ R のとき，Φ 1

2+i∏ は実数値函数で，|Φ 1
2+i∏(z)| 5 1が成り立つ．

証明. Φ 1
2+i∏ = Φ 1

2−i∏ = Φ1−( 1
2+i∏) = Φ 1

2+i∏．そして

|Φ 1
2+i∏(z)| 5 1

2π

Z 2π

0

P 1/2
D (z, eiθ) dθ

5 1

2π

∑Z 2π

0

PD(z, eiθ) dθ

∏1/2 ∑Z 2π

0

dθ

∏1/2

= 1

より証明が終わる．ここで，F (1, 1; 1; |z|2) = (1− |z|2)−1 であることを使った． §

定義：f ∈ L1
K(D) に対して

bf(∏) :=

Z
D

f(z)Φ 1
2−i∏(z) dσ(z) (∏ ∈ R)

とおき， bf を f の spherical Fourier transform と呼ぶ（命題 6.6 より積分は収
束している）．
ƒ Φ 1

2−i∏ = Φ 1
2+i∏ より， bf(−∏) = bf(∏) である．

命題 6.7. f1, f2 ∈ L1(D) のとき，(f1 § f2)b(∏) = bf1(∏) bf2(∏)．これは χ∏(f) := bf(∏)
とおくとき，χ∏ : L1

K(D) → C は algebra homomorphism であることを言っている．
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証明. 面倒なので，Φ 1
2−i∏ を単に Φ と書く．定義から

bf1(∏) bf2(∏) =

Z
D

f1(z)Φ(z) dσ(z)

Z
D

f2(w)Φ(w) dσ(w).

定理 5.4 より

Φ(g · 0)Φ(h · 0) =
1

2π

Z 2π

0

Φ(gk√h · 0) d√

この式を上式に代入して (z = g · 0, w = h · 0)

bf1(∏) bf2(∏) =
1

2π

Z
D

Z
D

f1(z)f2(w)

Z 2π

0

Φ(gk√ · w) d√dσ(w)dσ(z)

=
1

2π

Z
D

f1(z) dσ(z)

Z 2π

0

d√

Z
D

f2(w)Φ(gk√ · w) dσ(w)

=

Z
D

f1(z) dσ(z)

Z
D

f2(w)Φ(g · w) dσ(w)

=

Z
D

Z
D

f1(z)f2(g
−1 · w)Φ(w) dσ(z)dσ(w).

ここで補題 6.3 よりZ
D

f1(z)f2(g
−1h · 0) dσ(z) =

Z
D

f1(z)f2(h
−1g · 0) dσ(z)

=

Z
D

f1(z)f2(h
−1 · z) dσ(z)

=

Z
D

f1(h · z)f2(z) dσ(z)

= f1 § f2(h · 0)

= f1 § f2(w).

以上より bf1(∏) bf2(∏) =

Z
D

f1 § f2(w)Φ(w) dσ(w) = (f1 § f2)b(∏)

となって，証明が終わる． §
さらに話を進めるためには dσ(z) の公式が必要である．

命題 6.8. z = ei' tanh τ
2 = atnξ · 0 という座標で

dσ(z) = sinh τ dτd' = dξdt.

証明. (1) r = tanh τ
2 より，

dr

dτ
=

1

2

1

cosh2 τ
2

=
1

2
(1− r2).

ゆえに， 4r dr

(1− r2)2
=

2r

1− r2
dτ = sinh τ dτ . これより最初の公式が出る．
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(2) nξ·0 =
ξ

ξ + 2i
より，ei' tanh

τ

2
=

et/2ξ + 2i sinh t
2

et/2ξ + 2i cosh t
2

．ゆえに tanh2 τ

2
=

etξ2 + 4 sinh2 t
2

etξ2 + 4 cosh2 t
2

となるから
cosh τ =

1 + tanh2 τ
2

1− tanh2 τ
2

= cosh t +
1

2
etξ2.

よって，sinh τ dτ = (sinh t + 1
2e

tξ2) dt + etξ dξとなる．また，
' = Arg(et/2ξ + 2i sinh(t/2))− Arg(et/2ξ + 2i cosh(t/2))

であり，d(Arg(x + iy)) =
x dy − y dx

x2 + y2
に注意すると（途中の計算は略）

d' = 4
(1

2e
tξ2 − sinh t) dξ + (1

2e
tξ3 + ξ cosh t) dt°

etξ2 + 4 cosh2(t/2)
¢°

etξ2 + 4 sinh2(t/2)
¢ .

以上より，sinh τ · D(τ, ')

D(ξ, t)
= 1 が出る． §

定義：f ∈ L1
K(D) に対して，

Hf(t) := et/2

Z 1

−1
f(atnξ · 0) dξ (t ∈ R)

とおく．Hf を f の Harish-Chandra 変換と呼ぶ．（at, nξ は $3 でで定義された 1
次分数変換．）
　 atnξ = netξat であるから，変数変換を施すと

Hf(t) = e−t/2

Z 1

−1
f(nξat · 0) dξ.

t ∈ Rを固定するとき，ξ 7→ nξat ·0は，1から出て，実軸を点 tanh t
2 で切る horocycle

であることを思い出しておこう．
定理 6.9. f ∈ L1

K(D) のとき， bf(∏) = F(Hf)(∏)．ここで

F(')(∏) :=

Z 1

−1
'(t)e−i∏t dt.

証明. 定義より
bf(∏) =

Z
D

f(z)Φ 1
2−i∏(z) dσ(z) =

1

2π

Z
D

f(z)

Z 2π

0

P
1
2−i∏
D (z, eiθ) dθdσ(z).

ここで，PD(z, eiθ) = PD(k−1
θ · z, 1) より

bf(∏) =
1

2π

Z 2π

0

Z
D

f(kθ · z)P
1
2−i∏
D (z, 1) dσ(z)dθ

=

Z
D

f(z)P
1
2−i∏
D (z, 1) dσ(z)

=

Z 1

−1
dt

Z 1

−1
f(atnξ · 0)P

1
2−i∏(atnξ, 1) dξ.
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P (atnξ, 1) = et ゆえ（定理 4.2 の証明参照） bf(∏) =

Z 1

−1
e−i∏tHf(t) dt となって証

明が終わる． §

命題 6.10. (1) f ∈ L1
K(D) =) Hf(−t) = Hf(t).

(2) f1, f2 ∈ L1
K(D) =) H(f1 § f2) = Hf1 §R Hf2．

証明. いずれも定理 6.9 と通常の Fourier 変換の一意性から出るが，ここでは直
接の証明を与えてみる．
(1) a−tnξ = ne−tξa−t = (atn−e−tξ)−1 より

Hf(−t) = e−t/2

Z 1

−1
f(a−tnξ · 0) dξ = e−t/2

Z 1

−1
f(atn−e−tξ · 0) dξ

= et/2

Z 1

−1
f(atnξ · 0) dξ = Hf(t).

(2) f1 § f2(g · 0) =

Z
G

f1(y · 0)f1(y
−1g · 0) dy より

H(f1 § f2)(t) = et/2

Z 1

−1
f1 § f2(atnξ · 0) dξ

= et/2

Z 1

−1
dξ

Z
G

f1(y · 0)f2(y
−1atnξ · 0) dy

= et/2

Z 1

−1
dξ

Z 1

−1

Z 1

−1
f1(asnη · 0)f2(n−ηa−satnξ · 0) dsdη.

ここで n−ηa−sat = n−ηat−s = at−sn−e−(t−s)η ゆえ

H(f1 § f2)(t) = et/2

Z 1

−1
dξ

Z 1

−1

Z 1

−1
f1(asnη · 0)f2(at−snξ−e−(t−s)η · 0)dsdη

= et/2

Z 1

−1
ds

Z 1

−1

Z 1

−1
f1(asnη · 0)f2(at−snξ · 0) dξdη

=

Z 1

−1
Hf1(s)Hf2(t− s) ds

= (Hf1 §R Hf2)(t)

となって，証明終わり． §

§7． Inversion of Spherical Fourier Transform

Spherical Fourier transform: f ∈ L1
K(D)

bf(∏) =

Z
D

f(z)Φ 1
2−i∏(z) dσ(z) (∏ ∈ R).
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bf(∏) = F(Hf)(∏)．ここで H は Harish-Chandra 変換

Hf(t) = et/2

Z 1

−1
f(atnξ · 0) dξ.

そこでまず Harish-Chandra 変換の反転から考える．定理 6.9 の手前の計算でも見
たように

(7.1) Hf(t) = e−t/2

Z 1

−1
f(nξat · 0) dξ.

ここで，Nat · 0 = N · tanh t
2 は 1 から出る horocycle でD 内の実軸を tanh t

2 で切
るものであることに注意．C1

c (D)K で，台が compact な D 上のC1 函数で K 不
変（回転不変）なもの全体を表すものとし，以下 f ∈ C1

c (D)K とする．

√f (u) := f

µr
u− 1

u + 1

∂
(u ∈ [1,1))

とおく．ここで，u = 1 ならば，0 5 u− 1

u + 1
< 1 であることに注意．そうすると

(7.2) √f (cosh t) = f
≥ØØØtanh

t

2

ØØØ¥ = f
≥
tanh

t

2

¥
= f(at · 0) (t ∈ R).

補題 7.1. Hf(t) =

Z 1

−1
√f

≥
cosh t +

1

2
ξ2

¥
dξ.

証明. 命題 6.8 の証明で計算したように，atnξ · 0 = ei' tanh τ
2 とするとき

cosh τ = cosh t +
1

2
etξ2.

f が radial であることに注意すると，(7.2) より

f(atnξ · 0) = f
≥
tanh

τ

2

¥
= √f (cosh τ) = √f

≥
cosh t +

1

2
etξ2

¥
.

これを Hf の定義式に代入すると

Hf(t) = et/2

Z 1

−1
√f

≥
cosh t +

1

2
etξ2

¥
dξ =

Z 1

−1
√f

≥
cosh t +

1

2
ξ2

¥
dξ

となって証明が終わる． §
ƒ d(0, z) = T のとき，f(z) ≡ 0 とする．d(0, z) = 2 Arc tanh |z| であるから

d(0, z) = T () |z| = tanh
T

2

となる．Horocycle N · tanh t
2 は，|t| = T のとき，|z| = tanh T

2 の中にあるから，
式 (7.1)とその後の考察より，Hf(t) ≡ 0 for |t| = T である．従って，R上の台が
コンパクトは C1偶函数全体を C1

c (R)even で表すとき，Hf ∈ C1
c (R)evenである．

F ∈ C1
c (R)even に対して

™F (v) := F (arc cosh v) = F
°
log

°
v ±√v2 − 1

¢¢
(v ∈ [1,1))
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とおく．Hf は偶函数であったから

™Hf (v) =

Z 1

−1
√f

≥
v +

1

2
ξ2

¥
dξ = 2

Z 1

0

√f

≥
v +

1

2
ξ2

¥
dξ

=
√

2

Z 1

0

√f (v + η)η−1/2 dη =
√

2

Z 1

v

√f (η)√
η − v

dη.

これは Abel 型の積分方程式である．これを解くために次の積分変換を導入する：
定義：Re µ > 0 のとき

Wµg(y) :=
1

Γ(µ)

Z 1

y

g(x)(x− y)µ−1 dx (g ∈ C1
c [a,1); a : fixed).

これをWeyl 型の fractional integral という．
　部分積分を繰り返すことにより

Wµg(y) =
(−1)n

Γ(µ + n)

Z 1

y

g(n)(x)(x− y)µ+n−1 dx (n = 0, 1, . . . ).

これにより，y = a を固定するとき，µ 7→Wµg(y) は C 上の entire function に拡張
できる．
演習： W0 = I, Wµ ◦W∫ = Wµ+∫ . 特に W−1

µ = W−µ.

　 Γ
°

1
2

¢
=
√

πであるから，W を用いると，™Hf (v) =
√

2πW1/2√f (v)となる．そ
うすると

√f (v) =
1√
2π
W−1/2™Hf (v) = − 1√

2 π

Z 1

v

(™Hf )0(η)√
η − v

dη

= − 1√
2 π

Z 1

0

(™Hf )
0(η + v)η−1/2 dη = − 1

π

Z 1

0

(™Hf )
0
≥
v +

1

2
ξ2

¥
dξ

= − 1

2π

Z 1

−1
(™Hf )

0
≥
v +

1

2
ξ2

¥
dξ.

以上と (7.2) より次の定理を得る（f(z) = f(|z|)に注意）．
定理 7.2. f ∈ C1

c (D)K のとき

f(z) = − 1

2π

Z 1

−1
(™Hf )

0
≥1 + |z|2

1− |z|2 +
1

2
ξ2

¥
dξ (z ∈ D).

さて球 Fourier変換 f 7→ bf を反転しよう．bf(∏) = F(Hf)(∏)であり，Hf ∈ C1
c (R)

より bf ∈ S(R) である．ゆえに

Hf(t) =
1

2π

Z 1

−1
bf(∏)ei∏t d∏ =

1

π

Z 1

0

bf(∏) cos ∏t d∏.

積分記号下での微分は可能であるから

(7.3) (Hf)0(t) = − 1

π

Z 1

0

bf(∏)∏ sin ∏t d∏.
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一方，定理 7.2 で z = 0 とおくと

f(0) = − 1

2π

Z 1

−1
(™Hf )

0
≥
1 +

1

2
ξ2

¥
dξ.

変数変換 ξ = 2 sinh t
2 を行うと，1 + 1

2ξ
2 = cosh t であり dξ = cosh t

2 dt ゆえ

f(0) = − 1

2π

Z 1

−1
(™Hf )

0(cosh t) cosh
t

2
dt.

ところで，™Hf (cosh t) = Hf(t) ゆえ，(™Hf )0(cosh t) sinh t = (Hf)0(t).

∴ f(0) = − 1

4π

Z 1

−1
(Hf)0(t)

dt

sinh t
2

.

(7.3) を代入すると

f(0) =
1

4π2

Z 1

−1

∑Z 1

0

bf(∏)∏ sin ∏t d∏

∏
dt

sinh t
2

=
1

4π2

Z 1

0

bf(∏)

∑Z 1

−1

sin ∏t

sinh t
2

dt

∏
∏ d∏.

演習： 1

2π

Z 1

−1

sin ∏t

sinh t
2

dt = tanh(π∏). Hint: f(z) :=
ei∏z

sinh z
2

の積分の留数計算．

　演習より

(7.4) f(0) =
1

2π

Z 1

0

bf(∏)∏ tanh(π∏) d∏.

定理 7.3. f ∈ C1
c (D)K とする．

(1) f(z) =
1

2π

Z 1

0

bf(∏)Φ 1
2−i∏(z) ∏ tanh(π∏) d∏ （反転公式）．

(2)

Z
D
|f(z)|2 dσ(z) =

1

2π

Z 1

0

| bf(∏)|2 ∏ tanh(π∏) d∏ （Plancherel 公式）．

　証明に入る前に記号を準備し，補題を証明する．一般に D 上の連続函数 ' に対
して

'\(z) :=
1

2π

Z 2π

0

'(kθ · z) dθ (z ∈ D).

明らかに '\ は radialである．'\(0) = '(0)に注意．以下 fg(z) := f(g−1 ·z) (g ∈ G)
とおく．f が radial であっても，fg は radial とは限らないことに注意しておく．

補題 7.4. f ∈ C1
c (D)K とすると，

°
(fg)\

¢b(∏) = Φ 1
2−i∏(g · 0) bf(∏).
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証明. 証明中では簡単のため，Φ 1
2−i∏ を単に Φ と書く．定義により°

(fg)
\
¢b(∏) =

Z
D
(fg)

\(z)Φ(z) dσ(z)

=
1

2π

Z
D

Z 2π

0

f(g−1kθ · z)Φ(z) dθdσ(z)

=
1

2π

Z 2π

0

Z
D

f(z)Φ(k−1
θ g · z) dσ(z)dθ.

Φ 自身 radial であるから，Φ(k−1
θ g · z) = Φ(g · z)．ゆえに°

(fg)
\
¢b(∏) =

Z
D

f(z)Φ(g · z) dσ(z) =

Z
D

f(kθ · z)Φ(gkθ · z) dσ(z)

が任意の θ ∈ R で成立する．f が radial であることに注意して両辺を θ で積分す
ると °

(fg)
\
¢b(∏) =

1

2π

Z
D

Z 2π

0

f(z)Φ(gkθ · z) dθdσ(z).

定理 5.4 の積公式を使うと，
°
(fg)\

¢b(∏) = Φ(g · 0) bf(0)となっている． §
定理 7.3 の証明に取りかかろう：
証明. (1) g ∈ G をとって z = g · 0 と表す．補題 6.3 の |g · 0| = |g−1 · 0| に注意
すると

f(z) = f(g · 0) = f(g−1 · 0) = fg(0) = (fg)
\(0).

ゆえに

f(z) = (fg)
\(0) =

1

2π

Z 1

0

°
(fg)

\
¢b(∏) ∏ tanh(π∏) d∏

=
1

2π

Z 1

0

bf(∏)Φ 1
2−i∏(z) ∏ tanh(π∏) d∏.

(2) 定義からZ
D
|f(z)|2 dσ(z) =

Z
D

f(I · z)f(z) dσ(z) = (f § f)(0) （系 6.4）

=
1

2π

Z 2π

0

(f § f)b(∏) ∏ tanh(π∏) d∏

=
1

2π

Z 2π

0

bf(∏)(f)b(∏) ∏ tanh(π∏) d∏ （命題 6.7）．

ところが Φ 1
2−i∏ は実数値函数ゆえ，容易に

°
f
¢b(∏) = bf(∏)．よってZ

D
|f(z)|2 dσ(z) =

1

2π

Z 2π

0

| bf(∏)|2 ∏ tanh(π∏) d∏

となって証明終わり． §
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注意：一般の Riemann 対称空間上の解析における記号法を導入しよう：
c(∏) := π−1/2 · Γ(i∏)

Γ(1
2 + i∏)

とおくと c は C 上の有理型函数で，∏ ∈ R のとき

1

π

1

|c(∏)|2 =
Γ(1

2 + i∏)Γ(1
2 − i∏)

Γ(i∏)Γ(−i∏)
= −i∏ · Γ(1

2 + i∏)Γ(1
2 − i∏)

Γ(i∏)Γ(1− i∏)
.

ここで，Γ(1
2 + z)Γ(1

2 − z) =
π

cos πz
及び Γ(z)Γ(1− z) =

π

sin πz
より

1

π

1

|c(∏)|2 = −i∏ · sin πi∏

cos πi∏
= −i∏ · i sinh π∏

cosh π∏
= ∏ tanh(π∏).

以上より，たとえば Plancherel 公式はZ
D
|f(z)|2 dσ(z) =

1

2π2

Z 1

0

| bf(∏)|2 d∏

|c(∏)|2 .

と書ける．これが一般的な記号法である．c は Harish-Chandra の c 函数と呼ばれ
ている．
命題 7.5. Re(i∏) > 0 のとき

lim
t→1

e(−i∏+ 1
2 )t Φ 1

2−i∏(at · 0) = c(∏).

証明. 公式 (5.1)より

Φ 1
2−i∏(at · 0) =

1

π

Z π

0

(cosh t + sinh t cos θ)−
1
2+i∏ dθ.

ここで u = tan 1
2θ と変数変換をすると，du = 1

2(1 + u2) dθ かつ cos θ =
1− u2

1 + u2
.

∴ Φ 1
2−i∏(at · 0) =

2

π

Z 1

0

≥
cosh t +

1− u2

1 + u2
sinh t

¥− 1
2+i∏ du

1 + u2

=
2

π

Z 1

0

(1 + u2)−
1
2−i∏ (et + e−tu2)−

1
2+i∏ du

=
2

π
· e(i∏− 1

2 )t

Z 1

0

(1 + e−2tu2)−
1
2+i∏ (1 + u2)−

1
2−i∏ du.

従って

e(−i∏+ 1
2 )t Φ 1

2−i∏(at · 0) =
2

π

Z 1

0

(1 + e−2tu2)−
1
2+i∏ (1 + u2)−

1
2−i∏ du.

Lebesgue の優収束定理を使うために，まず被積分函数を評価しよう：
|被積分函数 | = (1 + e−2tu2)−

1
2−η (1 + u2)−

1
2+η (∏ = ξ + iη).

仮定は Re(i∏) = −η > 0. そこで ε > 0 を十分小さくとって 1
2 + εη > 0 とする．

このとき，(1 + e−2tu2)
1
2+εη = 1 かつ εη − η = −η(1− ε) > 0 より

|被積分函数 | 5 (1 + e−2tu2)εη−η (1 + u2)−
1
2+η 5 (1 + u2)−

1
2+εη ∈ L1[0,1).
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優収束定理より積分記号下で極限をとって

lim
t→1

e(−i∏+ 1
2 )t Φ 1

2−i∏(at · 0) =
2

π

Z 1

0

(1 + u2)−
1
2−i∏ du.

ここで s =
1

1 + u2
と変数変換をする：2 du = s−3/2(1− s)−1/2 ds であるから

2

Z 1

0

(1 + u2)−
1
2−i∏ du =

Z 1

0

s−1+i∏(1− s)−1/2 ds = B
≥
i∏,

1

2

¥
=

Γ(i∏)
√

π

Γ(1
2 + i∏)

= π · c(∏).

これより命題の公式が直ちに従う． §

§8． Poisson 変換と連続主系列表現
Poisson 核 PD(z, eiθ) =

1− |z|2
|eiθ − z|2 (z ∈ D, θ ∈ R)を思い出そう．今後は @D 上の積

分を次のように書く： Z
@D

f(∞) d∞ =
1

2π

Z 2π

0

f(eiθ) dθ.

そうすると，§4 での考察と
ØØØØd(eiθ)

dθ

ØØØØ = 1 より

(8.1) PD(g · 0, ∞) =

ØØØØd(g−1 · ∞)

d∞

ØØØØ (g ∈ G, ∞ ∈ @D)

となる．そして次の性質を復習しておこう（§4 参照）：
PD(g1g2 · 0, ∞) = PD(g2 · 0, g−1

1 · ∞)PD(g1 · 0, ∞),(8.2)

PD(0, ∞) = 1 (8∞ ∈ @D).(8.3)

以下 L2(@D) とは L2(@D, d∞) のこととし，χn(eiθ) = einθ とおく．
定義： 各 µ ∈ C に対して，次の積分で定義される変換Pµ : L2(@D) 3 f 7→ Pµf を
Poisson 変換 という：

Pµf(z) :=

Z
@D

P µ
D(z, ∞)f(∞) d∞ (z ∈ D).

積分は確かに絶対収束していることに注意．
　次の (1), (2)は簡単にわかる．ただし L は D 上の Laplace-Beltrami 作用素で，1
は @D 上恒等的に 1 である函数である：
(1) Pµf ∈ C1(D) かつLPµf = µ(µ− 1)Pµf．
(2) Pµ1 = Φµ : index µ の球函数．
補題 8.1. Pµ が単射 () µ 6= 0,−1,−2, . . . .



35

証明. P µ
D(z, ·) の Fourier 係数を {Zµ(z; n)} とし，f =

P
fnχn を f ∈ L2(@D) の

Fourier 級数展開とする．そうすると Pµ の定義より

(8.4) Pµf(z) =
1X

n=−1
Zµ(z; n)f−n.

さて Pµf = 0 とする．このとき，任意の z ∈ D に対して P
Zµ(z; n)f−n = 0 ゆえ，

z を einθz (θ ∈ R) で置き換えると，命題 5.2 より
1X

n=−1
e−inθZµ(z; n)f−n = 0.

θ は任意ゆえ，Zµ(z; n)f−n = 0 (8z ∈ D, 8n)．命題 5.1 より

Zµ(rei'; n) =
(µ)|n|
|n|! (1− r2)µ r|n|e−in'F (µ, µ + |n|; |n|+ 1; r2)

であるが，µ 6= 0,−1,−2, . . . ならば (µ)|n| 6= 0 (8n) より，Zµ(·; n) 6= 0．ゆえに任
意の n ∈ Z に対して fn = 0 となって f = 0 である．
　逆に，µ = −m (m = 0, 1, 2, . . . ) ならば |n| = m + 1のとき (µ)|n| = 0．従って
Zµ(·; n) = 0 for |n| = m + 1 となるから，(8.4) より

Range(Pµ) Ω Span{Zµ(·; n) ; |n| 5 m}.
これはRange (Pµ)が有限次元であることを示しているので，Pµは単射ではない． §
　以下 Hµ := Pµ(L2(@D)) とおき，Hµ を考察するときは µ 6= 0,−1,−2, . . . を仮定
する．
命題 8.2. F ∈ Hµ と g ∈ G に対して，Fg(z) := F (g−1 · z) とおくとき，Fg ∈ Hµ.

証明. F = Pµf (f ∈ L2(@D)) とすると

Pµf(g−1 · z) =

Z
@D

P µ
D(g−1 · z, ∞)f(∞) d∞.

(8.2) より，PD(g−1 · z, ∞) = PD(z, g · ∞)PD(g−1 · 0, ∞) ゆえ

Pµf(g−1 · z) =

Z
@D

P µ
D(z, g · ∞)P µ

D(g−1 · 0, ∞)f(∞) d∞

=

Z
@D

P µ
D(z, ∞)P µ

D(g−1 · 0, g−1 · ∞)PD(g · 0, ∞)f(g−1 · ∞) d∞.

1 = PD(gg−1 · 0, ∞) = PD(g−1 · 0, g−1 · ∞)PD(g · 0, ∞) ゆえ

Pµf(g−1 · z) =

Z
@D

P µ
D(z, ∞)P 1−µ

D (g · 0, ∞)f(g−1 · ∞) d∞.

ここで
(8.5) Tµ(g)f(∞) := P 1−µ

D (g · 0, ∞)f(g−1 · ∞)

とおく．実数 ∏ に対して，M∏(g) := sup
∞∈@D

P ∏
D(g · 0, ∞) とするとき

|Tµ(g)f(∞)| 5 M 1
2−Re µ(g) · P 1/2

D (g · 0, ∞)|f(g−1 · ∞)|.
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ゆえに Z
@D
|Tµ(g)f(∞)|2 d∞ 5 M2

1
2−Re µ(g)

Z
@D

PD(g · 0, ∞)|f(g−1 · ∞)|2 d∞

= M2
1
2−Re µ(g)

Z
@D
|f(∞)|2 d∞.

これより kTµ(g)fkL2(@D) 5 M 1
2−Re µ(g)kfkL2(@D) となって，Tµ(g)は L2(@D) 上の有

界線型作用素である．よって Fg = Pµ(Tµ(g)f) ∈ Hµ. §

系 8.3. g 7→ Tµ(g) は L2(@D) 上の有界線形作用素による G の表現で，Re µ = 1/2
のときはユニタリ表現（各 Tµ(g) がユニタリ作用素）になっている：

(T 1
2+i∏(g)f1 |T 1

2+i∏(g)f2)L2(@D) = (f1 | f2)L2(@D).

この表現 Tµ を Gの連続主系列表現と呼ぶ．一方，πµ(g)F (z) := F (g−1 ·z) (F ∈ H)
とおく．このとき，命題 8.2 より
(8.6) πµ(g)Pµ = PµTµ(g) (8g ∈ G).

G から L2(@D) への写像 g 7→ Tµ(g)f (f ∈ L2(@D)) が連続であることに注意．従っ
て，g 7→ πµ(g)F (F ∈ Hµ) も連続である．
　 µ 6= 0,−1,−2, . . . のとき，Pµ によって L2(@D) の Hilbert 空間の構造を Hµ に
移してくる：

(Pµf1 |Pµf2) := (f1 | f2)L2(@D).

以下 Hilbert 空間 Hµ の特質をしばらく見よう：まず，Hµ Ω C1(D) に注意．そし
て，F = Pµf ∈ Hµ, z ∈ D のとき

|F (z)| 5
Z

@D
|P µ

D(g)(z, ∞)||f(∞)| d∞ (z = g · 0)

5 MRe µ(g)

Z
@D
|f(∞)| d∞ 5 MRe µ(g)

∑Z
@D
|f(∞)|2 d∞

∏1/2

= MRe µ(g)kfk = MRe µ(g)kFk.
これは F 7→ F (z) が Hµ 上の連続な線形形式であることを示す．Riesz の定理によ
り，Kµ(·, z) ∈ Hµ が存在して

F (z) = (F |Kµ(·, z)) (8F ∈ Hµ)

となる．この函数Kµ のことを Hµ の再生核と呼ぶ．
注意：上での評価を検討することにより，Hµ での収束からコンパクト集合上の一様
収束（広義一様収束）が出る．
　再生核の一般的な性質を述べよう：
(1) Kµ(w, z) = Kµ(z, w)．
　　 ∵これは，Kµ(z, w) = (Kµ(·, w) |Kµ(·, z)) より直ちに出る．//
(2) Kµ(z, z) = kKµ(·, z)k2 = 0．
(3) |Kµ(z, w)|2 5 Kµ(z, z)Kµ(w, w)．
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命題 8.4. (1) Kµ(z, w) =

Z
@D

P µ
D(z, ∞)P µ

D(w, ∞) d∞.

(2) Kµ(z, w) =
1X

n=−1
Zµ(z; n)Zµ(w; n)（各点収束）．

証明. (1) w を固定して右辺を Q(z) とおくと，Q = Pµ(P µ
D(w, ·)) であるから，任

意の F = Pµf ∈ Hµ に対して

(F |Q) =

Z
@D

f(∞)P µ
D(w, ∞) d∞ = Pµf(w) = F (w) = (F |Kµ(·, w)).

ゆえにQ(z) = Kµ(z, w)である．
(2) {Zµ(z; n)} が P µ

D(z, ·) の Fourier 係数であることによる． §

定理 8.5. ∏ ∈ R のとき，K 1
2+i∏(z, w) = Φ 1

2+i∏

≥ z − w

1− zw

¥
.

証明. (8.5) より，P µ
D(g · 0, ∞) = T1−µ(g)1(∞)．命題 8.4 より，g, h ∈ G のとき

K 1
2+i∏(g · 0, h · 0) = (T 1

2−i∏(g)1 |T 1
2−i∏(h)1) = (T 1

2−i∏(h
−1g)1 |1)

=

Z
@D

P
1
2+i∏
D (h−1g · 0, ∞) d∞ = Φ 1

2+i∏(h
−1g · 0).

さて，w を 0 に写す G の元 h0 として，h0(≥) =
≥ − w

1− w≥
が取れる（§1 参照）．ゆ

えに g · 0 = z, h · 0 = w とおくとき，h0h · 0 = h0 · w = 0．ゆえに k := h0h ∈ K．
このとき，h−1 = k−1h0 であり，Φ 1

2+i∏ は radial であるから

Φ 1
2+i∏(h

−1g · 0) = Φ 1
2−i∏(h0g · 0) = Φ 1

2+i∏

≥ z − w

1− zw

¥
となって証明終わり． §

定理 8.6. µ /∈ Z のとき，表現 Tµ は位相的に既約．すなわち，Tµ(G) 不変な L2(@D)
の閉部分空間は {0} か全体のみ．
証明. πµ の方で証明しよう．V 6= {0} を πµ(G) 不変な Hµ の閉部分空間とする．
0 6= F ∈ V をとると，ある 9z0 ∈ D において F (z0) 6= 0．ここで g ∈ G をとって，
z0 = g−1 · 0とする．V 3 πµ(g)F であり，πµ(g)F (0) = F (g−1 · 0) = F (z0) 6= 0 より，
V は F0(0) 6= 0 となる函数 F0 を含む．

F \
0(z) :=

1

2π

Z 2π

0

F0(kθ · z) dθ =
1

2π

Z 2π

0

πµ(k−1
θ )F0(z) dθ

を考える．V が πµ(G)不変な閉部分空間ということから，Riemann和の極限と見て
1

2π

Z 2π

0

πµ(k−1
θ )F0 dθ ∈ V.

一方 point evaluation は Hµ で連続なので，Riemann 和の極限における等式と見てµ
1

2π

Z 2π

0

πµ(k−1
θ )F0 dθ

∂
(z) =

1

2π

Z 2π

0

πµ(k−1
θ )F0(z) dθ.
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ゆえに F \
0 =

1

2π

Z 2π

0

πµ(k−1
θ )F0 dθ ∈ V．しかも F \

0(0) = F0(0) 6= 0．さて，F \
0 は V

に属する radial な函数で，LF \
0 = µ(µ − 1)F \

0 をみたす．命題 5.2とその後の注意
より，定数 C が存在して，F \

0 = C · Φµ．そして 0 6= F \
0(0) = C · Φµ(0) = C より，

Φµ = C−1F \
0 ∈ V．従って，span {πµ(g)Φµ ; g ∈ G} がHµ で稠密であることが示さ

れれば，V = Hµ となって証明が終わる．そこで

F1 = Pµf1 ∈
°
span {πµ(g)Φµ ; g ∈ G}¢?

とする．πµ(g)Φµ = πµ(g)Pµ1 = PµTµ(g)1 (cf. (8.6)) より
0 = (πµ(g)Φµ |F1) = (Tµ(g)1 | f1)L2(@D)

=

Z
@D

P 1−µ
D (g · 0, ∞)f1(∞) d∞

= (P1−µf 1)(g · 0) (for all g ∈ G).

1− µ 6= 0,−1,−2 . . . ゆえ，P1−µ は単射．ゆえに f1 = 0．従って F1 = 0． §
　重要なので，最後の所で示したことを命題にしておこう：
命題 8.7. µ /∈ Z ならば 1 は Tµ の巡回ベクトル，すなわち span {Tµ(g)1 ; g ∈ G}
は L2(@D) で稠密．
定理 8.8. ∏ ∈ R のとき，T 1

2+i∏
ª= T 1

2−i∏.

証明. 命題 5.3より Φ 1
2+i∏ = Φ 1

2−i∏. これより

(T 1
2+i∏(g)1 |1) = (T 1

2−i∏(g)1 |1) (8g ∈ G).

1 が T 1
2±i∏ の巡回ベクトルであることから

U
≥X

cjT 1
2+i∏(gj)1

¥
:=

X
cjT 1

2−i∏(gj)1

によって，L2(@D) 上のユニタリ作用素で，UT 1
2+i∏(g) = T 1

2−i∏(g)U (8g ∈ G) とな
るものが定義される．詳細は演習． §

§9． L2(D) の分解：Non-Euclidean Fourier Transform.

　本論に入る前に，R 上の Fourier 変換を，L2(R) の分解の手段としてのEuclidean
Fourier transform という観点から見てみよう．
　まず R を加法群と見て，R に平行移動で作用していると見る：R×R 3 (x, t) 7→
t + x ∈ R. この作用は函数空間 L2(R) に直ちに持ち上がる：

ρ(x)f(t) := f(t− x) (f ∈ L2(R), x ∈ R).

作用素 ρ(x) : f 7→ ρ(x)f は，加法群 R の表現になっている：
ρ(x1 + x2) = ρ(x1)ρ(x2), ρ(0) = Id.
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さらに，Lebesgue 測度の平行移動不変性から，各作用素 ρ(x) はユニタリである：

(ρ(x)f1 | ρ(x)f2) =

Z
R

f1(t− x)f2(t− x) dt

=

Z
R

f1(t)f2(t) dt

= (f1 | f2).

従って，表現 ρ : x 7→ ρ(x) は L2(R) 上への加法群 R のユニタリ表現になっている．
この表現 ρ は可約である．その既約分解を行うのに Fourier 変換を用いる：

Ff(∏) :=

Z
R

f(t)e−i∏t dt （一般の f ∈ L2(R) に対しては積分は平均収束の意味）．

このとき，
Fρ(x)f(∏) =

Z
R

f(t− x)e−i∏t dt = e−i∏xFf(∏).

各 ∏ ∈ R に対して，χ∏(x) := e−i∏x (x ∈ R) とおくと，χ∏ は加法群 R の 1 次元表
現である．従って既約である．上の計算は，Fourier 変換 F によって，表現 ρ は，
各点 ∏ ∈ R において，既約表現 χ∏ になっていることを示している：Fρ(x)f(∏) =
χ∏(x)Ff(∏)．より正確にいうと，Hilbert 空間の同型

F : L2(R, dt) ª= L2

µ
R,

d∏

2π

∂
≡ 1

2π

Z ©

R
C∏ d∏ (C∏ := C, 8∏ ∈ R)

によって，表現 ρ が次のように既約分解することを示している：

ρ ª= 1

2π

Z ©

R
χ∏ d∏.

　話を単位円板 D に戻そう．D を保つ 1 次分数変換の群 G を考えてきた．まず，
D 上の G 不変測度 dσ を思い出そう：

dσ(z) := 4
dxdy

(1− |z|2)2
(z = x + iy).

以下 L2(D) は L2(D, dσ)のこととする．L2(D) には G の自然なユニタリ表現 ρ が
ある：

ρ(g)F (z) := F (g−1 · z) （準正則表現）．

目的： このユニタリ表現 ρ を既約分解すること．

次に前節で導入した連続主系列表現 (Tµ, L2(@D)) を思い出そう：
Tµ(g)'(∞) = P 1−µ

D (g · 0, ∞)'(g−1 · ∞) (' ∈ L2(@D)).

Re µ = 1/2のとき，Tµは（強連続な）既約ユニタリ表現で，T 1
2+i∏

ª= T 1
2−i∏ (8∏ ∈ R).

さらに，1 を @D 上の恒等的に 1 である函数とするとき，
(9.1) (Tµ(g)1 |1) = Φ1−µ(g · 0) = Φµ(g · 0) （命題 5.3）．
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ƒ c(∏) := π−1/2 · Γ(i∏)

Γ(1
2 + i∏)

を c 函数とすると，f ∈ C1
c (D)K のとき

Z
D
|f(z)|2 dσ(z) =

1

2π2

Z 1

0

| bf(∏)|2 d∏

|c(∏)|2 （定理 7.3 と命題 7.5 直前の注意）．

ここで bf は f の球 Fourier 変換で

bf(∏) :=

Z
D

f(z)Φ 1
2−i∏(z) dσ(z).

(9.1) を使って書き直すと：

bf(∏) =

Z
G

f(g · 0)(T 1
2−i∏(g)1 |1) dg =

≥Z
G

f(g · 0)T 1
2−i∏(g)1

ØØØ1¥
.

定義：（必ずしもK不変とは限らない）f ∈ L1(D) に対して，

™f(∏) :=

Z
G

f(g · 0)T 1
2−i∏(g)1 dg (∏ ∈ R).

により，ベクトル値（L2(@D)値）函数 ™f を定義する．k被積分函数 k 5 |f(g · 0)|
ゆえ，積分は絶対収束していることに注意．

　 ™f(∏) のままだと少々取り扱いにくいので，これを書き換えよう．f ∈ C1
c (D)

とする．任意の ' ∈ L2(@D) に対して

(™f(∏) |') =

Z
G

f(g · 0)(T 1
2−i∏(g)1 |') dg

=

Z
G

f(g · 0)

Z
@D

P
1
2+i∏
D (g · 0, ∞)'(∞) d∞dg

=

Z
@D

'(∞) d∞

Z
G

f(g · 0)P
1
2+i∏
D (g · 0, ∞) dg.

ゆえに a.e.∞ ∈ @D に対して

™f(∏)(∞) =

Z
G

f(g · 0)P
1
2+i∏
D (g · 0, ∞) dg =

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dσ(z).

定義：次式で定義される ef を f の non-Euclidean Fourier transform あるいは
Helgason–Fourier 変換 という：

ef(∏, ∞) :=

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dσ(z).



41

ƒ f が radial のとき，任意の θ ∈ R に対してef(∏, ∞) =

Z
D

f(kθ · z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dσ(z)

=

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (k−1

θ · z, ∞) dσ(z)

=

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (z, kθ · ∞) dσ(z).

従って，∞ = ei√ とおいて，θ に関して積分すると

ef(∏, ∞) =
1

2π

Z 2π

0

dθ

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (z, ei(θ+√)) dσ(z)

=

Z
D

f(z)Φ 1
2+i∏(z) dσ(z) = bf(∏).

すなわち，ef(∏, ∞) は ∞ に関して定数であって，f の球 Fourier 変換 bf(∏) に等しい．
従ってまた，™f(∏) は定数函数であって，それは bf(∏)1 に等しい．
定義：右辺の積分が意味を持つような D 上の函数 f1, f2 に対して

f1 § f2(z) :=

Z
G

f(g · 0)f2(g
−1 · z) dg (z ∈ D).

一般に非可換 f1 § f2 6= f2 § f1 であることに注意．
　以下では，non-Euclidean Fourier transformを反転する．f ∈ C1

c (D), z0 := g0 ·0 ∈
D を固定し，h(z) := f(g0 · z) を考える．明らかに h ∈ C1

c (D).

h\(z) :=
1

2π

Z 2π

0

h(kθ · z) dθ =
1

2π

Z 2π

0

f(g0kθ · z) dθ

とおく．h\ ∈ C1
c (D)K であり，h\(0) = f(g0 · 0) = f(z0). 定理 7.3 より

(9.2) f(z0) = h\(0) =
1

2π2

Z 1

0

(h\)b(∏)
d∏

|c(∏)|2 .

ここで定義に戻って (h\)b を計算すると
(h\)b(∏) =

Z
D

h\(z)Φ 1
2−i∏(z) dσ(z)

=
1

2π

Z
D

Z 2π

0

f(g0kθ · z)Φ 1
2−i∏(z) dθdσ(z)

=

Z
D

f(z)Φ 1
2−i∏(g

−1
0 · z) dσ(z).

補題 6.3 より Φ 1
2−i∏(g

−1
0 g · 0) = Φ 1

2−i∏(g
−1g0 · 0) = Φ 1

2−i∏(g
−1 · z0)．ゆえに

(h\)b(∏) =

Z
G

f(g · 0)Φ 1
2−i∏(g

−1 · z0) dg = f § Φ 1
2−i∏(z0).

補題 9.1. f § Φ 1
2−i∏(z0) =

Z
@D

ef(∏, ∞)P
1
2−i∏
D (z0, ∞) d∞ (8z0 ∈ D)．
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証明. 定理 8.5の証明中の計算と命題 8.4より，g, g0 ∈ G のとき

Φ 1
2−i∏(g

−1g0 · 0) = K 1
2−i∏(g0 · 0, g · 0)

=

Z
@D

P
1
2−i∏
D (g0 · 0, ∞)P

1
2+i∏
D (g · 0, ∞) d∞.

従って

f § Φ 1
2−i∏(z0) =

Z
@D

P
1
2−i∏
D (g0 · 0, ∞) d∞

Z
D

f(z)P
1
2+i∏(z, ∞) dσ(z)

=

Z
@D

ef(∏, ∞)P
1
2−i∏
D (z0, ∞) d∞

となって，証明終わり． §

　以上により次式を得る：

(h\)b(∏) =

Z
@D

ef(∏, ∞)P
1
2−i∏(z0, ∞) d∞.

これを (9.2) に代入して次の定理が証明されたことになる：

定理 9.2. f ∈ C1
c (D) のとき

f(z) =
1

2π2

Z 1

0

Z
@D

ef(∏, ∞)P
1
2−i∏
D (z, ∞)

d∞ d∏

|c(∏)|2 （反転公式）．

定理 9.3. Non-Euclidean Fourier transform f 7→ ef により
(9.3) L2(D) ª= L2

µ
[0,1)× @D,

1

2π2

d∏ d∞

|c(∏)|2
∂

.

証明. 補題 9.1 の両辺に f(z0) をかけて z0 について D 上積分するとZ
@D
| ef(∏, ∞)|2 d∞ =

Z
D

f § Φ 1
2−i∏(z0)f(z0) dσ(z0)

=

Z
D

f(z0) dσ(z0)

Z
@D

ef(∏, ∞)P
1
2−i∏
D (z0, ∞) d∞.

|c(∏)|−2 をかけて [0,1) 上積分すると
1

2π2

Z 1

0

Z
@D
| ef(∏, ∞)|2 d∞ d∏

|c(∏)|2 =

Z
D
|f(z0)|2 dσ(z0).

従って，Non-Euclidean Fourier transform は L2(D) から (9.3) の右辺の L2 空間へ
の等長写像に拡張される．これが全射であることを示すためにいくらか準備が必要
である．

補題 9.4. f ∈ C1
c (D) かつ √ ∈ C1

c (D)K のとき，(f § √)e(∏, ∞) = ef(∏, ∞) b√(∏).
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証明. 定義より

(f § √)e(∏, ∞) =

Z
D

f § √(z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dσ(z)

=

Z
D

Z
G

f(g · 0)√(g−1 · z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dg dσ(z)

=

Z
D

Z
G

f(g · 0)√(z)P
1
2+i∏
D (g · z, ∞) dg dσ(z).

ここで PD(g · z, ∞) = PD(z, g−1 · ∞)PD(g · 0, ∞) ゆえ

(f § √)e(∏, ∞) =

Z
G

Z
D

f(g · 0)√(z)P
1
2+i∏
D (z, g−1 · ∞)P

1
2+i∏
D (g · 0, ∞) dσ(z)dg

=

Z
G

f(g · 0) e√(∏, g−1 · ∞)P
1
2+i∏
D (g · 0, ∞) dg.

ところが √ は radial であるから，先に注意したように e√(∏, ∞) = b√(∏) (8∞ ∈ @D)．
よって

(f § √)e(∏, ∞) = b√(∏)

Z
D

f(z)P
1
2+i∏
D (z, ∞) dσ(z) = b√(∏) ef(∏, ∞)

となって，証明が終わる． §
　以下，無限遠で 0となる R上の連続な偶函数の全体を　C0(R)even とすると，これ
は sup-normと各点ごとの積で可換な Banach algebraになる．さて，A := { b√ ; √ ∈
C1

c (D)K} を考える． b√ = FH√ であり，Harish-Chandra 変換 H は C1
c (D)K と

C1
c (R)even の間の全単射を与えていたので (cf. §7)，A Ω C0(R)even である．

(1) b√1
b√2 = (√1 § √2)b より，A は subalgebra,

(2) ( b√) = (√)b より，A は複素共役をとる操作で安定，
(3) もし b√(∏1) = b√(∏2) がすべての b√ ∈ A に対して成り立てば，Φ 1

2−i∏1
= Φ 1

2−i∏2
．

Laplace–Beltrami作用素 Lを applyして，1
4 +∏2

1 = 1
4 +∏2

2．ゆえに ∏1 = ±∏2．従っ
て，A は R/{±1} の点を分離する．
(4) A は R に共通零点を持たない．
以上の (1)～ (4)と，局所コンパクト空間での Stone–Weierstrassの定理から，Aは
C0(R) で稠密である（１点コンパクト化に Stone-Weierstrass の定理を適用する）．
　さて定理 9.3 の証明を続けよう．F ∈ £

L2(D)e§? とする．すなわちZ 1

0

Z
@D

F (∏, ∞) ef(∏, ∞)
d∞ d∏

|c(∏)|2 = 0 (8f ∈ C1
c (D))

とする．f の代わりに f § √ (√ ∈ C1
c (D)K) として，補題 9.4 よりZ 1

0

b√(∏)
d∏

|c(∏)|2
Z

@D
F (∏, ∞) ef(∏, ∞) d∞ = 0 (8f ∈ C1

c (D), 8√ ∈ C1
c (D)K).

A は C0(R)even で稠密ゆえ，特に b√ を Cc(R)even の任意の函数に置き換えることが
できる．ゆえに，各 f ∈ C1

c (D)に対して，[0,1)の零集合 Nf が存在して，∏ /∈ Nf
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ならば

(9.4) F (∏, ·) ∈ L2(@D) かつ
Z

@D
F (∏, ∞) ef(∏, ∞) d∞ = 0.

以下この条件をみたす零集合が f について共通に取り直すことができることを示そ
う．そのために φn ∈ C1

c (n = 1, 2, . . . ) を

φn(z) :=

(
1

°
d(0, z) 5 n− 1

n

¢
,

0
°
d(0, z) = n + 1

n

¢
,

0 5 φn 5 1

をみたすようにとり，可算集合 Q を
Q := {pφn ; p は R2 上の有理係数多項式函数，n = 1, 2, . . . }

で定義する．N :=
S

f∈Q Nf は零集合である．f ∈ C1
c (D) が与えられたとき，番号

n が存在して，f = fφnとなる．Weierstrass の多項式近似定理より，
9fk := pkφn ∈ Q (k = 1, 2, . . . ) s.t. fk → f（D 上一様）．

このとき ØØ efk(∏, ∞)− ef(∏, ∞)
ØØ 5

Z
supp(φn)

|fk(z)− f(z)|P 1/2
D (z, ∞) dσ(z)

より，各 ∏ ∈ Rにおいて，∞ ∈ @D について一様に efk(∏, ∞) → ef(∏, ∞)．これと (9.4)
より，∏ /∈ N ならば

(9.5) F (∏, ·) ∈ L2(@D) かつ
Z

@D
F (∏, ∞) ef(∏, ∞) d∞ = 0 (8f ∈ C1

c (D)).

補題 9.5. 任意の ∏ ∈ R に対して，{ ef(∏, ·) ; f ∈ C1
c (D)} は L2(@D) で稠密．

証明. H ∈ L2(@D) かつZ
@D

H(∞) ef(∏, ∞) d∞ = 0 (for 8f ∈ C1
c (D))

と仮定すると

0 =

Z
D

f(z)

Z
@D

H(∞)P
1
2+i∏
D (z, ∞) d∞ dσ(z) =

Z
D

f(z)P 1
2+i∏H(z) dσ(z).

補題 8.1 より Poisson 変換 P 1
2+i∏ は単射．ゆえに H = 0． §

　補題 9.5 と (9.5) によりZ
E

F (∏, ∞) d∞ = 0 (for 8∏ ∈ [0,1) \N and 8E ∈ B(@D)).

Fubini の定理により，任意の Borel 矩形 R Ω [0,1)× @D に対して，ZZ
R

F (∏, ∞) d∞ d∏ = 0.

これは F = 0 を意味する． §
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定理 9.6. ™ は Hilbert 空間の同型

L2(D) ª= 1

2π2

Z ©

R+

L2(@D)
d∏

|c(∏)|2
を与え，それにより次のユニタリ表現 ρ の既約分解を得る：

ρ ª= 1

2π2

Z ©

R+

T 1
2−i∏

d∏

|c(∏)|2 .

証明. f ∈ C1
c (D) のとき，任意の ∏ ∈ R に対して™f(∏)(∞) = ef(∏, ∞) (a.e.∞) で

あること，及び

™(ρ(g0)f)(∏) =

Z
G

f(g−1
0 g · 0)T 1

2−i∏(g)1 dg = T 1
2−i∏(g0)(™f(∏))

であることに注意． §
　 ∏ ∈ R のとき，Poisson 変換 P 1

2−i∏ で L2(@D) ª= H 1
2−i∏ であったから次の定理も

得る．µ = 1
2 − i∏ のとき，µ(µ− 1) = −°

1
4 + ∏2

¢
に注意．

定理 9.7. L2(D) ª= 1

2π2

Z ©

R+

H 1
2−i∏

d∏

|c(∏)|2．これにより L のスペクトル分解を得る：

L ª= 1

2π2

Z ©

R+

−
≥1

4
+ ∏2

¥ d∏

|c(∏)|2 .

§10．Bergman 空間と複素解析的表現
　以下 g ∈ G と z ∈ D に対して，J(g, z) := g0(z) とおく．
g(z) =

αz + β

βz + α
(|α|2 − |β|2 = 1) のとき，g0(z) =

1

(βz + α)2
であったことも思い出

しておこう (§1)．次の (1),(2)が成り立つ：
(1) J(g1g2, z) = J(g1, g2 · z)J2(g2, z) (chain rule).
(2) J(I, z) = 1 (8z ∈ D).

さらに次の関係式も思い出しておこう（命題 1.3 の証明参照）：
(10.1) |J(g, z)|(1− |z|2) = 1− |g · z|2.
定義：α > 1 とする．H2

α(D) は D 上正則な函数 f で

kfk2 :=
α− 1

π

ZZ
D
|f(z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy < 1 (z = x + iy)

となるもの全体とする．H2
α(D) を weighted Bergman space と呼ぶ．α = 2 の

ときの H2(D) := H2
2 (D) はBergman space と呼ばれているものである．

命題 10.1. α > 1 とする．H2
α(D) 6= {0} であり，φn(z) :=

∑
Γ(α + n)

Γ(α) n!

∏1/2

zn とおく
とき，{φn}1n=0 はH2

α(D) の ONB をなす．特に k1k = 1 である．
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証明. f を D 上正則な函数とし，f(z) =
P

anzn を f の z = 0 における Taylor
展開とする．0 < ρ < 1 とするときZZ

|z|5ρ

|f(z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy =
X
n,m

anam

ZZ
|z|5ρ

znzm(1− |z|2)α−2 dxdy

=
X
n,m

anam

Z ρ

0

rn+m+1(1− r2)α−2 dr

Z 2π

0

ei(n−m)θ dθ

= 2π
1X

n=0

|an|2
Z ρ

0

r2n+1(1− r2)α−2 dr

= π
1X

n=0

|an|2
Z ρ2

0

rn(1− r)α−2 dr.

ここで ρ ↑ 1 とすると，単調収束の定理からZZ
D
|f(z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy = π

X
|an|2 B(n + 1, α− 1)

= π
X n! Γ(α− 1)

Γ(n + α)
|an|2.

ゆえに，kfk2 =
P n! Γ(α)

Γ(n + α)
|an|2．これより容易に命題の結論を得る． §

さて f ∈ H2
α(D) (α > 1) とし，z = 0 での f の Taylor 展開を f(z) =

P
anzn と

する．

|f(z)| 5
X

|an||z|n 5
∑X n! Γ(α)

Γ(n + α)
|an|2

∏1/2 ∑X Γ(n + α)

n! Γ(α)
|z|2n

∏1/2

であること，及び

(10.2)

Γ(n + α)

n! Γ(α)
=

(n + α− 1) · · · (α + 1)α

n!

= (−1)n (−α)(−α− 1) · · · (−α− n + 1)

n!

= (−1)n

µ−α

n

∂
であることから，|f(z)| 5 kfk(1− |z|2)−α/2．これは H2

α(D) の収束から広義一様収
束が出ることを示している．特に f 7→ f(z) は H2

α(D) 上の連続な線型形式である．
Poisson 変換の像空間でのとき (§8) と全く同様にして，H2

α(D) は再生核 Kα を持つ
ことがわかる：

f(w) = (f |Kα(·, w)) (8f ∈ H2
α(D)).

　以下 Kα を求めよう．f の Taylor 展開を次のように見る：

(10.3) f(w) =
X n! Γ(α)

Γ(n + α)
an

∑
Γ(n + α)

n! Γ(n)
wn

∏
.
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Kα(z, w) :=
P∑

Γ(n + α)

n! Γ(n)

∏
wnzn とおくと，(10.2) よりKα(z, w) = (1− zw)−α．こ

こで Kα(·, w) ∈ H2
α(D) に注意．実際X n! Γ(α)

Γ(n + α)

∑
Γ(n + α)

n! Γ(n)

∏2

|w|2n = (1− |w|2)−α = Kα(w, w) < 1.

そうすると (10.3) は f(w) = (f |Kα(·, w)) と見ることができる．
命題 10.2. H2

α(D) は再生核 Kα(z, w) = (1− zw)−α を持つ．
　さて α = 2, 4, 6, . . . に対して

Uα(g)f(z) := J(g−1, z)α/2 f(g−1 · z) (f ∈ H2
α(D), g ∈ G)

とおく．容易に
Uα(g1g2) = Uα(g1)Uα(g2) (g1, g2 ∈ G), Uα(I) = Id.

定理 10.3. (Uα, H2
α(D)) は G の既約ユニタリ表現である（ただし，ユニタリな主

系列 (T 1
2+i∏, L

2(@D)) とは同値でない）．

証明. 各表現作用素 Uα(g) がユニタリであることを検証しよう．表現作用素ゆえ，
等長作用素であればよい．

kUα(g)fk2 =
α− 1

π

ZZ
D
|J(g−1, z)|α| f(g−1 · z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy

=
α− 1

π

ZZ
D
|J(g−1, g · z)|α |f(z)|2(1− |g · z|2)α−2 |g0(z)|2 dxdy.

ここで，J(g−1, g · z) = J(g, z)−1 および g0(z) = J(g, z) より

kUα(g)fk2 =
α− 1

π

ZZ
D
|J(g, z)|−α+2 |f(z)|2(1− |g · z|2)α−2 dxdy

=
α− 1

π

ZZ
D
|f(z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy = kfk2 (∵ (10.1))

既約であることの証明に次の補題が必要である．

補題 10.4. Kα(g · z, g · w) = J(g, z)−α/2 Kα(z, w) J(g, w)−α/2.

証明. 任意の f ∈ H2
α(D) に対して

(f |Kα(·, g · w)) = f(g · w) = J(g, w)−α/2 Uα(g−1)f(w)

= J(g, w)−α/2
°
Uα(g−1)f

ØØ Kα(·, w)
¢

= J(g, w)−α/2
°
f

ØØ Uα(g)Kα(·, w)
¢
.

f は任意であるから，Kα(z, g · w) = J(g, w)−α/2 J(g−1, z)α/2 Kα(g−1 · z, w).
z を g · z と置き換えることにより補題を得る． §
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　さて既約性の証明に入ろう．V 6= {0} を H2
α(D) の閉部分空間で Uα(G) 不変であ

るとする．V でも当然 point evaluation は連続であるから，V も再生核 L を持つ．
再生核の一般的な性質から L(z, w) = L(w, z) が出るので (cf. §8)，L(z, w) は z に
ついて正則，w について反正則であることに注意しておこう．V の Uα(G) 不変性
により，補題 10.4 の議論が L にも使えて

L(g · z, g · w) = J(g, z)−α/2 L(z, w) J(g, w)−α/2.

β = L(0, 0) とおこう．Kα(0, 0) = 1 であるので，L(0, 0) = β ·Kα(0, 0) となる．任
意の z ∈ D に対して，g ∈ G を選んで z = g · 0 とすると

L(z, z) = L(g · 0, g · 0) = |J(g, 0)|−α L(0, 0)

= β · |J(g, 0)|−αKα(0, 0) = β ·Kα(z, z).

これより次の一致の定理を使えば，L = β ·Kα が出る．
補題 10.5. F (z, w) は D×D 上の函数で，z について正則，w について反正則であ
るとする．もし F (z, z) = 0 (8z ∈ D) ならば F = 0 である．
証明. Φ(z, w) := F (z, w) とおくと Φ は D ×D 上正則．次の変数変換を施そう：(

z = u + iv

w = u− iv
すなわち

8><>:
u =

1

2
(z + w)

v =
1

2i
(z − w).

函数 ™(u, v) := Φ(z, w) = Φ(u + iv, u − iv) を考える．明らかに ™ は正則である．
w = z () u, v ∈ R であるから，仮定は ™|R×R = 0 ということ．たとえばべき級
数展開を考えれば ™ = 0 が出る．よって Φ = 0． §
　既約性の証明を続けよう．L = β ·Kα となったが，ここで β 6= 0 である．そうで
なければ L = 0 となり V = {0} となってしまう．さて f ∈ V ? と仮定しよう．任
意の w ∈ D に対して

f(w) = (f |Kα(·, w)) =
1

β
(f |L(·, w)) = 0.

ゆえに f = 0 となって，V = H2
α(D) を得る． §

定義：既約ユニタリ表現 (Uα, H2
α(D)) (α = 2, 4, . . . ) を複素解析的離散系列表現と

いう．
注意：α が偶数でなくなると，J(g, z)α/2 は一価でなくなるが，G の適当な被覆群eG をとることにより，eG の既約ユニタリ表現 Uα を得る．α ∈ Z なら eG = SU(1, 1)
でよく，α ∈ Q なら G の有限被覆，α ∈ R \Q ならば普遍被覆（それは無限重の被
覆になっている）を取らねばならない．
　「離散」系列ということばを理解するために，Uα の一つの行列要素を計算してみ
よう．以下 uα(g) := (Uα(g)1 |1)を考える．J(kθ, z) = eiθ より，Uα(kθ)1 = e−iαθ/21．
ゆえに

uα(k'aτk√) = eiα('−√)/2 uα(aτ ).
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uα(aτ ) を計算しよう．J(aτ , z) =
°
(sinh(τ/2) · z + cosh(τ/2)

¢−2 より

uα(aτ ) =
α− 1

π

ZZ
D

(1− |z|2)α−2°− sinh(τ/2) · z + cosh(τ/2)
¢α dxdy

=
α− 1

π
· 1

coshα(τ/2)

Z 1

0

r(1− r2)α−2 dr

Z 2π

0

(1− reiθ tanh(τ/2))−α dθ.

ここで，(1− reiθ tanh(τ/2))−α を２項展開して項別積分すればわかるようにZ 2π

0

(1− reiθ tanh(τ/2))−α dθ = 2π.

従って

uα(aτ ) =
α− 1

coshα(τ/2)

Z 1

0

(1− r)α−2 dr = cosh−α(τ/2).

以上と命題 6.8 より，Z
G

|uα(x)|2 dx =

Z 1

0

Z 2π

0

|uα(k'aτ )|2 sinh τ d'dτ

= 2π

Z 1

0

cosh−2α(τ/2) sinh τ dτ

= 2π

Z 1

1

µ
1 + x

2

∂−α

dx =
4π

α− 1
< 1.

定理 10.6. (Uα(·)1 |1) ∈ L2(G).

ここで一般論から言葉を借りてこよう．以下この節の終わりまで G は局所コンパク
トな unimodular 群とし，(π, H) を G の既約ユニタリ表現とする．

定義：(π, H) が 2乗可積分 def() 9v1, v2 s.t. (π(·)v1 | v2) ∈ L2(G).

従って，複素解析的離散系列表現は 2乗可積分である．

定理 10.7. G の既約ユニタリ表現 (π, H) について次は同値：
(1) (π, H) は 2乗可積分である．
(2) 任意の v1, v2 ∈ H に対して，(π(·)v1 | v2) ∈ L2(G).
(3) L2(G) での G の左正則表現を ∏ で表す．L2(G) の ∏(G) 不変な閉部分空間 W
があって，π ª= ∏|W .

定理 10.8. 定理 10.7 の状況下で，dπ > 0が存在して，Z
G

ØØ(π(x)v1 | v2)
ØØ2 dx =

1

dπ
kv1k2kv2k2 (8v1, v2 ∈ H)

となる．この dπ を 2乗可積分表現 π の形式的次数と呼ぶ．
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§11．Hardy 空間と SU(1, 1) の表現

SU(1, 1) :=

Ωµ
α β
β α

∂
; |α|2 − |β|2 = 1

æ
とする．群 SU(1, 1)は Dに次で作用する：µ

α β
β α

∂
· z :=

αz + β

βz + α
.

D 上正則な函数 f で，次の条件をみたすもの全体を H2(D)で表す：

sup
0<r<1

Z 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ < 1.

H2(D) を D 上のHardy 空間と呼ぶ．

　さて，f は D で正則とし，f(z) =
1P

n=0
anzn を z = 0 での Taylor 展開とすると，

0 < r < 1を固定するとき，この級数は |z| 5 r で一様に絶対収束しているから
1

2π

Z 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ =
1

2π

X
anamrn+m

Z 2π

0

ei(n−m)θ dθ =
X

|an|2r2n.

これは明らかに r について単調に増加する．従って

f ∈ H2(D) ()
1X

n=0

|an|2 < 1.

そして H2(D) に

kfk2 :=
1

2π
sup

0<r<1

Z 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ =
1X

n=0

|an|2

でノルムを入れると，上の計算から H2(D) は Hilbert 空間となることがわかる．

　さて w ∈ D とし，Taylor展開 f(w) =
1P

n=0
anwn より

|f(w)| 5
X

|an||w|n 5
hX

|an|2
i1/2 hX

|w|2n
i1/2

= kfk · (1− |w|2)−1/2.

これは，各 w ∈ D を固定するとき，線型形式H2(D) 3 f 7→ f(w) ∈ C が連続であ
ることを示している．ゆえに weighted Bergman space のときと同様にして，Hardy
空間H2(D) は再生核 K(z, w) を持つことがわかる：

f(w) = (f |K(·, w)) (w ∈ D, f ∈ H2(D)).

この再生核 K(z, w) は次のようにして容易に求まる．すなわち f(w) の Teylor 展開
を，f(w) と (1− zw)−1 =

P
(w)nzn との内積だと見ればよい：

f(w) =
X

anw
n =

X
an(wn) .

従って，K(z, w) = (1− zw)−1 である．
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　さて前節の weighted Bergman 空間H2
α(D) (α > 1) を思い出そう．それは D 上

正則な f で次の条件をみたすものの全体のなすHilbert 空間である：

kfk2
α =

α− 1

π

ZZ
D
|f(z)|2(1− |z|2)α−2 dxdy < 1 (z = x + iy).

命題 11.1. (1) 任意の α > 1に対して，集合として H2(D) Ω H2
α(D)である．さら

に f ∈ H2(D) ならば kfk = lim
α↓1

kfkαとなる．

(2) H2(D) =
n

f ∈ T
α>1

H2
α(D) ; 9 lim

α↓1
kfkα < 1

o
.

証明. まず kfk2
α =

P n! Γ(α)

Γ(n + α)
|an|2 を思い出そう．ここで α > 1 なので

n! Γ(α)

Γ(n + α)
=

n(n− 1) · · · 1
(n + α− 1)(n + α− 2) · · ·α < 1.

従って f ∈ H2(D) ならば

kfk2
α =

X n! Γ(α)

Γ(n + α)
|an|2 5

X
|an|2 = kfk2 < 1.

ゆえに f ∈ H2(D) (8α > 1) であり，単調収束定理を用いれば，lim
α↓1

kfk2
α = kfk2.

　逆に f ∈ H2
α(D) (8α > 1) とし，9 lim

α↓1
kfkα を仮定する．ここで次の不等式に注

意する：α > 1 のとき
n− k + 1

n + α− k
=

1

α
· 1 + n− k

1 +
n− k

α

= 1

α
.

これより kfk2
α =

1P
n=0

1

αn
|an|2．すなわち，0 < r < 1 のとき

1X
n=0

|an|2r2n 5 kfk2
r−2 .

以上より， sup
0<r<1

1P
n=0

|an|2r2n < 1 となって f ∈ H2(D) がわかる． §

注意： 証明からわかるように，(2)において条件は sup
α>1

kfkα でよい．

　さて各 g =

µ
α β
β α

∂
∈ SU(1, 1) に対して j(g, z) :=

1

βz + α
(z ∈ D) とおく．この

とき，次の (1), (2) が成り立つことが容易に確かめられる：
(1) j(g1g2, z) = j(g1, g2 · z)j(g2, z)，
(2) j(I, z) = 1 (z ∈ D)．
注意：前節までの群 G を思い出そう．これは D を保つ一次分数変換のなす群であ
る．一方 g ∈ SU(1, 1) に対して，fg(z) := g · z とおく．η : f 7→ fg とおくと，これ
は SU(1, 1) から G への群準同型であって，Ker η = {±I} となる．実際 SU(1, 1)
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は G の 2重被覆群となっている．そして j(g, z)2 = J(η(g), z) = (fg)0(z) であるこ
とに注意しておこう．
定義：各 g ∈ SU(1, 1) に対して

U(g)f(z) := j(g−1, z)f(g−1 · z) (f ∈ H2(D)).

命題 11.2. (U,H2(D)) は SU(1, 1) の既約ユニタリ表現である．
証明. g 7→ U(g) が群準同型であることは容易にわかる．次に
(1) K(g · z, g · w) = j(g, z)−1K(z, w)j(g, w)−1.
　これも直接計算で直ちに出る．
(2) Kw(z) := K(z, w) とおくとき，span {Kw ; w ∈ D} は H2(D) で稠密．
　実際再生核ということから，(f |Kw) = 0 (8w ∈ D) () f = 0.
(3) U(g)Kw = j(g, w)Kg·w.
　なぜなら定義と (1) により，

U(g)Kw(z) = j(g−1, z)K(g−1 · z, w) = K(z, g · w)j(g−1, g · w)−1.

　これと j(g−1, g · w)−1 = j(g, w) による．
以上の準備の下で U のユニタリ性を示そう．

(U(g)Kw |Kw0) = j(g, w)(Kg·w |Kw0) = j(g, w)K(w0, g · w)

= j(g, g−1 · w0)−1K(g−1 · w0, w)

= j(g−1, w0)(Kw |Kg−1·w0)

= (Kw |U(g−1)Kw0).

ゆえに U(g) は稠密な部分空間上で等長写像．従って，H2(D) 上の等長写像に拡張
される．群準同型性から全射がわかるので，U(g) はユニタリ作用素である．既約性
の証明は前節の (Uα, H2

α(D)) のときと同様なので省略． §

定義：既約表現 (U,H2(D)) を複素解析的離散系列表現の極限という．
定義：各 s ∈ C, k = 0, 1

2 と g ∈ SU(1, 1) に対して

T k
s (g)f(∞) :=

∑
j(g−1, ∞)

|j(g−1, ∞)|
∏2k

|j(g−1, ∞)|2sf(g−1 · ∞) (f ∈ L2(@D), ∞ ∈ @D).

事実： (1) (T k
s , L2(@D)) は SU(1, 1) の表現になっている（SU(1, 1) の連続主系列

表現と呼ばれる）．
(2) Re s = 1

2 のとき，T k
s はユニタリ表現である．

(3) η : SU(1, 1) → Gを上の注意で述べた被覆準同型とし，TsをGの連続主系列表現
とすると，T 0

s (g) = T1−s(η(g))が成り立つ．これは次の関係式による：PD(η(g)·0, ∞) =
|j(g−1, ∞)|2.
命題 11.3. T 1/2

1/2 は可約であり，χn(eiθ) = einθ として

L+ :=
n

f =
X

fnχn ; fn = 0 (8n 5 −1)
o

,

L− :=
n

f =
X

fnχn ; fn = 0 (8n = 0)
o
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とおくとき，L± は T 1/2
1/2 不変で，T 1/2

1/2

ØØ
L+

ª= U .

証明の概略： 作用素 B : H2(D) → L+ を

f(z) =
1X

n=0

anz
n 7→ Bf :=

1X
n=0

anχn

で定義する．B が Hilbert 空間としての同型を与えることは明らかであろう．実は
φ = Bf は f の「境界函数」である（Poisson 積分に関する Fatou の定理による）．
　以下に f が φ = Bf の Poisson 積分で表されることを示しておこう：z ∈ D のと
き， eiθ

eiθ − z
=

1P
n=0

e−inθzn より，項別積分をすれば

1

2π

Z 2π

0

φ(eiθ)

eiθ − z
eiθ dθ =

1

2π

1X
n=0

zn

Z 2π

0

φ(eiθ)e−inθ dθ =
1X

n=0

anz
n = f(z).

一方， z

e−iθ − z
=

1P
n=1

einθzn より，項別積分をすれば

1

2π

Z 2π

0

z φ(eiθ)

e−iθ − z
dθ =

1

2π

1X
n=1

zn

Z 2π

0

φ(eiθ)e−i(−n)θ dθ = 0.

これら 2個の式を辺々加えれば

f(z) =
1

2π

Z 2π

0

φ(eiθ)

∑
eiθ

eiθ − z
+

z

e−iθ − z

∏
dθ

=
1

2π

Z 2π

0

φ(eiθ)
1− |z|2
|eiθ − z|2 dθ =

Z
@D

PD(z, ∞)φ(∞) d∞

を得る．さて T 1/2
1/2 (g)φ(∞) = j(g−1, ∞)φ(g−1 · ∞) であり，U(g) の定義式と見比べれ

ば容易に，T 1/2
1/2 (g)B = BU(g) がわかる． §
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