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以下 D := {z ∈ C ; |z| < 1} とする．
また，dσ は D 上の測度で dσ(z) :=

4 dxdy

(1 − |z|2)2 (z = x + iy) となるものとする．

[ 1 ] D から D への全単射 F で，F と F−1 がともに正則 (holomorphic) なものは

F (z) =
αz + β

βz + α
(α, β ∈ C, |α|2 − |β|2 = 1)

と書けることを示せ．

[ 2 ] D 上の正則函数 f が ∫
D

|f(z)|2 dσ(z) < ∞

をみたせば f = 0 であることを示せ．

[ 3 ] ２点 z1, z2 ∈ D の双曲距離を d(z1, z2) で表す．講義で示したように

d(z1, z2) = 2 Arc tanh
∣∣∣∣ z1 − z2

1 − z1z2

∣∣∣∣
である．各複素数 µ ∈ C に対して D 上の函数 fµ(z) := [cosh d(0, z)]µ (z ∈ D) を考
える．

(1) D の双曲極座標（Cartan 座標）z = eiϕ tanh(τ/2) (0 � ϕ < 2π, τ � 0) により
dσ(z) = sinh τ dτdϕ となることを示せ．またこれより fµ ∈ L1(D, dσ) となるための
µ の条件を求めよ．

(2) at (t ∈ R), nξ (ξ ∈ R) はそれぞれ次の一次分数変換とする：

at(z) :=
(cosh t

2 )z + sinh t
2

(sinh t
2 )z + cosh t

2

, nξ(z) :=
(1 + i

2ξ)z − i
2ξ

i
2ξz + 1 − i

2ξ
.

このとき，cosh d(0, at◦nξ(0)) = cosh t + 1
2etξ2 であることを示せ．

(3) fµ ∈ L1(D, dσ) となる µ に対して，函数 fµ の Harish-Chandra 変換 Hfµ を直接
求めよ．ただし

Hfµ(t) := et/2

∫ ∞

−∞
fµ(at◦nξ(0)) dξ.

以上


