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1. 序

この研究の背景には，超特異楕円曲線の j-不変量に関する研究 [7]で現れた微分方程式

(])k f ′′(τ) − k + 1

6
E2(τ)f ′(τ) +

k(k + 1)

12
E ′

2(τ)f(τ) = 0

を更に調べた共同研究 [3]があり，それをはじめに少し述べる． ここで τ ∈ H =上半平面，kは
整数（ときに有理数）のパラメータ，微分記号は通常の τ に関する微分を 2πiで割ったものを表
す．E2(τ)は SL2(Z)に関する「重さ 2の Eisenstein 級数」で，その Fourier 展開は

E2(τ) := 1 − 24
∞∑

n=1

σ1(n)qn (q = e2πiτ ) (σr(n) =
∑

d|n,d>0

dr)

で与えられる．このE2(τ)は以下の主役である「準モジュラー形式」(“quasimodular form”)の
最も基本的な例で，SL2(Z)に関して変換則

(cτ + d)−2E2

(
aτ + b

cτ + d

)
= E2(τ) +

6

πi

c

cτ + d
(

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z))

を満たす. 一般に群 Γ ⊂ SL2(R)に関する重さ kの準モジュラー形式とは τ を固定した時

(cτ + d)−kf

(
aτ + b

cτ + d

)
− f(τ) が c

cτ + d
の多項式 (

(
a b

c d

)
∈ Γ)

となるもの (+増大度の条件)である (W. Nahm の定義，別の定義は [6]参照)が，Γ = SL2(Z)

の場合，準モジュラー形式とは具体的にはC[E2(τ), E4(τ), E6(τ)]の斉次な元のことである．こ
こにE4(τ), E6(τ)はそれぞれ重さ 4,6の Eisenstein 級数で Fourier 展開が

E4(τ) = 1 + 240
∞∑

n=1

σ3(n)qn, E6(τ) = 1 − 504
∞∑

n=1

σ5(n)qn

で与えられる．斉次とはE2 = E2(τ), E4 = E4(τ), E6 = E6(τ)の次数をそれぞれ 2,4,6とみてい
うのである．
微分方程式 (])kがどのようにして出てくるか，その特徴づけ，などについては [7], [3]の他に

[2]もご覧頂きたい．我々は [3]において，様々な kの値に対し (])kのモジュラー形式の解を超幾
何多項式を使って具体的に与えたが，その他に
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kが 6n+5の形の自然数ならば (])kはSL2(Z)に関する重さ k +1の準モジュラー
形式を解に持つ

ことを示した．今回の研究の発端は

この準モジュラー解は “extremal”である

ことに気がついたこと (小池)である. 次にこの概念の定義を与えよう. 以下モジュラー/準モジュ
ラー形式は SL2(Z)に関するものしか出ないので特に断らない.

2. Extremal quasimodular form

重さ kの準モジュラー形式 f ∈ C[E2, E4, E6]はこれをE2の多項式と思うと，ある整数 r ≥ 0

と重さ k − 2iのモジュラー形式 fi (0 ≤ i ≤ r)があって

f = f0 + f1E2 + · · · + frE
r
2

と書ける．

定義 f を上のように書いたとき，fr 6= 0であれば f は「深さ」(“depth”) rを持つという． 記
号QM

(r)
k により重さが kで深さが r以下の準モジュラー形式全体のなすCベクトル空間を表す.

深さ 0の準モジュラー形式がすなわち普通のモジュラー形式である． その空間QM
(0)
k をMkと

記す． 深さは明らかに k/2以下であり，重さ 2のモジュラー形式が存在しないことに対応して，
重さ k, 深さ k/2 − 1の準モジュラー形式は存在しないことに注意する．

Mk = QM
(0)
k ⊆ QM

(1)
k ⊆ · · · ⊆ QM

(k/2−2)
k = QM

(k/2−1)
k ⊆ QM

(k/2)
k = QM

(k/2+1)
k = · · · .

さて次の定義をする．

定義 f をQM
(r)
k \ QM

(r−1)
k の元，つまり重さ k, 深さ rの準モジュラー形式とし，空間QM

(r)
k

の次元をmとする: m = dimC QM
(r)
k (=

∑r
i=0 dimC Mk−2i)．f が extremal quasimodular form

(以下 ex-qmf と略す) であるとは，その Fourier 展開 f =
∑∞

n=0 anqnが

a0 = a1 = · · · = am−2 = 0, am−1 6= 0

を満たすことをいう． 更に am−1 = 1であれば「正規化されている」という．

注意 二次形式で extremal lattice という概念があり，付随するテータ級数や一般に Fourier 展
開が 1 + O(qm−1)であるようなモジュラー形式 ∈ Mk, dim Mk = m,を extremal modular form

ということがある．我々の条件は定数項も 0とする点で従来の言葉遣いと食い違っているが，紛
れはなかろうと思い（他によい言葉も思いつかないので）そのまま使うとする．（「両極端」とい
うとおり，二通りの「極端」があってもよかろう!?）
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重さが小さい場合の正規化された ex-qmf の実例をあげる．

重さ 2, 深さ 1：

E2 = 1 − 24q − 72q2 − 96q3 − 168q4 − 144q5 − 288q6 − · · · .

重さ 4, 深さ 2：

1

288
(E4 − E2

2)

(
= −E ′

2

24

)
= q + 6q2 + 12q3 + 28q4 + 30q5 + 72q6 + · · · .

重さ 6, 深さ 1：

1

720
(E4E2 − E6)

(
=

E ′
4

240

)
= q + 18q2 + 84q3 + 292q4 + 630q5 + 1512q6 + · · · .

重さ 6, 深さ 3:

1

51840
(5E3

2 − 3E4E2 − 2E6) = q2 + 8q3 + 30q4 + 80q5 + 180q6 + 336q7 + · · · .

重さ 8, 深さ 1：

1

1008
(E2

4 − E6E2)

(
= − E ′

6

504

)
= q + 66q2 + 732q3 + 4228q4 + 15630q5 + 48312q6 + · · · .

重さ 8, 深さ 2：

1

362880
(5E2

4 + 2E6E2 − 7E4E
2
2) = q2 + 16q3 + 102q4 + 416q5 + 1308q6 + 3360q7 + · · · .

重さ 8, 深さ 4：

1

11612160
(5E2

4+16E6E2+14E4E
2
2−35E4

2) = q3+
21

2
q4+54q5+192q6+546q7+1323q8+2856q9+· · · .

モジュラーな場合 (SL2(Z))は始めの次元分の Fourier 係数でその重さのモジュラー形式が一
意的に決まってしまうが，このことが準モジュラー形式でも成り立つかは明らかでないし，我々
は一般的にはその答えを知らない．すなわちまず問題として

重さ k, 深さ rの ex-qmf は r ≤ k/2, r 6= k/2 − 1を満たせば常に存在するであろ
うか，また存在する時，正規化すれば一意的であろうか．

深さが 1で重さ≡ 0 mod 6のときが先に述べた (])kの解になっている場合で，その他深さが 1

の ex-qmf はすべて具体的に与えることが出来，また (])k と類似の微分方程式の解になっている
ことが示される. それを次の §3で述べ，§4で深さ 2についての同様の結果を記述する．今度は
微分方程式の階数は 3となり，ex-qmf の具体的記述のために用いられる多項式系が，r = 1のと
きは 3 項漸化式で与えられたものが 4項漸化式になり，と，複雑さが一つ増す． §5 で r ≥ 3の
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場合について他，観察の結果予想されることをいくつか述べる．特に特別な型の微分方程式の果
たす役割，Fourier 係数の正値性とその意味，が興味のあるところである.

3. 深さ1の ex-qmf

k = 6n + 5のとき，よく知られたMk+1−2iの次元の公式により容易に dim QM
(1)
k+1 = n + 2

と計算されるが，先に述べた (])kの重さ k + 1 の準モジュラー解は，微分方程式の q = 0での
“exponent”を計算することにより qn+1の項から始まることが分かり, 解の具体的な表示から深
さが 1なので, 重さ k + 1, 深さ 1の ex-qmf であることが分かる．
数論的に意味のある特定の微分方程式 (])kの解として，Fourier 係数が次元分目いっぱい消え
る ex-qmf が現れていること，これは偶然であるかそれとも何か意味のある現象の一端であろう
か． 深さが 1で重さが mod 6の他の合同類に入る場合は同じ微分方程式では駄目だが，それに
近い方程式の解としてやはり ex-qmf が得られる. 深さ 1の場合の記述をまとめて書いておく．
今多項式列 Pn(x), P ∗

n(x) (n = 0, 1, 2, . . . )を

P0(x) = 1, P1(x) = x, Pn+1(x) = xPn(x) + µnPn−1(x) (n = 1, 2, . . . ),

P ∗
0 (x) = 1, P ∗

1 (x) = x, P ∗
n+1(x) = xPn(x) + µ∗

nP ∗
n−1(x) (n = 1, 2, . . . ),

ここに
µn = 12

(
6 − 1

n

)(
6 +

1

n + 1

)
, µ∗

n = 12

(
6 +

1

n

)(
6 − 1

n + 1

)
で定義する. はじめのいくつかは

P2(x) = x2 + 390, P3(x) = x3 + 808x, P4(x) = x4 + 1233x2 + 165750, . . .

P ∗
2 (x) = x2 + 462, P ∗

3 (x) = x3 + 904x, P ∗
4 (x) = x4 + 1341x2 + 201894, . . .

で, nの偶奇に応じてPn(x), P ∗
n(x)は偶/奇多項式となる. これは定義から明らかであろう. また,

これらの「随伴」多項式列Qn(x), Q∗
n(x)を, 初期値だけ異なる同じ漸化式

Q0(x) = 0, Q1(x) = 1, Qn+1(x) = xQn(x) + µnQn−1(x) (n = 1, 2, . . . ),

Q∗
0(x) = 0, Q∗

1(x) = 1, Q∗
n+1(x) = xQ∗

n(x) + µ∗
nQ∗

n−1(x) (n = 1, 2, . . . ),

で定義する. やはりはじめのいくつかを書くと

Q2(x) = x, Q3(x) = x2 + 418, Q4(x) = x3 + 843x,Q5(x) = x4 + 1314x + 192270, . . . ,

Q∗
2(x) = x, Q∗

3(x) = x2 + 442, Q∗
4(x) = x3 + 879x,Q∗

5(x) = x4 +
6354

5
x2 +

894102

5
, . . . ,

で, 今度は偶奇が反対になる. このとき次の定理が成り立つ.

定理 1 i) k = 6n + 5 (n = 0, 1, 2, . . . )とする. このとき√
∆(τ)

n
Pn

( E6(τ)√
∆(τ)

)E ′
4(τ)

240
−

√
∆(τ)

n+1
Qn

( E6(τ)√
∆(τ)

)
E2(τ) (∆ =

E3
4 − E2

6

1728
)
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は SL2(Z)に関する重さ k + 1(≡ 0 mod 6), 深さ 1の ex-qmf であり，微分方程式 (])kを満たす.

ii) k = 6n + 7 (n = 0, 1, 2, . . . )とする. このとき√
∆(τ)

n
Pn

( E6(τ)√
∆(τ)

)(
−E ′

6(τ)

504

)
−

√
∆(τ)

n+1
Qn

( E6(τ)√
∆(τ)

)
E2(τ)

は SL2(Z)に関する重さ k + 1(≡ 2 mod 6), 深さ 1の ex-qmf であり，微分方程式

f ′′ −
(

k + 1

6
E2 −

1

3

E6

E4

)
f ′ +

(
k(k + 1)

12
E ′

2 −
k

18

E ′
6

E4

)
f = 0 ( ′ =

1

2πi

d

dτ
= q

d

dq
)

を満たす.

iii) 重さ k + 1 ≡ 4 mod 6, 深さ 1の ex-qmf は i) で kを k − 4として得られるもののE4倍で
与えられる. 満たす微分方程式は

f ′′ −
(

k + 1

6
E2 −

2

3

E6

E4

)
f ′ +

(
k(k + 1)

12
E ′

2 −
k

9

E ′
6

E4

− 2

9

(
E4 −

E2
6

E2
4

))
f = 0.

i), ii) での表示式に
√

∆(τ)が入っているが, Pn(x), Qn(x) らのパリティーからこれは見かけ上
のものであることが分かる. すなわち平方根は常に外れて, これらの式はQ[E2, E4, E6]の元を与
える (E ′

4 = (E2E4 − E6)/3, E
′
6 = (E2E6 − E2

4)/2 (Ramanujan) にも注意). また iii) は，次元の
計算から k + 1 ≡ 0 mod 4ならば dim QM

(1)
k+1 = dim QM

(1)
k−3,従ってQM

(1)
k+1 = E4 · QM

(1)
k−3とな

ることによる．

定理の表示式は微分方程式を満たすことを言うのに都合がよい形なのであるが，見かけの√
∆(τ)が出ないようにするために更に nの奇偶で場合を分けてやると，面白いことに [7] で

調べた Atkin の直交多項式が現れる．すなわち多項式An(X), Bn(X)を初期値

A0(X) = 1, A1(X) = X − 720, B0(X) = 0, B1(X) = 1,

漸化式

An+1(X) = (X − (λ2n+1 + λ2n))An(X) − λ2nλ2n−1An−1(X) (n ≥ 1),

Bn+1(X) = (X − (λ2n+1 + λ2n))Bn(X) − λ2nλ2n−1Bn−1(X) (n ≥ 1),

ここに
λ0 = 1, λ1 = 720, λn = 12

(
6 +

(−1)n

n − 1

)(
6 +

(−1)n

n

)
(n ≥ 2),

で定義すると ({An(X)}が Atkin の直交多項式系)，
1

Nn

(E2(τ)∆(τ)nAn(j(τ)) − E4(τ)2E6(τ)∆(τ)n−1Bn(j(τ))) (Nn = λ2nλ2n−1 · · ·λ2λ1)

が重さ 12n + 2, 深さ 1の正規化された ex-qmf となる．extremal であることと，An(X), Bn(X)

がある超幾何級数の比の連分数展開の近似分数の分母分子として現れることがうまく対応して
いて証明される. その他の重さの場合も類似の直交多項式により同様に記述される．

5



ちなみに Atkin の直交多項式An(X)の数論的な性質として，pを素数，npを標数 pの超特異
楕円曲線の同型類の個数，とすると

Anp(X) mod pの根が丁度それらの楕円曲線の j不変量の全体

が成り立つことを記しておく．

4. 深さ2の ex-qmf

深さ rが 2以上の場合の ex-qmf も特別な微分方程式を満たしているようである. この節で
r = 2の場合の結果を，次節で r ≥ 3の場合について予想を述べる.

まず 0以上の整数 k, l, nと関数 f, gに対して Rankin-Cohen 括弧積 [ , ]
(k,l)
n を

[f, g](k,l)
n :=

n∑
i=0

(−1)i

(
n + k − 1

n − i

)(
n + l − 1

i

)
f (i)g(n−i)

で定義する. 微分は引き続きτに関する微分の (2πi)−1倍を表すとする．[f, g]
(k,l)
0 = fg, [f, g]

(k,l)
1 =

kfg′ − lf ′g, などとなる． f, gがある群 Γ ⊂ PSL(2,R)に関してそれぞれ重さ k, lのモジュラー
形式の時, [f, g]

(k,l)
n は Γに関する重さ k + l + 2nのモジュラー形式になる ([8]参照)．

この括弧積を用いて微分作用素 θ
(r)
k を

θ
(r)
k (f) := f (r+1) − k + r

12
[E2, f ](2,k)

r

で定義する. r = 0の場合の
θ

(0)
k (f) = f ′ − k

12
E2f

は Serre の作用素とも呼ばれることのある作用素で，重さ kのモジュラー形式を重さ k + 2のモ
ジュラー形式にうつす．また，r = 1のとき

θ
(1)
k (f) = f ′′ − k + 1

6
E2f

′ +
k(k + 1)

12
E ′

2f

で，これはもともと考えていた微分方程式 (])kの左辺に他ならない．この作用素は一般に

f ∈ QM
(n)
k+n ならば θ

(r)
k (f) ∈ QM

(n)
k+n+2(r+1) (∀n ≥ 0)

という性質を持つ (普通は微分すると深さが増大する)．とくに

f が重さ kのモジュラー形式ならば θ
(r)
k (f)は重さ k + 2(r + 1)のモジュラー形式

が成り立つ．これだけでは θ
(r)
k は特徴付けられないが，r = 0, 1の場合の自然な拡張として何か

よい特徴づけはないものかと考えている.

次が定理 1に対応する，深さ 2の場合の ex-qmf の記述である．
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多項式 Pn(x), Qn(x), Rn(x)を初期値

P0(x) = 0, P1(x) = −120, P2(x) = −420x,

Q0(x) = 0, Q1(x) = 0, Q2(x) = −420,

R0(x) = 1, R1(x) = 0, R2(x) = 0,

漸化式は共通の

Pn+1(x) = anxPn(x) + bnx2Pn−1(x) + cnPn−2(x) (n ≥ 2),

Qn+1(x) = anxQn(x) + bnx2Qn−1(x) + cnQn−2(x) (n ≥ 2),

Rn+1(x) = anxRn(x) + bnx2Rn−1(x) + cnRn−2(x) (n ≥ 2),

ただし

an = 16n3 − 20n2 + 2n − 1,

bn = −(4n − 9)(4n − 1)(2n − 1)2(n − 1)2,

cn = 8(4n − 13)(4n − 9)(4n − 7)(4n − 5)(4n − 1)(2n − 3)2(2n − 1)2,

で定義する． このとき

定理 2 k = 4n (n = 0, 1, 2, . . .) とする．このとき

3
√

∆(τ)
n−1

Pn

( E4(τ)
3
√

∆(τ)

)(
−E ′

2(τ)

24

)
+ 3

√
∆(τ)

n−2
Qn

( E4(τ)
3
√

∆(τ)

)(
−E ′

6(τ)

504

)
+ 3

√
∆(τ)

n
Rn

( E4(τ)
3
√

∆(τ)

)
は重さ k, 深さ 2の ex-qmf であり，微分方程式 θ

(2)
k−2(f) = 0, すなわち

f ′′′ − k

4
E2f

′′ +
k(k − 1)

4
E ′

2f
′ − k(k − 1)(k − 2)

24
E ′′

2f = 0

の解である．

注意　深さが 1の場合，初めは微分方程式 (])kを主体に考えていたから ex-qmf の重さは k + 1

としたのだが，ここでは ex-qmf の重さを kとしているので微分方程式のインデックスは k − 2

となっている．深さ 1のとき ex-qmf の重さを kとすると k ≡ 0 mod 6のとき満たす微分方程式
は θ

(1)
k−1(f) = 0である．

定理 1ではE6/
√

∆ =
√

j − 1728, 定理 2ではE4/
3
√

∆ = 3
√

jが現れた．これは何を意味してい
るのであろうか.

深さが 2で重さが 2 ≡ mod 4である ex-qmf は微分方程式

θ
(2)
k−2(f) +

1

20

E4

E6

[E4, f ]
(4,k−2)
2 − 24(k − 1)(k − 3)

∆

E6

f = 0
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を満たすものと予想され，同じ方法で証明できるはずであるが，実行していない,

5. 予想

深さが一般の ex-qmf についてはまだよく分からないが，実例を計算する限り常に存在し (正
規化すると) 一意的のようである. その計算実験によって少なくとも次が予想される．

予想 深さ r, 重さ kの組 (r, k)が (3, 0 mod 6) または (4, 0 mod 12) のときの ex-qmf は微分方
程式

θ
(r)
k−r(f) = 0

の解であろう．(r = 1, 2について (r, k) = (1, 0 mod 6), (2, 0 mod 4)のときこのようになってい
るというのが定理 1 i), 定理 2である.)

r ≥ 5の ex-qmf は存在したとしても，どのような重さであれ θ
(r)
k−r(f) = 0の解にはならない．

これは exponent の計算から導かれる． r ≤ 4が何らかの意味で特別らしいことは次の観察から
も伺える．

予想 深さ≤ 4の正規化された ex-qmf の Fourier 係数は例外E2 (深さ 1, 重さ 2) を除きすべて
正であろう． またこのとき係数の分母には常に k − 1以下の素因子しか現れないだろう．

深さ 5以上の場合は重さによって負係数が現れたり，分母に不規則に大きな素因子が現れたり
する. この違いの拠って来たるところを明らかに出来ればよいと思う. [3]で調べたように，r = 1

のときの θ
(1)
k (f) = 0は 1/j(τ)を (局所的な) 変数に取り直してやると超幾何微分方程式になり，

解が超幾何級数で与えられる. θ
(2)
2 = 0 についても同様に解が超幾何級数 3F2で書ける．ところ

が r ≥ 3になるとどうもそのようにはなってないようである． r = 4まで類似の現象が起こって
いることの説明は何を根拠にすればよいのか，模索状態である.

Fourier 係数が正であるということについて，先に例に挙げた重さ 6, 深さ 3の形式は実際にそ
の係数に意味がつく． すなわちその qdの係数は

(C上) 種数 2の曲線から種数 1の曲線への d次「単純被覆」の個数

である (Dijkgraaf [1], および [6]参照)．上の種数 2を一般の gにしても同様の母関数は準モジュ
ラー形式 (重さ 6g − 6) となるが，最早 extremal ではない． 従って別の対象を探さなければな
らないが，他の ex-qmf についても Fourier 係数に何らかの意味がつくのかはきわめて興味のあ
るところである．
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