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1. 序

以下は主として，伊原先生のこの方面での最初の論文 [PGC]の紹介である．勿論それ以前

の色々なお仕事や考えておられたことから導かれていったものに違いないであろうが，先生

が代数多様体，とりわけP1 \ {0, 1,∞}の数論的基本群へのガロア表現について考えられる
ようになったのは，当時のノートや資料を見ると，1983年の夏ごろからであると思われる．

翌 1984年 4月から 6月まで（多少の前後はあるかもしれない）シカゴに滞在され，帰国後

の夏すぎくらいに [PGC] のプレプリントを公にされた． そして 10月 25日からの後期授業

でその内容を講義された．当時私は修士課程の 2年生で，修士論文の目途も立たず鬱々とし

た日々を送っていたものだが，憧れて勉強した志村－谷山の虚数乗法やヴェイユの “Jacobi

sums as Grössencharaktere” などを縦横に使うこの論文に飛びつき，貪り読んだ．それから

丁度 20年後にこの論文を紹介する役を依頼され引き受けることになったのは奇しき因縁と

言えば大げさであろうか，感慨深いものを感じる. しかるに実際の紹介は単純に論文を追っ

ていく位のことしか出来ず，私なりの独創的な紹介など出来得べくもないのは申し訳なくま

た恥ずかしいことではある．伊原先生は常日頃「解説よりも原論文を」と言われた．解説の

拙さを棚に上げるようだが，是非原論文を読んでいただきたい.

2. 設定

素数 ℓを以下最後まで固定する．有理数体Qの代数閉包をQとし，Q上の tを不定元と

する有理関数体をK = Q(t)とする． M をK上 t = 0, 1,∞の外では不分岐な最大の pro-ℓ

拡大，そのK上のガロア群を Fとする：F = Gal (M/K) . Fは階数 2の自由 pro-ℓ群と同型

で，その位相的な生成元 x, y, z, ただし xyz = 1, として，それぞれが t = 0, 1,∞の上のある
素点の惰性群の生成元となるようなものを取ることが出来る（p.51, Proposition 1, ページ数

は [PGC]のもの，以下同様）．以下このような x, y, zを固定する．注意として，このとき自

然に 1の原始 ℓn乗根 ζnの系 (ζn)n≥1で ζℓn+1 = ζnとなるものが定まる（p.52 下段）．以下 ζn

はこのように定まった 1の原始 ℓn乗根を表す.

さてガロア群の完全系列

1 → Gal
(
M/Q(t)

)
→ Gal (M/Q(t)) → Gal

(
Q(t)/Q(t)

)
→ 1

と同型 Gal
(
Q(t)/Q(t)

)
≃ Gal

(
Q/Q

)
により，Gal

(
Q/Q

)
の元 ρに対しその一つの延長

ρ∗ ∈ Gal (M/Q(t))をとり，ρ∗ による共役で与えられる Fの同型写像

F = Gal
(
M/Q(t)

)
∋ g 7→ ρ∗gρ∗−1 ∈ F
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を考えると，延長 ρ∗の取り方の自由度は Fの内部自己同型による違いしか引き起こさない

ので，外部自己同型群への準同型

φQ : Gal
(
Q/Q

)
−→ Out(F) = Aut(F)/Int(F)

φQ(ρ) = {g 7→ ρ∗gρ∗−1}

を得る． これが考えるべき基本的な表現である.

このとき次が成り立つ（[PGC] pp.52–53）．

定理 1 i) φQの像は

Φ :=
{
σ ∈ Aut(F)

∣∣∃α ∈ Z×
ℓ , σx ∼ xα, σy ∼ yα, σz ∼ zα

}
/Int(F)

に入る．（∼は Fにおける共役を表す.）

またφQ(ρ) ↔ αのとき，α = χ(ρ):円分指標，である．（円分指標とは，ζρn = ζ
χ(ρ)
n ,∀nで定

まる準同型 φQ → Z×
ℓ のこと．）

ii) φQは ℓの外で不分岐．

ii)については松本さんの稿を参照．

Out(F)で考えるのは何かと不便なのだが，この Φには Aut(F)への都合のよい持ち上げ

(Bely̌ı lifting とよばれる)

Φ∗ :=
{
σ ∈ Aut(F)

∣∣∃α ∈ Z×
ℓ , σx ∼ xα, σy ≈ yα, σz = zα

}
が存在する. ここに≈は Fの（位相的）交換子群 F′ = [F,F]の元による共役を表す．

3. メタアーベル化，構造定理

さて，[PGC] においてはすべてをFの二重交換子群F′′ = [F′,F′]で割ったレベルで考える.

つまりガロア表現

ψQ : Gal
(
Q/Q

)
−→ Ψ :=

{
σ ∈ Aut(F/F′′)

∣∣∃α ∈ Z×
ℓ , σx ∼ xα, σy ∼ yα, σz ∼ zα

}
/Int(F/F′′)

とその Bely̌ı の持ち上げ

ψ∗
Q : Gal

(
Q/Q

)
−→ Ψ∗ :=

{
σ ∈ Aut(F/F′′)

∣∣∃α ∈ Z×
ℓ , σx ∼ xα, σy ≈ yα, σz = zα

}
を考える．ここで，x, y, z mod F′′を x, y, zと書いている．また∼,≈はそれぞれF/F′′,F′/F′′

の元による共役を表す．

[PGC] の主結果は，このガロア表現 ψ∗
Qを
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• フェルマー曲線のヤコビアンの等分点へのガロア作用（虚数乗法論）

• 円単数のべき根へのガロア作用（岩澤理論）

によって記述したことである，と大雑把には言える．（あと π1(P
1 \ {0, 1,∞}) へのガロア表

現の基本的な枠組みを与えたこと．）これらを述べるためにF′/F′′の構造，Ψ∗ のより具体的

な記述についてまず準備をする．

F′/F′′は F/F′の元による共役作用で F/F′-加群となり，自然に完備群環 Zℓ[[F/F
′]]上の加

群となる．x, yの作用をそれぞれ 1 + u倍，1 + v倍と対応させることにより F′/F′′を

A = Zℓ[[u, v]] ≃ Zℓ[[u, v, w]]/ ((1 + u)(1 + v)(1 + w)− 1)

上の加群と見る. u, vの作用はそれぞれ g 7→ [x, g] = xgx−1g−1, g 7→ [y, g] である． 今後A
の元はしばしば Zℓ[[u, v, w]]/ ((1 + u)(1 + v)(1 + w)− 1) の元とみなされる（その方が対称

性があって都合のよいことが多い）．

Rn := xℓ
n

, yℓ
n

, zℓ
n

を含む Fの最小閉正規部分群

とおくと，F′Rnに対応するK = Q(t)の拡大体がKn := K(t1/ℓ
n
, (1−t)1/ℓn)で（Gal (Kn/K) ≃

F/F′Rn）これはフェルマー曲線 Xn : Xℓn + Y ℓn = Zℓn の関数体，種数は (ℓn − 1)(ℓn −
2)/2． また F′′Rn に対応するのが Kn の最大不分岐 pro-ℓ アーベル拡大 Kurab

n ，ガロア群

Gal
(
Kurab

n /Kn

)
はXnのヤコビ多様体の ℓべき等分点のテイト加群 Tℓ(Jac(Xn))と同型．ま

たK ′ =
∪

nKn, K
′′ =

∪
nK

urab
n がそれぞれ F′,F′′と対応する．

定理 2 i) F′/F′′は [x, y]で生成される階数 1の自由A-加群である．

ii) F′/F′ ∩ F′′Rnは [x, y]で生成される階数 1の自由A/an -加群である． ここに anは次

の元で生成されるAのイデアル：

αn =
ℓn−1∑
i=0

(1 + u)i, βn =
ℓn−1∑
i=0

(1 + v)i, δn =
ℓn−2∑
i=0

i∑
j=0

(1 + u)i(1 + v)j.

（実はあとでこのイデアル anは{
F (u, v, w) ∈ A |F (ζan − 1, ζbn − 1, ζcn − 1) = 0,∀a, b, c ∈ Z/ℓn \ {0}, a+ b+ c = 0

}
に等しいことが示される．）

証明には組み合わせ群論の Reidemeister-Schreier の方法を用いて，有限レベルの ii) を，

Zℓ加群としての階数の計算から示し，それから i) を導く．

この定理が分かるとまず

Ψ∗
1 := Ψ∗の元でα = 1に取れるもののなす部分群（“ノルム 1”の部分）
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が次のように記述される．

σ ∈ Ψ∗
1はF/F′に自明に作用するので，σの引き起こすAut (F′/F′′)の元はF/F′の作用と可

換，すなわちA-自己同型になり，あるA×の元倍することとなる．つまり σ[x, y] = Fσ[x, y]

となる Fσ ∈ A× があり対応Ψ∗
1 ∋ σ 7→ Fσ ∈ A×は群準同型．

定理 3A この σ 7→ Fσにより

Ψ∗
1 ≃ 1 + uvwA.

σx = sxs−1, σy = tyt−1と書くと s, t ∈ F′/F′′とできて，σz = zより sxs−1tyt−1 = xy. 定

理は，Ψ∗
1の元とこのような s, t ∈ F′/F′′が一対一に対応することを示した上で σ[x, y]を計算

することにより示される．

一般の場合はさらに複雑な計算ののち，

定理 3B σ 7→ (N(σ), Fσ)により

Ψ∗ ≃ Θ :=
{
(α, F )| α ∈ Z×

ℓ , F ∈ A×, F mod uvw = θα
}
.

ここに，N(σ)は σx ∼ xαとなるときの α，Fσは σ[x, y] = Fσ[x, y] で定まるAの元，今度
は σ 7→ Fσ は準同型にはならず（1-コサイクル），Θ に (α, F ) · (β,G) = (αβ, FGjα), jα :

1 + u 7→ (1 + u)α, 1 + v 7→ (1 + v)α, 1 + w 7→ (1 + w)αで群構造を入れてΨ∗とΘが群同型

となる．またΘの定義の中の θαは αで定まるある mod uvwの類で，具体形はここでは省

略する．

4. フェルマー曲線のヤコビアンの等分点への作用—値の公式

定理 3Bで得られた同型により，ガロア表現

ψ∗
Q : Gal

(
Q/Q

)
∋ ρ 7→ (χ(ρ), Fρ) ∈ Θ ≃ Ψ∗

が得られた． χ(ρ)は円分指標で，Fρは ρ∗[x, y]ρ∗−1 = Fρ · [x, y]によって定まるA×の元．こ

こで ρ∗は ρのGal (M/Q(t))への延長で，

ρ∗xρ∗−1 ∼ xχ(ρ), ρ∗yρ∗−1 ≈ yχ(ρ), ρ∗zρ∗−1 = zχ(ρ)

なるもの（一意的）．
{
ρ∗| ρ ∈ Gal

(
Q/Q

)}
に対応するM の部分体をM∗とおくと，t, t− 1

の ℓn 乗根 tn, (t− 1)nで，tn, (t− 1)n ∈M∗なるものが一意的に定まることが分かる（[PGC]

pp.56–57）.

今，三つ組み (a, b, c)で a, b, c ∈ Z/ℓn \ {0}, a + b+ c = 0, 少なくとも二つは ∈ (Z/ℓn)×,

なるものに対し，X(a,b,c)
n を，Q上の完備非特異曲線で関数体Q(t, t

⟨a⟩
n (t − 1)

⟨b⟩
n )をもつもの

とする． a ∈ Z/ℓnに対し ⟨a⟩ = ⟨a⟩nで [0, ℓn)における a mod ℓnの代表を表す．
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このX
(a,b,c)
n のヤコビ多様体 Jac(X

(a,b,c)
n )の“primitive part” A

(a,b,c)
n を次のように定義する.

sn = t
⟨a⟩
n (t − 1)

⟨b⟩
n とし，θnで t 7→ t, sn 7→ ζn · snが引き起こすX

(a,b,c)
n ⊗Q(ζn) の自己同型

写像を表し，対応する Jac(X
(a,b,c)
n )の自己準同型も同じ θn で表す．このときKer(θℓ

n−1

n − 1)

の原点の連結成分Ker(θℓ
n−1

n − 1)0はQ上定義された Jac(X
(a,b,c)
n )の部分アーベル多様体とな

る． そこで

A(a,b,c)
n := Jac(X(a,b,c)

n )/Ker(θℓ
n−1

n − 1)0

と定義すると，これはQ上定義されたアーベル多様体で，ζn 7→ θnにより準同型

i(a,b,c)n : Z[ζn] −→ End
(
A(a,b,c)

n ⊗Q(ζn)
)

が得られる．第一種微分への作用を計算することにより，A(a,b,c)
n はQ(ζn)を虚数乗法にもつ

CM型アーベル多様体で，そのCM型は{
σ−k | k ∈ (Z/ℓn)× , ⟨ka⟩n + ⟨kb⟩n + ⟨kc⟩n = 2ℓn

}
（σ−kは ζn 7→ ζ−k

n なるQ(ζn)の自己同型）であることが分かる.

K
(a,b,c)
n = K(t

⟨a⟩
n · (t− 1)

⟨b⟩
n )とし，L(a,b,c)

n をK
(a,b,c)
n の最大不分岐 pro-ℓ アーベル拡大とす

ると，自然な写像

π(a,b,c)
n : F′/F′′ ≃ Gal (K ′′/K ′) −→ Gal

(
L(a,b,c)
n /K(a,b,c)

n

)
≃ Tℓ(Jac

(
X(a,b,c)

n )
)
−→ Tℓ(A

(a,b,c)
n )

があるので，これによる [x, y]の Tℓ(A
(a,b,c)
n )における像を [x, y]

(a,b,c)
n と書くことにする．

定理 4 ρ ∈ Gal
(
Q/Q

)
に対し ψ∗

Q(ρ) = (χ(ρ), Fρ) ∈ Θとするとき，

ρ · [x, y](a,b,c)n = Fρ(ζ
a
n − 1, ζbn − 1, ζcn − 1) · [x, y](a,b,c)n .

（左辺は Tℓ(A
(a,b,c)
n )へのガロア作用．）

一方で Weil によれば，このガロア作用はヤコビ和で記述されるのであった．すなわち，p

を ℓとは異なる素数とし，pを pのQへのある延長，ρ(p) ∈ Gal
(
Q/Q

)
をそのフロベニウス

とし，pnを pが定めるZ[ζn]の素イデアル，χpnを付随する冪剰余指標とする．先の組 (a, b, c)

に対しヤコビ和 J
(a,b,c)
ℓn (pn)が

J
(a,b,c)
ℓn (pn) = −

∑
x,y∈(Z[ζn]/pn)×

χpn(x)
aχpn(y)

b

で定義される． このとき，

定理 7 記号は上の通りとし，pの (Z/ℓn)×での位数を f とするとき，

J
(a,b,c)
ℓn (pn) = Fρ(p)f (ζ

a
n − 1, ζbn − 1, ζcn − 1).
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この定理故に冪級数 Fρ(u, v, w)は「ヤコビ和の普遍冪級数」と呼ばれる. この冪級数が

もともと満たす mod uvwでの合同式があるので，定理の系としてヤコビ和の合同式が得ら

れる．

5. 円単数の冪根への作用—係数の公式

ρ ∈ Gal
(
Q/Q(µℓ∞)

)
に対するFρの係数の公式が，まず [PGC]においては ρが惰性群の元

の場合に，後に [A], [C], [IKY]において一般に与えられた．

Un :=
{
εn ∈ Qℓ(µℓn) |NQℓ(µℓn )/Qℓ

(εn) = 1, εn ≡ 1 mod ζn − 1
}

とすると，局所類体論により標準的な準同型

[cl] : U −→ Gal (Ωℓ/Q(µℓ∞))

を得る. Ωℓは ℓの外で不分岐なQ(µℓ∞)の最大 pro-ℓアーベル拡大． これと表現 ψ∗
Qの合成

により写像

ψU
1 : U −→ Ψ∗

1 ≃ 1 + uvwA

を得る.

一方 Coleman 冪級数というものがある．それは Uの各元 ε = (εn)に対し定まる一変数冪

級数 fε(t) ∈ Zℓ[[t]]
× で，fε(ζn − 1) = εnなる性質を持つ（fεは 1の冪根の系 (ζn) の取り方

に依存する）．対応 ε 7→ fεはZ×
ℓ の作用と両立する群準同型．T = log(1 + t)と変数変換し，

fε(t) = exp

(
∞∑

m=0

φm(ε)

m!
Tm

)
と書く．φm ∈ Hom (U,Zℓ(m))で，Coates-Wiles 準同型と呼ばれる.

定理 10

ψU
1 (ε) = exp

( ∑
m≥3,odd

Lℓ(m,ω
1−m)φm(ε)

m!
(−Um − V m −Wm)

)
.

ここに，Lℓ(s, ω
1−m)は ℓ-進 L関数，ωは Teichmüller 指標，U ＝ log(1 + u), V = log(1 +

v),W = log(1 +W ).

証明は長く（論文の最後約 10ページ），志村・谷山の虚数乗法，Coleman 冪級数の性質

と計算，Stickelberger 元と ℓ-進 L関数を結びつける岩澤の定理等，縦横に使ってなされる．

最後に定理 10 の global 版である [IKY]の定理を述べて終わる.

G = Gal
(
Ωab

ℓ /Q(µℓ∞)
)
とおく．m,n ≥ 1に対し ε

(m)
n =

∏
a∈(Z/ℓn)×(ζ

a
n − 1)⟨a

m−1⟩n とおき，

χm(ρ) (ρ ∈ G) を

ζχm(ρ)
n =

{
(ε(m)

n )1/ℓ
n}ρ−1

, ∀n ≥ 1
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で定義すると，χm ∈ Hom(G,Zℓ(m))である． 制限写像

Resm : Hom (G,Zℓ(m)) −→ Hom (U,Zℓ(m))

により χmを Uに制限すると

定理 (Coleman)

Resm(χm) = (ℓm−1 − 1)Lℓ(m,ω
1−m)φm (m > 1).

従ってResmが単射であることと Lℓ(m,ω
1−m) ̸= 0は同値で（例えば ℓが正則素数ならそ

うなる），もしこれがすべてのmについて成立しているなら，定理 10 により

ψ1(ρ) = exp

( ∑
m≥3,odd

(1− ℓ1−m)−1χm(ρ)

m!
(Um + V m +Wm)

)

となる．

定理 (Anderson, Coleman，Ihara-K.-Yukinari) 上の公式が無条件に任意の ρ ∈ Gに

対し成り立つ.

各mでのResmの単射性はLℓ(m,ω
1−m) ̸= 0かという難しい問題になるが，母関数全体と

しては一種の単射性が成り立つことが言えるのである.

伊原先生はその後すぐに ρがQ(µℓ∞)を固定しない場合にもFρの上の形の係数公式を得て

おられ，それは [ICM90]に述べられている.

1990年に京都で行われた国際数学者会議（ICM）において先生はそれまでの成果を講演

された．その報告集に載った [ICM90]において当時までの結果と関連文献を概観することが

出来る. この ICM を機に次々と重要な進展が巻き起こっていったように思われる. 私自身

は 90年代以降この方面の仕事をしておらず，文献などにも眼が行き届いていないため到底

その後の発展を解説する任にない． 他の方の稿に委ねたく思う.
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