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問題 [Ganea, 1971, (全15題) [7]]

1. 多様体のL-S categoryを計算せよ。 例えばLie群、

Stiefel多様体、etc.· · ·

2. cat(X×Sn) = cat(X) + 1である。 これは正しいか?

4. 球面上の球面束のLS categoryを束の特性写像のホモ

トピー不変量によって記述せよ。
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1 Lusternik-Schnirelmann category

定義 1.1

cat(X) = Min



m≥0

∣∣∣∣∣∣
∃{A0, ..., Am ; closed in X}
X =

⋃m
i=0Ai,

each Ui is con-

tractible in X





= Min

{
m≥0

∣∣∣∣
∆m+1 : X → ∏m+1X is compress-

ible into the fat wedge
∏m+1

m X .

}

定理 1.2 (Lusternik-Schnirelmann [15])

閉多様体M上定義されたいかなる C∞-写像も cat(M)+1

個以上の critical points を持つ。

1.1 「強い」猫たち

以下の位相不変量 gcat(X)も同様に定義されるが、R. H.

Fox によってホモトピー不変でないことが知られている。

さらにGaneaによってこれをホモトピ－不変となるように

変更した不変量Cat(X)が与えられた。

gcat(X) = Min



m≥0

∣∣∣∣∣∣
∃{A0, ..., Am ; closed in X}
X =

⋃m
i=0Ai,

each Ai is con-

tractible





Cat(X) = Min
{
m≥0

∣∣∃{Y ('X)} gcat(Y ) = m
}

定理 1.3 (Ganea [6]) Cat(X)−1 ≤ cat(X) ≤ Cat(X).
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定義 1.4 (Ganea [6])位相空間Xに対して、CW複体の

連続写像の集合{hn : An → Yn m ≥ n ≥ 0}で、Y0 = {∗}
とYn+1 = C(hn) ⊃ Yn (m−1 ≥ n)をみたしYm ' Xとなる

ものをすべて考える。各々の集合はいったいいくつの写像

からなるのであろうか？ その最少数から1を引いた数を

Cone(X)で表す。 またこの表示をXのcone分解と呼ぶ。

定理 1.5 (Ganea [6]) Cone(X) = Cat(X)である。

事実 1.6(1) cat({∗}) = 0である。

(2) cat(Sn) = 1である。一般にcat(ΣV ) ≤ 1である。

(3) XがY を支配すれば、cat(X) ≥ cat(Y )である。特に、

XがY とホモトピー同値ならcat(X) = cat(Y )である。

(4) (Varadarajan [23], Hardie [8]) Fibre束 (E, p,B, F )は

cat(E)+1 ≤ (cat(F )+1)·(cat(B)+1)をみたす。

(5) (Fox [5]) cat(X×Y ) ≤ cat(X)+ cat(Y )である。

(6) (Takens [22]) Cat(X×Y ) ≤ Cat(X)+ Cat(Y )である。

問題 多様体Mは常にcat(M) = Cat(M)をみたすか？
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例 1.7(1) X = Sn: Sn−1 → {∗} ↪→ Sn, Cat(Sn) = 1.

(2) X = FPm: （F = R, C or H, d = dimF）

Sd−1 → {∗} ↪→ Sd = FP 1, S2d−1 → FP 1 ↪→ FP 2,

· · · , Smd−1 → FPm−1 ↪→ FPm, Cat(FPm) = m.

(3) X = SU(3): CP 2 → {∗} ↪→ S3 ∪η3 e5 = SU(3)(5),

S7 → SU(3)(5) ↪→ SU(3), Cat(SU(3)) = 2.

(4) X = Sp(2): S2 → {∗} ↪→ S3 = Sp(2)(3),

S6 → Sp(2)(3) ↪→ Sp(2)(3) ∪ e7 = Sp(2)(7),

S9 → Sp(2)(7) ↪→ Sp(2), Cat(Sp(2)) = 3.

(5) X = G2: CP 2 → {∗} ↪→ S3 ∪η3 e5 = G2
(5),

(S5 ∨ e7) → G2
(5) ↪→ G2

(5) ∪ (e6 ∨ e8) = G2
(8),

(S8 ∨ e10) → G2
(8) ↪→ G2

(8) ∪ (e9 ∨ e11) = G2
(11),

(S13) → G2
(11) ↪→ G2, Cat(G2) = 4.

定義 1.8 gd(X) = Min
{
m≥0

∣∣∃{Y ('X)} dimY = m
}

問題 [Eilenberg-Ganea [3]] 離散群Gについての次の不等式

は常に等号となるか？

cd(BG) ≤ cat(BG) ≤ Cat(BG) ≤ gd(BG).
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1.2 「弱い」猫たち

定義 1.9 (Whitehead [24, 25])

wcat(X) = Min

{
m≥0

∣∣∣∣∣
∆̄m+1 : X → ∧m+1X

is trivial.

}

ここで
∏m+1X/

∏m+1
m X =

∧m+1X（smash積）に注意す

れば位相空間Xに対して次が成立する。

定理 1.10 (Whitehead)(1) wcat(X) ≤ cat(X)である。

(2) h∗を乗法的一般コホモロジー論とする。h̃∗(X)のどれ

かm個の元の積が0でないならwcat(X) ≥ mである。

定義 1.11 cup-lengthは c(−)と表わされることも多いが、

ここではChern classとの重複を避けてcup(−)と表わす：

(1) hを乗法的コホモロジーとするとき、次で定義する。

cup(X ;h) = Min
{
m≥0

∣∣∣ ∀{u0,··· ,um∈h̃∗(X)}u0····um = 0
}

(2) cup(X) = Max {cup(X ;h) |h：乗法的コホモロジー}

注 1.12 h∗=H∗( ;R)のときcup(X ;h)をcup(X ;R)で表す。

定理 1.13 h∗(−)を乗法的コホモロジー論とする。

(1) cup(X ;h)≤ cup(X)≤wcat(X)≤ cat(X)≤Cat(X).
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(2) cup(X) = Min

{
m ≥ 0

∣∣∣∣∣
∆̃m+1 : X → ∧m+1X

is stably trivial

}

例 1.14(1) cup(Sn;R) = 1 = Cat(Sn), hは任意の環。

(2) cup(RPm;Z) = [m2 ], cup(RP;Z/2Z) = m = Cat(RPm).

(3) cup(Ln(p);R) = n < 2n+1 = Cat(Ln(p)), pは奇素数で

Rは任意の環。

(4) cup(SU(n);Z) = n−1 = Cat(SU(n)).

(5) cup(G2;Z) = 3 < 4 = cup(G2;Z/2Z) = Cat(G2).

(6) cup(Sp(2);R) = 2 < 3 = cup(Sp(2); KO) = Cat(Sp(2)),

Rは任意の環でKOは実K理論。

(7) cup(Sp(3); KO) = 4 < 5 = cup(Sp(3)) = Cat(Sp(3)).

(8) G = Spin(`), (` ≤ 8), G = SO(m), (m ≤ 9) 又は G =

PU(n), (n ≤ 5)のときcup(G) = Cat(G)である。

(9) t > r > 1とし、EをSt=1上のSr束とすると、cup(E) =

2 ≤ cat(E) ≤ Cat(E) ≤ 3が常に成立し、cup(E) = 2 <

3 = cat(E) = Cat(E)となるEも存在する。
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2 A∞構造とL-S category

空間Xに対し、そのループ空間ΩXはStasheffのA∞構造

を持つ。 － 準ファイバー空間列 {pΩX
m : Em+1(ΩX) →

Pm(ΩX)}で、次の図を可換にするものが存在する。

ΩX E2(ΩX) · · · Em(ΩX) Em+1(ΩX) · · · E∞(ΩX)

{∗} P 1(ΩX) · · · Pm−1(ΩX) Pm(ΩX) · · · P∞(ΩX) X

y w
∗o

u
pΩX
1

y w
∗o

u
pΩX
2

y w
∗o

y w
∗o

u
pΩX

m

y w
∗o

u
pΩX

m+1

y w
∗o

u
pΩX
∞

y w y w y w y w y w y w u
hX'

注 2.1このような準ファイバー空間列は一意ではない。

定理 2.2 ([6] or [9]) 位相空間Xがcat(X)≤mを満たす
には、P∞(ΩX) ⊃ Pm(ΩX)へのホモトピ－同値hX : X

'→
P∞(ΩX)の圧縮（cat(X)≤mの構造写像）σ(X) : X →
Pm(ΩX)の存在が必要十分である。

StasheffのA∞-構造の「普遍性」から次が得られる。

定理 2.3 ([9]) 位相空間X,Y がcat(X×Y )≤mを満たす
には、P∞(ΩX)×P∞(ΩY ) ⊃

⋃
i+j=m

P i(ΩX)×P j(ΩY )への

hX×hY の圧縮σ(X,Y ) : X×Y →
⋃

i+j=m

P i(ΩX)×P j(ΩY )

の存在が必要十分である。
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2.1 (高次Hopf不変量)

Berstein-Hilton [1]により高次Hopf不変量は次のように与

えられた（sは diagonal map の fat wedge への圧縮）：

Hs
m : πq(X ;A) → πq+1(

∏m+1X,
∏m+1

m X ;A), q ≥ 1

定義 2.4 (非安定および安定Hopf不変量)

１） cat(X) ≤ mを満たす空間Xと懸垂空間ΣV に対し

Hm : [ΣV,X ] → 2[ΣV,Em+1(ΩX)],

Hm(f ) =

{
Hσ(X)
m (f )

∣∣∣∣
σ(X)は cat(X) = mに対す
る構造写像

}

⊂ [ΣV,Em+1(ΩX)] for f ∈ [ΣV,X ].

２） さらに安定化関手Σ∞により安定化する。

Hm : [ΣV,X ]
Hm→ 2[ΣV,Em+1(ΩX)] 2Σ∞∗→ 2{ΣV,E

m+1(ΩX)}

Hm(f ) =

{
Hσ(X)
m (f )

= Σ∞Hσ(X)
m (f )

∣∣∣∣
σ(X)は cat(X) = mに
対する構造写像

}

⊂ {ΣV,Em+1(ΩX)} for f ∈ [ΣV,X ]

３） また次が非安定crudeホップ不変量と呼ばれる。

H̄m : [ΣV,X ]
Hm→ 2[ΣV,Em+1(ΩX)] → 2[Σ2V,ΣEm+1(ΩX)]

→ 2[Σ2V,ΣΩX∧···∧ΣΩX] → 2[Σ2V,X∧···∧X].
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４） また次が安定化されたcrudeホップ不変量である。

H̄m : [ΣV,X ]
H̄m→ 2[Σ2V,X∧···∧X] 2Σ∞→ 2{Σ

2V,X∧···∧X}.

定理 2.5 ([10]) ΣV とXは (d−1)-連結（d≥2）とする。

またcat(X)=m、W=X ∪f C(ΣV ) (f : ΣV→X)とおく。

(1) cat(W )= cat(X) if Hm(f ) 3 0.

(2) dimX ≤ d · cat(X) + d− 2 (d ≥ 1)のとき、

cat(W )= cat(X)+1 if Hm(f ) 63 0.

定理 2.6 ([10]) 上でさらにcat(W )= cat(X)+1とする。

(1) cat(W×Sn) = cat(W ) if Σn
∗Hm(f ) 3 0.

(2) dimX ≤ d · cat(X) + d− 2 (d ≥ 1)のとき、

cat(W×Sn) = cat(W ) + 1 if Σn+1
∗ Hm(f ) 63 0.

系 2.6.1 W = X ∪f C(ΣV ) (f : ΣV→X)かつdimX ≤
d · cat(X) + d− 2 (n ≥ 1)のとき次は同値である。

(1) cat(W×Sn) = cat(W ) + 1が全てのn ≥ 1で成立する。

(2)「Hm(f ) 63 0」⇐⇒「Hm(f ) 63 0」
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3 問題１ (Lie群のL-S猫)（Mimura-Nishimoto-I）

G ↪→ E
p→ ΣAを構造群をGとする主fibre束とする。

定理 3.1 cofibre列Ki(G)
ρi→Fi−1(G)↪→Fi(G), (1 ≤ i ≤ m)

とk（1≤k≤m）が次を満たせばCat(E) ≤ m+kとなる。

(1) F0(G) = {∗}, Fm(G) ' G.

(2)構造群の積の制限Fi(G)×Fj(G) ⊆ Fm(G)×Fm(G) '
G×G→ GがFi+j(G)（i≥k, j≥0）に圧縮可能。

(3)構造写像α : A→ GがFk−1(G)（k≥m）に圧縮可能。

これを用いると単連結compact Lie群のL-S猫の良いupper

boundが得られ、多くの場合に cup()に一致する。さらに

単連結でないLie群を取り扱う為に次の定理を用意した。

F ↪→ X → BをGを構造群とするfibre束とする。ただ

しBは (d−1)-連結（d≥1）で有限次元であるものとする。

定理 3.2 cofibre列Ki(G)
ρi→Fi−1(G)↪→Fi(G), (1 ≤ i ≤ m)

が次を満たせばCat(E) ≤ m+dimB
d となる。

(1) F0(G) = {∗}, Fm(G) ' G.
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(2)積の制限Fi(G)×Fj(G) ⊆ Fm(G)×Fm(G) ' G×G→ G

がFi+j(G)（i≥k, j≥0）に圧縮可能。

(3)構造群の作用の制限ψ|G(d·(i+2)−2)×Fj : G(d·(i+2)−2)×Fj →
FがFi+j（0 ≤ i, j ≤ i+j ≤ m）に圧縮可能。

定理 3.1と定理 3.2の略証: どちらも実際に全空間の

cone-decompositionを構成できる。 終り.

これらを用いることで、階数が４以下のほとんどのcom-

pact Lie群のL-S猫の値が決定された。

階数 1 2 3 4

An

SU(2) 1 SU(3) 2 SU(4) 3 SU(5) 4

PU(2) 3 PU(3) 6 PU(4) 9 PU(5) 12

Bn
Spin(3) 1 Spin(5) 3 Spin(7) 5 Spin(9) ?

SO(3) 3 SO(5) 8 SO(7) 11 SO(9) 20

Cn
Sp(1) 1 Sp(2) 3 Sp(3) 5 Sp(4) ?

PSp(1) 3 PSp(2) 8 PSp(3) ? PSp(4) ?

Dn

Spin(6) 3 Spin(8) 6

SO(6) 9 SO(8) 12

PO(6) 9 PO(8) 18

例外 G2 4 F4 ?
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3.1 新しい計算可能な不変量

定義 3.3 Toomer不変量の改良版を準同形 (eXm)∗ : h∗(X)

→ h∗(Pm(ΩX))を用いて導入する。Toomer不変量は e( )

と表示されることが多いが、ここではAdams e不変量と

の重複を避けてwgt( )と表記する：

(1) hを乗法的コホモロジーとする。

i) wgt(X ;h) = Min
{
m≥0

∣∣∣ (eXm)∗ is a mono
}

ii) Mcat(X ;h) = Min

{
m≥0

∣∣∣∣
(eXm)∗ is a split mono

of h∗h-modules

}

(2) i) wgt(X) = Max

{
wgt(X ;h)

∣∣∣∣
h は乗法的コホモロ
ジー

}

ii) Mcat(X) = Max

{
Mcat(X ;h)

∣∣∣∣
h は乗法的コホモ
ロジー

}

定理 3.4 次の不等式が成立する：

cup(X ;h)≤wgt(X ;h)≤Mcat(X ;h)≤ cat(X).

さてRudyakとStromはFadell-Husseini [4]の与えた位相不

変量category weightをホモトピー不変量となるように再定

義し、L-Sの猫を近似計算する仕組みを与えた：
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定義 3.5 (Rudyak [16, 17], Strom [21]) u ∈ h̃∗(X)

（hは乗法的コホモロジー）に対して次のように定義する。

wgt(u;h) = Min
{
m ≥ 0

∣∣ (eXm)∗(u) 6= 0
}

（右辺が空のときはwgt(u;h) = ∞とする）

定理 3.6 (Rudyak [16, 17], Strom [21]) hを乗法的

なコホモロジーとするとき次が成立する。

(1) Min{wgt(u;h),wgt(v;h)} ≤ wgt(u+v;h).

(2) wgt(u;h) + wgt(v;h) ≤ wgt(uv;h).

定理 3.7 乗法的なコホモロジーhに対し次が成立する。

wgt(X ;h) = Max{wgt(u;h) |u ∈ h̃∗(X)}

定義 3.8 (Rudyak [17])

rcat(X) = Min{m ≥ 0 | ∃(stably) σ:X→Pm(ΩX) e
X
m◦σ ∼ 1X}.

定理 3.9 上述の関係式とRudyak [17]から次が成立する。

cup(X)≤wgt(X)= Mcat(X)= rcat(X)≤ cat(X).
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4 crudeホップ不変量とcup-length（A. Konoと共同）

まずBoardman-Steer [2]の定理5.14はcrudeホップ不変量を

用いて次の様に拡張される。

定理 4.1 (I [10]) V
f→ X

i→ W
q→ ΣV をcofibration se-

quenceとし、cat(X) = mとする。このときreduced diag-

onal ∆m+1 : W → ∏m+1W → ∧m+1Wは次をみたす：

{∆m+1} = (∧m+1i)∗q∗H̄m(f )

{Σ∞∆m+1} = (∧m+1i)∗q∗H̄m(f )

従って crudeホップ不変量は多くの場合に cup()を規定す

る。実際Q(n)
jn⊂ Sp(n)を、Sp(n)を生成するJamesの与

えた部分複体とする。すぐに分かるのは

cup(Q(n);Z) = 1

である。しかし一方でQ(n)がHP n−1上の実3次元ベクト

ル束のThom空間であることを用いると

Cat(Q(n)) ≤ [log2 n]+1, n ≤ 8.

であり、その中間にあるcat(Q(n))の値を決めるのは難し

い様に見える。しかし、H∗(ΩQ(n);Z/2Z)に注目すると、
14



そこには自明でないコホモロジ－作用素が現れる：

命題 4.2 jn∗ : H∗(ΩQ(n);Z/2Z) → H∗(ΩSp(n);Z/2Z)は

全射であり、次が成立する。

H∗(ΩSp(n);Z/2Z) ∼= Z/2Z[u2, · · · , u4n−2],

deg u4i−2 = 4i−2, u6 Sq2 = u2
2, u14 Sq2 = u2

6, . . .

この最初の関係式u6 Sq2 = u2
2がQ2の7次元セルの接着写

像ω1 : S6 → S3=Q1のcrudeホップ不変量がH̄1(ω1) = ηで

あることを意味し、2番目の関係式u14 Sq2 = u2
6がQ4/Q1

の15次元セルの接着写像ω3 : S14 → Q3の crudeホップ不

変量が H̄1(ω3) = {η}であることを意味する。従って ∆̄2 :

Q2 → ∧2Q2は本質的にηで与えられ次を得る：

定理 4.3 cup(Q(2)) = cat(Q(2)) = Cat(Q(2)) = 2.

さらにreduced diagonal ∆̄3 : Q4 → ∧3Q4を計算すれば∆̄3

は本質的にはη2 : S15 → S3∧S3∧S7で与えられ次を得る：

定理 4.4 cup(Q(4)) = cat(Q(4)) = Cat(Q(4)) = 3.

系 4.4.1 n ≤ 7のとき次が成立する：

cup(Q(n)) = cat(Q(n)) = Cat(Q(n)) = [log2 n]+1.
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5 高次ホップ不変量とループ空間（A. Konoと共同）

gd(X) ≤ q, cat(X) = mを満たすXに対して

W = X ∪α Dq+1, α : Sq → X

とする。このとき、ΩW ⊃ ΩX ∪α̂ Dq+1となる。ただし

α̂ : Sq−1 → ΩXはαの adjoint写像である。ここで仮定

cat(X) = mから恒等写像の圧縮σがとれ、次をみたす。

1X ∼ eXm◦σ : X
σ−→ Pm(ΩX) −→ X.

そこで次の可換図を考える：
ΣΩW ΣΩX∪Σα̂D

q+1

Pm(ΣΩW ) Pm(ΩX)∪Σα̂D
q+1 X

z

u

z

u

u |

u | u |σ

ここで、Σα̂ : Sq → P 1(ΩX)の行き先をPm(ΩX)に広げる

とΣα̂ ∼ α+ pm◦Hσ
m(α) : Sq → Pm(ΩX)となり、Pm(ΩW )

でnon-trivialなコホモロジー作用素で高次ホップ不変量が

detectされる可能性がある。実際にSpin(9)に対してこれ

を実行するとwgt(Spin(9);F2) = 6と共に次を得る：

8 ≤ Mcat(Spin(9);F2) ≤ Cat(Spin(9)) ≤ 9.
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Birkhäuser Verlag, Basel, 2003.

[12] N. Iwase, M. Mimura and T. Nishimoto, On
the cellular decomposition and the Lusternik-
Schnirelmann category of Spin(7), Topology
appl., 133 (2003), 1–14.

[13] I. M. James, On category, in the sense
of Lusternik-Schnirelmann, Topology 17
(1978), 331-348.

[14] I. M. James, Lusternik-Schnirelmann Cat-
egory, In: “Handbook of algebraic topol-
ogy”, 1293-1310, North Holland, Amster-
dam, 1995.

[15] L. Lusternik and L. Schnirelmann,
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