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背　景

多様体Mは局所的に Euclid空間 Eと（微分）同相になっているものとして定義される：

ℎ� ∶ M ⊃ U�
微分同相
⟶ V� ⊂ E, {U�}はMの開被覆で、V� は Eの開集合

その微分構造の実体は、滑らかな写像 P� = ℎ−1� ∶ V� →Mを通して各開集合 V� 上にある。

K. T. Chen / J. M. Souriauはユークリッド空間の開集合からの写像をパラメータ付けと呼び、プ
ロットと呼ぶ特別なパラメータ付けが多様体の微分構造を決定することを見い出した。

プロットとは多様体に微分構造を定める局所的な微分同相から「同相」を外した滑らかなパ
ラメータ付けであり、彼らはこれを用いて非常に一般的な枠組みで微分構造を定式化した。

この微分構造を用いた微分ホモトピー論が如何に展開されるかを解説する。

その為には Euclid空間内の開集合と滑らかな写像の圏に開被覆の族を付属させる必要がある。
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準　備

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び
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圏と関手（集合の圏）
本稿では集合論の公理系としてクラスの概念を持つ NBGを採用する。始めに次の圏を考える。

例（集合の圏）. 1 （対象）∶=（集合全体）… クラス 2 （射）∶=（写像全体）… クラス
3 1 （始終域）写像 f ∶ A → Bに対して、Aを fの始域と呼び、Bを fの終域と呼ぶ。

2 （恒等射）集合 Aの恒等写像 1A ∶ A → Aを恒等射と呼ぶ。
3 （合成）二つの写像 f, gを取ると、fの終域と gの始域が一致するなら、f, gは
合成可能で、合成写像 g ◦fは fの始域から gの終域への射である。

g ◦f ∶ A B Cw

f
w

g

記号 1.1.1. 圏 Cの対象全体をObj(C)またはOC、射全体をMor(C)またはℳCで表す。ま
た、射 fの始域を SC(f)、終域を TC(f)で表し、対象 Aの恒等射を IC(A)で表す。さらに、射
f, gの合成射を CC(f, g) = g◦fで表し、組 (SC, TC, IC, CC)を圏 C = (OC,ℳC)の構造と呼ぶ。

用語. 圏 Cの反対圏 Cop = (OC,ℳC)を SCop = TC，TCop = SC，CCop(g, f) = CC(f, g)で定める。
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圏と関手（ユークリッド立方体圏）

集合 Xに対して X−1 = ∅と考える。ℝn, n ≥ −1と滑らかな写像からなる圏 ℝ□を定める。

定義 1.1.2. 0 � ∶ ℝ−1 = ∅ → {∗} = ℝ0：自明（かつ滑らか）な写像

1 �±i ∶ ℝn → ℝn+1 定義
⟺ �±i (t1, … , tn) = (t′1, … , t

′
n+1), t′l = {

tl, l < i
±1, l = i
tl−1, l > i

（複合同順）

2 "j ∶ ℝn+1 → ℝn 定義
⟺ "j(t1, … , tn+1) = (t′1, … , t

′
n), t′l = {

tl, l < j
tl+1, l ≥ j

{ℝn}n≥−1を対象、�, �±i , "j の合成で表せる C∞ 写像全体を射とする圏を ℝ□とする。

課題 1.1.3. 関係式 "i◦�±i = 1 と "j◦�±i = {
�±i ◦"j−1, i < j
�±i−1◦"j , i > j

（複合同順）を示せ。

課題 1.1.4. 関係式 ��′j ◦�
�
i = {

��i ◦�
�′
j−1 i < j

��i+1◦�
�′
j i ≥ j

（�, �′は +または −）を示せ。
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圏と関手（関手と自然変換）
定義 1.1.5. 圏 C，Dに対して、次を満たす二つの対応ℱO ∶ OC → OD，ℱℳ ∶ ℳC →ℳDの
組 (ℱO, ℱℳ)を Cから Dへの（共変）関手と呼び、ℱ = (ℱO, ℱℳ) ∶ C → Dで表す。

1 ∀A∈OC ℱℳ(1A) = 1ℱO(A) 2 ∀f∈ℳC f ∶ A → B
ならば
⟹ ℱℳ(f) ∶ ℱO(A) → ℱO(B)

3 ∀f, g∈ℳC f ∶ A → B & g ∶ B → C
ならば
⟹ ℱℳ(g◦f) = ℱℳ(g)◦ℱℳ(f)

用語. O′ ⊂ OC とℳ′ ⊂ ℳCが圏 Cの構造で圏 C′をなすとき、C′を Cの部分圏と呼ぶ。

課題 1.1.6. 圏 Dの部分圏 Cに対して、包含OC ↪ OD，ℳC ↪ℳDが関手を定めることを示せ。

定義 1.1.7. 関手ℱ, G ∶ C → Dに対して、写像 Φ ∶ OC →ℳDがℱから Gへの自然変換
（Φ ∶ ℱ → G）であるとは、次の二条件が成立することである。以下、Φ(A) = ΦAと表す。

1 ∀A∈OC ΦA ∶ ℱ(A) → G(A) 2 ∀f∈ℳC f ∶ A → B
ならば
⟹ ΦB◦ℱ(f) = G(f)◦ΦA

定義 1.1.8. 関手ℱ, Gの間の自然変換 Φ ∶ ℱ → Gが自然同値であるとは、∀A∈Obj(C)
ΨA◦ΦA = 1ℱ(A) & ΦA◦ΨA = 1G(A)を満たす自然変換 Ψ ∶ G → ℱが存在することである。
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圏と関手（図式と極限）

用語. 小圏から圏 Cへの関手を圏 Cの図式と呼ぶ。

定義 1.1.9. 1 始対象を持たない小圏�に始対象（0とする）を付加した小圏をℱ�とする。
2 終対象を持たない小圏�に終対象（1とする）を付加した小圏を C�とする。

定義 1.1.10. 圏 Cの図式 J ∶ � → Cを拡張した図式 Ĵ ∶ ℱ� → Cが次の性質を満たすとき、
Ĵ(∅)を Jの極限と呼び、lim Jあるいは lim

�∈Obj(�)
J(�)などと表す。

1 図式 Jを拡張した任意の図式ℋ ∶ ℱ� → Cに対して、ℎ(�) = 1（∀� � ≠ 0）を満たす
自然変換 ℎ ∶ℋ → Ĵがただ一つだけ存在する。

定義 1.1.11. 圏 Cの図式 J ∶ � → Cを拡張した図式 Ĵ ∶ C� → Cが次の性質を満たすとき、
Ĵ(1)を Jの余極限と呼び、colim Jあるいは colim

�∈Obj(�)
J(�)などと表す。

1 図式 Jを拡張した任意の図式K ∶ C� → Cに対して、k(�) = 1（∀� � ≠ 1）を満たす
自然変換 k ∶ Ĵ →Kがただ一つだけ存在する。
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圏と関手（随伴）

例 1.1.12. 群の構造を忘れる忘却関手ℱ ∶ Group → Setと、集合から生成される自由群をと
る生成関手 G ∶ Set → Groupの関係を調べる：まず群Hと集合Aを任意に固定する。

1 写像 f ∶ A → ℱ(H)はHの群構造を使って準同型 f̂ ∶ G(A) → Hに拡張できる。
2 準同型 ' ∶ G(A) → Hは生成元の集合Aでの値で一意的に決定される。

これにより自然な全単射ℳSet(A,ℱ(H)) ≅ ℳGroup(G(A),H)が定まる。

定義 1.1.13. 関手ℱ ∶ C → D，G ∶ D → Cに次の自然な全単射が付随するとき、ℱを（Gの）
右随伴、また Gを（ℱの）左随伴と呼ぶ。さらにこの関係を G ⊣ ℱで表す。

ℳD(X,ℱ(Y)) ≅ ℳC(G(X), Y)

定理 1.1.14. 左随伴関手は colim（順極限）を保ち、右随伴関手は lim（逆極限）を保つ。

記号. ℱ, G ∶ C→ Setが常にℱ(X) ⊂ G(X)と G(f)|ℱ(X) = ℱ(f)を満たすとき、ℱ ⊂ Gと表す。
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準　備（微分圏）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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微分圏（Cr構造）
任意次元の Euclid空間の開集合とその間の Cr 写像全体のなす圏を Openrとし、Euclid空間の
開集合Uの開被覆全体を Cov(U)で表す。以下、X, Yを集合、f ∶ X → Yを写像とする。

反変関手WX，KX ∶ Openopr → Setを次で定める。ただし、' ∶ V → Uは Openrの射である。

WX(U) = { P ∶ U → X }, WX(') ∶ WX(U) ∋ P ↦ P◦' ∈ WX(V)

KX(U) = { P ∶ U → X ∣ Pは局所定値 }, KX(') ∶ KX(U) ∋ P ↦ P◦' ∈ KX(V)

ここで、すぐ分かるようにKX(U) ⊂ WX(U)であり、KX(')はWX(')の制限である。

さらに、写像 fから誘導される二つの自然変換（同じ記号を使う）を次で定める。

f♯ ∶ WX →WY ⟺ f♯(U) ∶ WX(U) ∋ P ↦ f◦P ∈ WY(U)

f♯ ∶ KX →KY ⟺ f♯(U) ∶ KX(U) ∋ P ↦ f◦P ∈ KY(U)

ここで、紛れの無い場合に、f♯(U)のUを省いて f♯の形で表すことがあるかもしれない。

また、一般にWX(U)の元 P ∶ U → Xを X上のパラメータ付けと呼ぶ。
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微分圏（Cr構造）
任意次元の Euclid空間の開集合とその間の Cr 写像全体のなす圏を Openrとし、Euclid空間の
開集合Uの開被覆全体を Cov(U)で表す。以下、X, Yを集合、f ∶ X → Yを写像とする。

定義 1.2.1. 集合 Xと次の三条件を満たす組 (X,DX)をCr 空間（r=∞なら “微分空間”、
r=0なら “連続空間”）と呼び、DX(U)の要素を（Xの）プロットと呼ぶ。

1 DX ∶ Openopr →Setは反変関手である。 2 KX ⊂DX ⊂WX

3 任意のU ∈ Obj(Openr)と P ∈ WX(U)に対して、次の《局所性》が成立する。

P ∈ DX(U)
同値
⟺ ∃{U�}∈Cov(U) ∀� P|U� ∈ DX(U�)

定義 1.2.2. 写像 fが任意のU ∈ Obj(Openr)に対して f♯(DX(U)) ⊂ DY(U)（f♯ ∶WX →
WY）を満たすとき、fを Cr（r=∞なら “なめらか”、r=0なら “連続”）であるという。

定義 1.2.3.（I-Zemmour）Cr 空間 X = (X,DX)には位相空間 Tr(X) = (X,O r
X)が付随する。

ただし、任意のA ⊂ Xに対して、A ∈ O r
X

同値
⟺ ∀U∈Obj(Openr) ∀P∈DX(U) P

−1(A)はUの開集合
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微分圏（引き戻しと押し出し）

さて、集合 X，Yの間の一意な関係 f ∶ X ⇝ Yが与えられているとする。

定義 1.2.4. 1 (Y,DY)が Cr 空間のとき、次の f∗DY を関係 fによる引き戻しと呼ぶ：

∀U∈Obj(Openr) ∀P∈WX(U) P ∈ (f∗DY)(U)
同値
⟺ ∃{U�}∈Cov(U) ∀� {

P|U� = const. または
f ◦P|U� ∈ DY(U)

2 (X,DX)が Cr 空間のとき、次の f∗DX を関係 fによる押し出しと呼ぶ：

∀U∈Obj(Openr) ∀Q∈WY(U) Q ∈ (f∗DX)(U)
同値
⟺ ∃{U�}∈Cov(U) ∀� {

Q|U� = const. または
∃P�∈DX(U�) Q|U� = f ◦P�

課題 1.2.5. f ∶ X → Yが写像で (Y,DY)が Cr 空間のとき、次を示せ。

∀U∈Obj(Openr) ∀P∈WX(U) P ∈ (f∗DY)(U)
同値
⟺ f ◦P ∈ DY(U)

注. fが写像であるならば、上記のいずれの構成でも、fは Cr 写像である。また、Cr 空間の
部分集合には引き戻しで部分 Cr 構造が、商集合には押し出しで商 Cr 構造が入る。
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微分圏（入射と潜射）
X = (X,DX), Y = (Y,DY)を Cr 空間、f ∶ X → Yを Cr 写像（f♯DX ⊂ DY）とする。

定義 1.2.6. 1 fは引き戻し
とは
⟺ DX = f∗DY 2 fは押し出し

とは
⟺ f∗DX = DY

3 fは入射（induction）
とは
⟺ fは単射かつ引き戻し

4 fは潜射（subduction）
とは
⟺ fは全射かつ押し出し

用語. 1 fは位相的埋込
とは
⟺ fは単射で、Tr(X)はTr(Y)の部分位相空間

2 fは位相的等化
とは
⟺ fは全射で、Tr(Y)はTr(X)の fによる等化位相空間と同相

定義 1.2.7. 1 fが埋込である
とは
⟺ fは引き戻しで、かつ位相的埋込である

2 fが等化である
とは
⟺ fは押し出しで、かつ位相的等化である

課題 1.2.8. 次を示しなさい。
1 fは埋込

ならば
⟹ fは入射（induction） 2 fは等化

同値
⟺ fは潜射（subduction）
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微分圏（普遍性）

集合 Z, X, Y, Wの間の集合論的な写像 g ∶ Z → X, f ∶ X → Y, ℎ ∶ Y → Wを考える。

補題 1.2.9. 1 (Y,DY), (Z,DZ)が Cr 空間のとき、(X, f∗DY)に対して次は同値である。
1 f◦gは Cr 写像である。 2 gは Cr 写像である。

2 (X,DX), (W,DW)が Cr 空間のとき、(Y, f∗DX)に対して次は同値である。
1 ℎ◦fは Cr 写像である。 2 ℎは Cr 写像である。

定理 1.2.10. 1 fを Cr写像 f ∶ (X, f∗DY) → (Y,DY)とみなすとき、� ∶ (Z,DZ) → (Y,DY)
が Cr 空間の間の Cr 写像でありかつ集合論的な写像として適当な g ∶ Z → Xにより合成写像
f◦gの形に表せるならば、g ∶ (Z,DZ) → (X, f∗DY)は Cr 写像である。

2 fを Cr 写像 f ∶ (X,DX) → (Y, f∗DX)とみなすとき、� ∶ (X,DX) → (W,DW)が Cr 空
間の間の Cr 写像でありかつ集合論的な写像として適当な g ∶ Y → Zにより合成写像 g◦fの
形に表せるならば、g ∶ (Y, f∗DX) → (Z,DZ)は Cr 写像である。
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準　備（基本性質）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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基本性質（直積、直和と写像空間）
定義 1.3.1. Cr 空間族 {(X�, D�)}の Cr 直積空間∏

� X� の Cr 構造D：
P ∈ D(U)

定義
⟺ ∀� ∃P�∈D�(U) pr�◦P = P� ∶ U → X�

定義 1.3.2. Cr 空間族 {(X�, D�)}の Cr 直和空間∐
� X� の Cr 構造D：

P ∈ D(U)
定義
⟺ ∃{U� }∈Cov(U) ∃{P�,�∈D�(U�)} P|U� = in� ◦P�,�

注. {X� = (X�, D�)}を Cr 空間族とする。
1 lim

�
X� は Cr 直積空間∏

� X� の引き戻しによる部分 Cr 構造由来の普遍性をもつ。

2 colim
�

X� は Cr 直和空間∐
� X� の押し出しによる商 Cr 構造由来の普遍性をもつ。

定義 1.3.3. Cr 空間 X = (X,DX)，Y = (Y,DY)に対して、M ∶= Cr(X, Y)の Cr 構造DM：

P ∈ DM(U)
定義
⟺ {

（Pの随伴写像を ad P ∶ U×X → Yとすると）
∀Q∈DX(V) (ad P)◦(1×Q) ∈ DY(U×V)

}, U ∈ Obj(Openr)

岩瀬則夫,九大数理 微分空間の基礎 18/81



基本性質（双対性Ⅰ）
定理 1.3.4. Z = (Z,DZ)を Cr 空間とする。fが押し出しならば、次の �は引き戻しである。

� = f∗ ∶ Cr(Y, Z) → Cr(X, Z)
定義
⟺ �(g) = g◦f

特に fが潜射（subduction）ならば �は入射（induction）である。

証明: M = Cr(Y, Z), N = Cr(X, Z)と置く。定義からDM , �∗DN は次を満たす：
P ∈ DM

同値
⟺ ∀Q∈DY(V) ad P ◦(1 × Q) ∈ DZ(U × V)

P ∈ �∗DN
同値
⟺ �◦P ∈ DN

同値
⟺ ∀Q∈DX(V) ad P ◦(1 × (f◦Q)) ∈ DZ(U × V)

まず fが Cr 写像より上の第二式にある f◦QはDY(V)に属し、DM ⊂ �∗DN が分かる。逆
に P ∈ �∗DN(U)（�◦P ∈ DN(U)）とする。任意の Q ∈ DX(V)に対して Vの開被覆 {V�}で
Q|V� が const. でなければ、式 Q|V� = f◦Q� を満たす X上のプロット Q� ∶ V� → Xがとれ、

ad (�◦P)◦(1 × Q)|U×V� = {
const. または
ad P ◦(1 × (f◦Q�))

は Z上のプロットであり、{U × V�}はU × Vの開被覆なので ad (�◦P)◦(1 × Q)も Z上のプ
ロットである。したがって P ∈ DM なので �∗DN ⊂ DM より �∗DN = DM を得る。
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基本性質（デカルト閉圏）
定義 1.3.5. Cr 空間の間の Cr 写像が Cr 同相である

同値
⟺ 逆写像が Cr 写像として存在する。

定理 1.3.6. Cr 空間 X, Y, Zに対して、次は Cr 同相である。
Φ ∶ Cr(Z × X,Y) ≈ Cr(Z, Cr(X, Y))

ただし、Φは (Φ(f)(z))(x) = f(z, x)（(z, x) ∈ Z × X）で与えられる。

課題 1.3.7. 定理 1.3.6に証明を与えよ。

注. 定理 1.3.6の Cr 同相は自然変換を与える。また上の様な自然同型（指数法則と呼ぶ）が存
在する圏はデカルト閉圏と呼ばれる。次が成立する。

用語. Cr 空間と Cr 写像のなす圏を Cr-Classで表す。r=0ならば連続圏と呼び Contで表す。

定理 1.3.8. 圏 Cr-Classは完備（limで閉）かつ余完備（colimで閉）なデカルト閉圏である。

注. 微分多様体の圏や位相空間の圏では上記の性質の成立は期待できない。
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基本性質（双対性Ⅱ）
定理 1.3.9. {(X�, D�)}を Cr 空間族とすると、任意の Cr 空間 Yに対して次が成立する。

ℳCr-Class(
∐

� X�, Y) ≅
∏

�ℳCr-Class(X� , Y)

証明: Φ ∶ ℳCr-Class(
∐

� X�, Y) →
∏

�ℳCr-Class(X� , Y)を次の Φ� で定まる Cr 写像とする：

Φ� ∶ ℳCr-Class(
∐

� X�, Y) → ℳCr-Class(X� , Y)
同値
⟺ Φ�(f) = f|X�

さらに Ψ ∶ ∏�ℳCr-Class(X� , Y) → ℳCr-Class(
∐

� X�, Y)を次の Cr 写像の随伴写像とする：

adΨ ∶ ∐� X� ×
∏

�ℳCr-Class(X� , Y) → Y
同値
⟺ adΨ|X�×∏�ℳCr -Class(X� ,Y)(x�, {f�}}) = f�(x�)

上記の Φと Ψが互いに逆写像となるから、共に Cr 同相である。

極限との関係では、より一般に次が成立する。

課題 1.3.10. Cr 空間の図式 J ∶ � → Cr-Classと Cr 空間 Yに対して次を証明しなさい。
ℳCr-Class( colim�∈Obj(�)

X�, Y) ≅ lim
�∈Obj(�)

ℳCr-Class(X�, Y) （ただし X� = J(�)である）
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基本性質（連続と位相）
位相空間と連続写像のなす圏を Topで表す。以下の記法は主として島川らに従っている。

Cr 空間 X = (X,D)に対してO r
X = {A ⊂ X ∣ ∀P∈D(U) P−1(A)はUの開集合 }とすると、

Tr(X) ∶= (X,O r
X)は位相空間となり、これにより関手Tr ∶ Cr-Class→Topが定まる。

位相空間 (Y,O)と開集合U ⊂ Eに対してDr
Y(U)をUから Yへの連続写像全体とする

と、Dr(Y) ∶= (Y,Dr
Y)は Cr 空間となり、これにより関手Dr ∶ Top→ Cr-Classが定まる。

定理 1.3.11. (P. I-Zemmour, K. Shimakawa et al, N. Izumida) TrはDrに左随伴する。

証明: Cr 空間 X=(X,D)と位相空間 Y=(Y,O)に対して、f ∶ X →Dr(Y)=(Y,Dr
Y)が Cr

同値
⟺ ∀P∈D(U) f◦P∈Dr

Y(U)
同値
⟺ ∀P∈D(U) ∀A∈O (f◦P)−1(A)=P−1(f−1(A)) is open inU

同値
⟺

∀A∈O f−1(A)∈O r
X

同値
⟺ f ∶ Tr(X)=(X,O r

X) → Yが連続 … となる。

注. (K. Shimakawaさんのグループ) 関手T∞◦D∞ ∶ Top → Topの像となる位相空間全体のな
す圏 NGTopは（圏 Contの充満部分圏として）完備かつ余完備なデカルト閉圏となる。
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基　礎（微分多様体）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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微分多様体
以後 r=∞とし、『C∞』と『微分』を区別しないで用いる。また圏 C∞-Classを微分圏と呼び、
あるいは Diffeologyと表すことがある。同様に C∞ 写像を滑らかな写像と呼ぶことがある。

ℝ+ = [0,∞)、ℝd = (ℝ)d（d ≥ 0）、ℝd
+ = (ℝ+)d（d ≥ 0）、ℍd = ℝ+ ×ℝd−1（d ≥ 1）とおく。

定義 2.1.1. ℝd（d ≥ 0）の開集合と微分同相な開集合による被覆をもつ微分空間を（微分）
多様体と呼ぶ。

定義 2.1.2. ℍd（d ≥ 1）の開集合と微分同相な開集合による被覆をもつ微分空間を境界付き
微分多様体と呼ぶ。微分多様体に微分同相なものを除く場合が多い。

定義 2.1.3. ℝd
+（d ≥ 1）の開集合と微分同相な開集合による被覆をもつ微分空間を角付き

微分多様体と呼ぶ。（境界付き）微分多様体に微分同相なものを除く場合が多い。

用語. 閉曲面など、コンパクトかつ境界のない微分多様体を（微分）閉多様体と呼ぶ。

例 2.1.4. 円板は境界つき微分多様体であり、（超）立方体や単体は角つき微分多様体である。
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微分多様体（生成族）

定義 2.1.5. 微分空間 Xへの写像の族ℱ = {f� ∶ F� → X }�∈Λから決まる写像

f ∶ ∐� F� → X
定義
⟺ f|F� = f� ∶ F� → X

が潜射であるとき、ℱを微分構造の生成族（generating family）と呼ぶ。

課題 2.1.6. 微分空間 Xに対して、X上のプロット全体は生成族を与えることを示せ。

記号 2.1.7. C-Openをℝd
+の開集合全体を対象とする（微分圏の）充満部分圏とする。

用語 2.1.8. Xを微分空間、ℱ = {f� ∶ F� → X }�∈Λを Xの生成族とする。
1 ℱはユークリッド的

とは
⟺ ∀� F� ∈ OOpen

2 ℱは角付きユークリッド的
とは
⟺ ∀� F� ∈ OC-Open

課題 2.1.9. 微分多様体、境界付き微分多様体、角付き微分多様体のすべてがその微分構造に
角付きユークリッド的な生成族をもつことを示せ。
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微分多様体（次元）
定義 2.1.10. 微分空間 Xの生成族ℱ = {f� ∶ F� → X }�∈Λが角付きユークリッド的のとき
w-dimℱ = sup { dimF� ∣ � ∈ Λ }とし、そうでないときw-dimℱ = ∞とする。

注. I-Zemmourの本の定義では、微分空間 Xの生成族ℱ = {f� ∶ F� → X }�∈Λがユークリッ
ド的のとき dimℱ = sup { dimF� ∣ � ∈ Λ }とし、そうでないとき dimℱ = ∞としている。

課題 2.1.11. ユークリッド的生成族について、上の二つの次元の定義が一致することを示せ。

定義 2.1.12. 微分空間 Xに対して、次の様に次元を定める。
1 dimX = inf { dimℱ ∣ ℱは Xのユークリッド的生成族 }とする。
2 w-dimX = inf {w-dimℱ ∣ ℱは Xの角付きユークリッド的生成族 }とする。

課題 2.1.13. Mを境界なしや境界付きの場合も含めた意味の角付き微分多様体とする。この
とき、w-dimMがMの位相的な次元と一致することを示せ。

注. I-Zemmourの次元の定義に従うと、境界付き多様体Mについては dimM = ∞となる。
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微分多様体（reflexivity）

X=(X,D)を微分空間とし、K∗
X を X上の局所定値な実関数全体、W∗

X = ℳSet(X,ℝ)とする。

ℱ = C∞(X,ℝ)と定めるとℱ ⊂ W∗
X であり、さらに以下の三条件が成立する。

i)：
1 K∗

X⊂ ℱ ⊂ W∗
X である。

2 f1, … , fk ∈ ℱ，' ∈ C∞(ℝk, ℝ)
ならば
⟹ '◦(f1×⋯×fk) ∈ ℱ

3 f ∈ W∗
Xであって、条件「f|U = g|Uかつ x ∈ U」を満たす開集合U ⊂T∞(X)と g ∈ ℱ

の組 (U, g)の存在が任意の x ∈ Xに対して保証されるならば、f ∈ ℱである。

定義 2.1.14. 次の条件を満たす C∞ 空間 (X,D)を reflexiveであると言う。
P ∈ D(U)

同値
⟺ ∀f∈C∞(X,ℝ) f ◦P ∈ C∞(U,ℝ)（C∞ 関数全体）

課題 2.1.15.（境界付き／角付き）多様体が reflexiveであることを示せ。

i)W∗
X の部分集合ℱが①〜③を満たすとき、(X,ℱ)は Frölicher空間と呼ばれる。
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基　礎（基本群）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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基本群
Xを微分空間、A, B ⊂ X、∗を Xの基点とする。

用語. ℝから Xへの滑らかな写像を路と呼ぶ。

定義 2.2.1.（I-Zemmour）X上の路の全体を Paths (X) = C∞(ℝ, X)で表す。

定義 2.2.2.（I-Zemmour） 1 Paths (X;A, B) = { u ∈ Paths (X) ∣ u(0) ∈ A, u(1) ∈ B }
2 Loops (X,A) = Paths (X;A, {∗}) 3 Loops (X) = Loops (X, {∗})（以後 {∗}を ∗で表す）

ところが上記の定義だと路の結合に不都合が生じる。その為 I-Zemmourの教科書では『適宜』
結合ができるように路を変形する…。ここでは路を変形しないよう、次の概念を導入する。

用語. u(t) = a, t ≤ 0と u(t) = b, t ≥ 1を満たす路 uを aから bへの路と呼び、v(t) = a,
t < �と v(t) = b, t > 1−�（∃�>0）を満たす路 vを aから bへの安定路（I-Zemmour）と呼ぶ。

定義 2.2.3. X上の aから bへの路の全体を P (X; a, b)で表し、P (X) = ⋃
a,b∈X P (X; a, b)に

Paths (X)の部分微分空間としての（引き戻しによる）微分構造を導入する。
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基本群
Xを微分空間、A, B ⊂ X、∗を Xの基点とする。以下、$0 や I0 は固有名詞である。

定義 2.2.4. 連続写像$0 ∶ ℝ → ℝを $0(t) = max { 0 ,min { t , 1 } } ∈ [0, 1] により定め、そ
の商微分空間を I0 = ℝ∕$0と置くと、射影 �0 ∶ ℝ → I0（�0(t) = [$0(t)]）は潜射である。

定理 2.2.5. dim I0 = 1かつT∞(I0) = [0, 1]で、自然な微分同相 P (X) ≅ C∞(I0, X)が従う。

滑らかな写像 pt ∶ P (X) → X, t ∈ { 0 , 1 }を pt(u) = u(t)により定める。

定義 2.2.6. 1 P (X;A, B) = p−10 (A) ∩ p−11 (B) 2 ℒ (X,A) = P (X;A, ∗) 3 ℒ (X) = ℒ (X; ∗)

定義 2.2.7. f, g ∈ C∞(X, Y)が（滑らかに）ホモトピック
同値
⟺ fから gへの路がある。

注. 微分圏で（滑らかな意味での）ホモトピー同値、可縮、変位レトラクトなどが定義される。

定理 2.2.8. P (X;A, B)は Paths (X;A, B)の変位レトラクトである。特にℒ (X,A)は
Loops (X,A)の変位レトラクトで、ℒ (X)は Loops (X)の変位レトラクトである。
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基本群

Xを微分空間、a, b, c ∈ Xを任意の三点とし、また正数 " > 0を固定する。

定義 2.2.9. (f, g) ∈ P (X) ×X P (X)（f(1) = g(0)）に対して次のように結合を定める：

�(f, g)(t) = {
f(2t), t ≤ 1∕2
g(2t−1), t ≥ 1∕2

�"(f, g)(t) =
⎧

⎨
⎩

f( 2t
1−"

), t < 1+"∕2

g( 2t−1−"
1−"

), t ≥ 1−"∕2

課題 2.2.10. �" ∶ P (X) ×X P (X) → P (X)はうまく定義された C∞ 写像であることを示せ。

補題 2.2.11. Xが reflexiveならば � ∶ P (X) ×X P (X) → P (X)はうまく定義されている。

略証: まず � ∶ X → ℝを任意に与えられた滑らかな関数とすると、�◦�(f, g) = �(�◦f, �◦g)
である。そこで b = f(1) = g(0)，f̂(t) ∶= �◦f◦ℎ(t), ℎ(t) = (2t)，ǧ(t) ∶= �◦g◦k(t),
k(t) = 2t−1と置くと、�◦�(f, g)(t) = f̂(t) + ǧ(t) − �(b)であり、f̂, ǧは明らかに滑らかなの
で、�◦�(f, g)も滑らかであり、�は任意なので �(f, g)自体が滑らかである。
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基本群
Xを微分空間、a, b, c ∈ Xを任意の三点とし、また正数 " > 0を固定する。

課題 2.2.12. (�" × 1)◦�" ∼ (1 × �")◦�"（滑らかにホモトピック）である。

定理 2.2.13. Xが reflexiveならば � ∶ P (X) ×X P (X) → P (X)は C∞ 写像となる。

略証: �の随伴 ad � ∶ P (X) ×X P (X) × I0 → Xが滑らかであることを示す：任意の滑らかな
写像 P ∶ U →P (X) ×X P (X)，� ∶ X →ℝに対して、�◦ ad �◦(P × 1)(x; t) =
ad�◦(� × �)◦P(x); t)なので、b ∶ P (X) ×X P (X) →ℝを b(f, g) = f(1) = g(0)と定め、P̂(x, t)
= �(P1(x)(ℎ(t)))，P̌(x, t) = �(P2(x)(k(t))), P(x) = (P1(x), P2(x))と置くと、次が成立する。

�◦ ad �◦(P × 1)(x; t) = P̂(x; t) + P̌(x; t) − �◦b◦P(x)

上式中の P̂, P̌は明らかに滑らかなので �◦ ad �◦(P × 1)も滑らかで、Pは任意なので �◦ ad �が
滑らかである。ところでさらに �も任意なので ad �自体が滑らかである。

定理 2.2.14. Xが reflexiveならば � ∼ �"（滑らかにホモトピック）である。
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基本群

Xを微分空間、a, b, c ∈ Xを任意の三点、∗∈ Xを基点とし、また正の実数 " ≪ 1を固定する。

定義 2.2.15.（連結成分）�0(X) = X∕∼ ただし、a ∼ b
とは
⟺『aから bへの路がある』

定義 2.2.16.（基本群）�1(X) = �0(ℒ (X)) = �0(Loops (X))

定理 2.2.17. Xが reflexiveならば � ∶ ℒ (X,A) × ℒ (X) → ℒ (X,A)は滑らかな写像となる。
一般には �" ∶ ℒ (X,A) × ℒ (X) → ℒ (X,A)が滑らかな写像である。

系 2.2.17.1. Xが reflexiveならば �∗ ∶ �1(X,A) × �1(X) → �1(X,A)が（一般の Xに対して
は �"∗ ∶ �1(X,A) × �1(X) → �1(X,A)が）�1(X)の �1(X,A)への右作用を与える。

課題 2.2.18. Xが reflexiveならば �∗ = �"∗であることを証明せよ。

課題 2.2.19. �"∗(∗ ⋅g) = j∗(g)を示せ。ただし j ∶ X ↪ (X,A)は標準的な包含写像である。
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基　礎（ホモトピー）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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ホモトピー（多重ループ空間）

(X,A)を微分空間の対とし、∗を共通の基点とする。微分空間の高次ホモトピー群を定義する。

定義. 1 Loopsn (X) = {X, n = 0,
Loopsn−1 (Loops (X)), n > 0.

2 ℒn(X) = {X, n = 0,
ℒn−1(ℒ (X)), n > 0.

課題 2.3.1.ℒn(X)が Loopsn (X)の変位レトラクトであることを示せ。

定義 2.3.2.（n次ホモトピー群）�n(X) = �0(ℒn(X)) = �0(Loopsn (X))

注. 一般の場合に、群の積構造は �ではなく、�"で与える。

次に対のホモトピー群を定義する。

定義 2.3.3. ℒn(X,A) = ℒn−1(ℒ (X,A))，�n(X,A) = �0(ℒn(X,A))（n ≥ 1）と定義する。

注. Shimakawaらは上記とは異なる定義を採用しており、実際に群としても異なる例がある。
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ホモトピー（長完全列）

(X,A)を微分空間の対とし、∗を共通の基点とする。

定理 2.3.4. 次の系列は完全列である。この完全列をホモトピー長完全列と呼ぶ。

⋯→ �n+1(A)
i∗,,→ �n+1(X)

j∗,,→ �n+1(X,A)
)∗,,→ �n(A)

i∗,,→ �n(X) → ⋯

ここで低い次数では次の意味の完全性を、それ以外では可換群の圏での完全性を意味する。
1 �2(X)，�2(X,A)，�1(A)では、「群の圏での完全性」

2 �1(X)では、「j∗(x) = j∗(y)
同値
⟺ x−1y ∈ Im i∗」

3 �1(X,A)では、「)∗(x) = )∗(y)
同値
⟺ ∃g∈�1(X) x⋅g = y」

4 �0(A)では、「j−1∗ (∗) = Im i∗」ただし、∗は定値閉路の同値類である。

注. ループ空間の作用は �ではなく、�"で考える。それ以外については連続の場合と証明も
含めて全く同様である。したがって、reflexiveならば連続の場合と全く同様の証明となる。
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ホモトピー（ホモトピー構成）
X, Y, Zを微分空間、f ∶ X → Y，g ∶ X → Z，ℎ ∶ Y → X，k ∶ Z → Xを滑らかな写像とす
る。またこの節では以後、空間は基点 ∗を持ち、写像は基点を保つとする。

定義 2.3.5. ℐ(f, g) = (Y ⨿ X ×ℝ⨿ Z)∕ ∼（同値関係 ∼は次の関係から生成される）とする。
1 (x, t) ∼ f(x) if t ≤ 0 2 (x, t) ∼ g(x) if t ≥ 1 3 (∗, t) ∼ f(∗) ∼ g(∗) for all t ∈ ℝ

さらに、その微分構造は射影 �f,g ∶ Y ⨿ X × ℝ ⨿ Z ↠ ℐ(f, g)による押し出しにより与える。

注. 射影 �f,gは潜射である。また、ℐ(f, g)を ℐ(Y
f
← X

g
→ Z)と表すことがある。

例 2.3.6. X, Y, Zがすべて一点空間のとき、f, gは自明であり、ℐ(f, g) = I0が成立する。

定義 2.3.7. T(ℎ, k) = { (y, u, z) ∈ Y × P (X) × Z) ∣ ℎ(y) = u(0), u(1) = k(z) }とする。さら
に、その微分構造は包含写像 �ℎ,k ∶ T(ℎ, k) ⟶ Y × P (X) × Zによる引き戻しにより与える。

注. 包含写像 �ℎ,k は入射である。また、T(ℎ, k)をT(Y
ℎ
→ X

k
← Z)と表すことがある。
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ホモトピー（写像錐と写像繊維）
X, Y, A, Bを微分空間、f ∶ A → X，g ∶ Y → Bを滑らかな写像とする。

用語 2.3.8. 　1 C(f) = ℐ(X
f
← A → {∗})を fの写像錐（mapping cone）と呼ぶ。

2 ℱ(g) = T(Y
g
→ B ← {∗})を gの写像繊維（mapping fibre）と呼ぶ。

例 2.3.9. 　f ∶ X → Y，g ∶ Y → Xに対して、次の空間が付随する。
1 ℐ(f) = ℐ(X

=
← X

f
→ Y)を fの写像柱（mapping cylinder）と呼ぶ。

2 T(g) = T(X
=
→ X

g
← Y)を gの写像跡（mapping track）と呼ぶ。

3 Σ (X) ∶= ℐ(∗← X →∗)を Xの懸垂空間（suspension space）と呼ぶ。
4 ℒ (X) ∶= T(∗→ X ←∗)を Xのループ空間（loop space）と呼ぶ。

例 2.3.10. 　 1 X = S1かつ f = ∗ ∶ S1 → ∗のとき、C(S1)と D2の微分構造は異なる。
2 X = S1のとき、Σ (S1)と S2の微分構造は異なる。
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ホモトピー（滑らかな Puppe列）

写像 f ∶ X → Yに対して、繰り返し写像錐を取って写像の列 {in ∶ Cn↪Cn+1}を得る。

X
f
⟶Y

i0⟶ C1
i1⟶ C2

i2⟶ C3
i3⟶⋯ （C0=Y）

この列は Puppeによる次の定理から Puppe列と呼ばれる。

定理 2.3.11. 　1 C3k ≃ Σk(Y) 2 C3k+1 ≃ Σk(C(f)) 3 C3k+2 ≃ Σk+1(X) 4 i3k ≃ Σk(i)
5 i3k+1 ≃ Σk(q) 6 i3k+2 ≃ Σk+1(f)（i = i0 であり、q ∶ C1 ↠ C1∕Y = Σ (X)は射影）

同様に gに対して双対 Puppe列と呼ばれる写像の列 {pn ∶ Fn+1↠Fn}を得る。
X

g
⟵Y

p0↞, F1
p1↞, F2

p2↞, F3
p3↞, ⋯ （F0=Y）

定理 2.3.12. 　1 F3k ≃ ℒk(Y) 2 F3k+1 ≃ ℒk(ℱ(g)) 3 F3k+2 ≃ ℒk+1(X) 4 p3k ≃ ℒk(p)
5 p3k+1 ≃ ℒk(j) 6 p3k+2 ≃ ℒk+1(g)（p = p0 であり、j ∶ ℒ (X) ↪ F1 は包含）
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不変量（ホモロジー）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録

岩瀬則夫,九大数理 微分空間の基礎 40/81



ホモロジー（準備）

Rを単位的可換環、Gを R-加群、S, Tを集合、� ∶ S → Tを写像とする。

定義 3.1.1. hom(S, G) = GS，S⊗G = { f ∈ GS ∣ ♯{ s ∈ S ∣ f(s) ≠ 0 } < ∞ } ⊂ hom(S, G)と置

く。以後、f ∈ S⊗Gを形式和
k∑
i=1

gi⋅si , gi = f(si), { s ∈ S ∣ f(s) ≠ 0 } = { s1, … , sk } の形で表す。

課題 3.1.2. hom(S, G)，S ⊗ Gに自然な R-加群の構造が入ることを示せ。

定義 3.1.3. �♯ ∶ S ⊗ G → T ⊗ Gと �♯ ∶ hom(T, G) → hom(S, G)を次で定める。
1 �♯(

∑
i：有限個

gi⋅si) =
∑

i：有限個
gi⋅�(si) 2 �♯(f) = f◦�

課題 3.1.4. f = ∑
i：有限個

gi⋅si，g = �♯(f)と置くと、g(t) =
∑

s∈�−1(t)
f(s)であることを示せ。

用語. 次数付き R-加群 {An}n∈ℤをA∗ = ⊕
n∈ℤ

An（{An}n∈ℤをA∗ = ⊕
n∈ℤ

An）のように表す。
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ホモロジー（滑らかな特異複体Ⅰ）
記号. $± ∶ ℝ ↠ [−1, 1]を$±(t) = sgn(t)⋅$0(|t|)により定め、Cn = In±，I± = ℝ∕$±と置
く。またこれには潜射 �± ∶ ℝn → Cnが付随する。特に I0 ≅ I±（微分同相）である。

課題 3.1.5. §1.1で導入したユークリッド空間の間の滑らかな写像 �, �±i , "j が各々微分圏に
於ける滑らかな写像 � ∶ C−1 → C0, �±i ∶ Cn → Cn+1, "j ∶ Cn+1 → Cnを誘導することを示せ。

上の課題で得られる圏を□で表し、Xを微分空間、Rを単位的可換環、Gを R-加群とする。

定義 3.1.6. Sn(X) = C∞(Cn, X)，∆n(X) =
⋃

j "
♯
j(Sn−1(X)), "

♯
j ∶ Sn−1(X) → Sn(X)と置く。

定義 3.1.7. “滑らかな”特異（余）鎖複体を次で定義する。ただし �′ = 1+�1
2
（� = ±）とする。

1 C̃n(X; G) =
Sn(X) ⊗ G
∆n(X) ⊗ G

2 C̃n(X; G) = Ker { hom(Sn(X), G) → hom(∆n(X), G) }

3 ) = ∑
i,�
(−1)i+�′��i ♯ ∶ C̃n+1(X; G) → C̃n(X; G), n ≥ 0，) = �♯ ∶ C̃0(X; G) → C̃−1(X; G)

4 � = ∑
i,�
(−1)i+�′�� ♯i ∶ C̃n(X; G) → C̃n+1(X; G), n ≥ 0，� = �♯ ∶ C̃−1(X; G) → C̃0(X; G)
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ホモロジー（滑らかな特異複体Ⅱ）

(X,A)を微分空間対、Rを単位的可換環、Gを R-加群、i ∶ S∗(A) ↪ S∗(X)を包含写像とする。

課題 3.1.8. ) ∶ C̃n+1(X; G) → C̃n(X; G)と � ∶ C̃n(X; G) → C̃n+1(X; G)が well-definedな R-準
同型であり、各々 )) = 0と �� = 0を満たすことを示せ。

定義 3.1.9. 非簡約型の “滑らかな”特異（余）鎖群を次で定義する。

1 Cn(X,A; G) =
C̃n(X; G)

i∗(C̃n(A; G))
2 Cn(X,A; G) = Ker { i∗ ∶ C̃n(X; G) → C̃n(A; G) }

課題 3.1.10. ) ∶ C̃n+1(X; G) → C̃n(X; G)と � ∶ C̃n(X; G) → C̃n+1(X; G)は各々 C∗(X,A; G)，
C∗(X,A; G)上の準同型を誘導し、さらに )) = 0，�� = 0を満たすことを示せ。

ここでは X = (X, ∅)と考え、Cn(X; G) = Cn(X, ∅; G)，Cn(X; G) = Cn(X, ∅; G)と置く。

注. C̃n(X; G)や C̃n(X; G)を単独で考える場合は X ≠ ∅と仮定することが多い。
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ホモロジー（滑らかな特異ホモロジー）
(X,A)を微分空間対、Yを微分空間、Kを位相空間とする。

定義 3.1.11. 以下のように “滑らかな”特異（コ）ホモロジー群を定義する。
1 Zn(X,A; G) = Ker{ ) ∶ Cn(X,A; G) → Cn−1(X,A; G) } ⊂ Cn(X,A; G)
2 ℬn(X,A; G) = Im{ ) ∶ Cn+1(X,A; G) → Cn(X,A; G) } ⊂ Zn(X,A; G) ⊂ Cn(X,A; G)
3 Zn(X,A; G) = Ker{ � ∶ Cn(X,A; G) → Cn+1(X,A; G) } ⊂ Cn(X,A; G)
4 ℬn(X,A; G) = Im{ � ∶ Cn−1(X,A; G) → Cn(X,A; G) } ⊂ Zn(X,A; G) ⊂ Cn(X,A; G)

5 ℋn(X,A; G) =
Zn(X,A; G)
ℬn(X,A; G)

6 ℋn(X; G) = Zn(X,A; G)
ℬn(X,A; G)

注. 随伴性T∞ ⊣ D∞から Sn(D∞K) = Sn(K)（連続の意味での特異 n-立方体全体）が従うの
で、自然な同型 ℋn(D∞K;G) ≅ Hn(K; G) とℋn(D∞K;G) ≅ Hn(K; G) が存在する。

注. C̃n(X; G)と C̃n(X; G)を用いれば、同様に ℋ̃n(X; G)と ℋ̃n(X; G)を定義できる。
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ホモロジー（鎖準同型）
(X,A)，(Y, B)を微分空間対、f ∶ X → Yを C∞ 写像とする。

用語 3.1.12. f(A) ⊂ Bのとき、f ∶ (X,A) → (Y, B)と表し、これを滑らかな対写像と呼ぶ。

課題 3.1.13. 滑らかな対写像 f ∶ (X,A) → (Y, B)に対して、�(�) = f◦�により与えた写像 �
= f♯ ∶ Sn(X) → Sn(Y)がうまく定義され、�(Sn(A)) ⊂ Sn(B)を満たすことを示せ。

以下、� = f♯を滑らかな対写像 f ∶ (X,A) → (Y, B)から課題 3.1.13で定まる写像とする。

定理 3.1.14. �は準同型 �♯ ∶ Cn(X,A; G) → Cn(Y, B; G)と �♯ ∶ Cn(Y, B; G) → Cn(X,A; G)
を誘導し、次が成立する。

1 )◦�♯ = �♯◦)（従って �♯は鎖純同型） 2 �◦�♯ = �♯◦�（従って �♯は余鎖純同型）

系 3.1.15. �∗ ∶ ℋn(X,A; G) → ℋn(Y, B; G)と �∗ ∶ ℋn(Y, B; G) → ℋn(X,A; G)が誘導される。

注. 全く同様に �∗ ∶ ℋ̃n(X; G) → ℋ̃n(Y; G)と �∗ ∶ ℋ̃n(Y; G) → ℋ̃n(X; G)を定義できる。
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不変量（交代代数）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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交代代数（余接ベクトル）

U ⊂ ℝnを開集合とする。a ∈ Uでの接ベクトルとは、U内に描かれた 
(0) = aを満たす滑ら
かな曲線 x = 
(t)，t ∈ ℝの t = 0での方向ベクトル d


dt
(0) = vのことである。特に aから第 i

軸 xiに平行かつ正の方向に出る単位ベクトルを eiとする。任意の滑らかな写像 � ∶ U → Vに
対して、合成写像 �◦
 ∶ ℝ → Vは �(a)での接ベクトル �∗(v) = D(�)d


dt
(0) = D(�)vを定める。

定義 3.2.1. 点 a ∈ Uでの方向微分の全体 TaUを aでの接空間と呼び、E =ℝ{ )
)x1

, … , )
)xn

} ≅

ℝn（aによらない表記）で表す。また TU =U ×E =⋃
a∈U TaUで定まる Tは共変関手である。

さて、滑らかな関数 f ∶ U → ℝは a ∈ Uでの接ベクトル d

dt
(0) = vを実数 df◦


dt
(0) = df

dx
(a)⋅v

に写す線形関数を与える。従って、df
dx
(a) = ( )f

)x1
(a), … , )f

)xn
(a))は余接ベクトルであり、これ

を dfaまたは単に dfと記す。第 i座標関数 xi ∶ U → ℝに対しては、d(xi◦
)
dt

(0)は vの第 i成

分を与え、dxi が第 i基本ベクトル ei の双対 e∗i = ei に一致するから次の式を得る。
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交代代数（交代代数Ⅰ）

U ⊂ ℝn，V ⊂ ℝmを開集合とし、xi ∶ ℝl → ℝを第 i座標への射影（l = n又はm）とする。

dfa =
)f
)x1

(a)⋅ dx1 +⋯+ )f
)xn

(a)⋅ dxn

注. 逆に vは fの v方向の方向微分を与え、基本ベクトル ei の二重双対は
)
)xi

||||||x=a
である。

また任意の滑らかな写像 � ∶ V → U（�(b) = a）は、yi = xi◦� ∶ V → ℝにより、aでの余接
ベクトル dxi から bでの余接ベクトル dyi = �∗(dxi) = ∑m

j=1
)yi

)xj
dxj（1≤i≤n）を定める。

定義 3.2.2. 点 a ∈ Uでの余接ベクトルの全体 T∗aUを E∗ = ℝ{ dx1, … , dxn }と同一視し、a
での余接空間と呼ぶ。また T∗U =U × E∗ =⋃

a∈U T
∗
aUと定めると T∗は反変関手である。

定義 3.2.3. Altp(E) = { f ∶
p∏E → ℝ（多重線形写像）∣ fは交代性をもつ }（p≥1）と定め

る。ただし、Alt0(E) = ℝと考える。このとき、Alt1(E) = E∗である。
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交代代数（交代代数Ⅱ）
! ∶

p∏E → ℝ，� ∶
p∏E → ℝを多重線形写像とし、Snを (1, … , n)の順列の全体とする。

定義 3.2.4. 次の式で Alt (!) ∶
p∏E → ℝと !⋅� ∶

p+q∏E → ℝを定める。
1 Alt (!)(a1, … , ap) = 1

p!
∑

�∈Sp

sgn(�)⋅!(a�(1), … , a�(p))

2 (!⋅�)(a1, … , ap, b1, … , bq) = !(a1, … , ap)⋅�(b1, … , bq)（∴ 1⋅� = �かつ !⋅1 = !）

課題 3.2.5.『! = Alt (�)
ならば
⟹ ! ∈ Altp(E)』を示せ。

課題 3.2.6.『∀!̂ ∶
p∏E → ℝ（多重線形写像） !̂ ∈ Altp(E)

同値
⟺ !̂ = Alt (!̂)』を示せ。

定義 3.2.7. ! ∧ � = (p+q)!
p!⋅q!

Alt (!⋅�)（∴ � ∈ Altp(E)ならば 1 ∧ � = �かつ � ∧ 1 = �）

定理 3.2.8. !i ∈ Altpi (E)（i=1, 2, 3）のとき、『!1 ∧ (!2 ∧ !3) = (!1 ∧ !2) ∧ !3』である。

定理 3.2.9.（交代性）!i ∈ Altpi (E)（i=1, 2）のとき、『!1 ∧!2 = (−1)p1p2 ⋅!2 ∧!1』である。
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交代代数（交代代数Ⅲ）
用語. 交代性（定理 3.2.9）を満たす多重線形な積を持つ代数を交代代数と呼ぶ。

課題 3.2.10. !i ∈ Alt1(E)（1≤i≤p）に対して、次を示せ。
1 � ∈ Sp（p次対称群）ならば !�(1) ∧⋯ ∧ !�(p) = sgn�⋅!1 ∧⋯ ∧ !p

補題 3.2.11. !i ∈ Alt1(E)（1≤i≤p）に対して ! = !1 ∧⋯ ∧ !pとすると、次が成立する。

!(e1, … , ep) = det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

!1(e1) !1(e2) ⋯ !1(ep)
!2(e1) !2(e2) ⋯ !2(ep)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

!p(e1) !p(e2) ⋯ !p(ep)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

系 3.2.11.1. !i ∈ Alt1(E)（1≤i≤p）のとき 1 !1 ∧⋯∧ !p ≠ 0 ⟺ !1, … , !pは一次独立

[n] = { 1, … , n }とし、M(p, n) = { � ∶ [p] → [n] ∣ �は順序を保つ単射 }とする。

定理 3.2.12. dimAltp(E) = (np)かつ { dx�(1) ∧⋯ ∧ dx�(p) }�∈M(p,n)が Altp(E)の基底である。
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不変量（de Rham理論）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数,de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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de Rham理論（開集合上）
定義 3.3.1. 開集合U ⊂ ℝn上の滑らかな写像 ! ∶ U → Altp(E)，0≤p≤n，をU上の p次微
分形式と呼び、その全体を Λp(U)で表す。0次微分形式はU上滑らかな関数である。

注. Alt∗(E)の交代代数の構造が Λ∗(U)に遺伝し、後者も交代代数となる。

U ⊂ ℝn，V ⊂ ℝmを開集合、� ∶ V → Uを滑らかな写像、!をU上の p次微分形式とする。

命題 3.3.2. !は以下の様に表示することができる。
!(u) =

∑

�∈Mp,n

f�(u)⋅ dx�(1) ∧⋯ ∧ dx�(p), f� ∈ C∞(U,ℝ), u ∈ U

定義 3.3.3. yi = xi◦� ∶ V → ℝと置くと、!から V上の p次微分形式 �∗!が次で定まる：

(�∗!)(v) =
∑

�∈Mp,n

f�(�(v)) ⋅
∑

�∈Mp,m

)(y�(1),…,y�(p))
)(x�(1),…,x�(p))

⋅ dx�(1) ∧⋯ ∧ dx�(p), v ∈ V

ここで、p = 0かつ ! = ' ∶ U → Alt0(E) = ℝならば、�∗' = '◦�である。

用語. 反変関手 Λ∗ ∶ Openop → Setをここでは交代代数関手（固有名詞！）と呼ぶ。
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de Rham理論（微分空間上）
X = (X,DX)，Y = (Y,DY)を微分空間、U ⊂ ℝnを開集合とする。

(心). プロット P ∶ U → Xに対して、p次微分形式 !P ∶ U → Altp(E)が “自然な形で”与え
られるとき、これを X上の p次微分形式と呼んで（単に）!で表したい。自然とは、対応
!(U) ∶ DX(U) ∋ P ↦ !P ∈ Λp(U)が、任意の � ∶ V → Uに対して次を満たすことである：

�∗!P = !P◦�
つまり
⟺ Λp(�)◦!(U) = !(V)◦DX(�)

注. 以後、紛れのない場合、!(U) ∶ DX(U) → Λp(U)を単に !で表すことがある。

定義 3.3.4. 微分空間 X上の p次微分形式とはDX から Λpへの自然変換である。またその全
体をΩp(X)で表す。特にΩ0(X)はX上の滑らかな関数の全体である。実際、! ∈Ω0(X)は plot
cx ∶ {∗} → {x} ⊂ Xに対して !cx ∈ Λ0({∗}) ≅ ℝを満たすので f(x) = !cx (∗)と定めれば、自然
性から ∀P f◦P = !Pを得る。右辺が常に滑らかであるので、fは滑らかである。

定義 3.3.5. 滑らかな写像 f ∶ X → Yに対して、f∗ ∶ Ωp(Y) → Ωp(X)を次で定める。
(f∗!)P = !f◦P ∶ U → Altp(E), ! ∈ Ωp(Y), P ∈ DX(U), U ∈ Obj(Open)
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de Rham理論（外微分Ⅰ）

開集合U ⊂ ℝn上の滑らかな関数 f ∶ U → ℝは次の式を満たす。

df = )f
)x1

(a)⋅ dx1 +⋯+ )f
)xn

(a)⋅ dxn

U上の p次微分形式 � = ∑
�∈Mp,n

f�⋅ dx�(1) ∧⋯ ∧ dx�(p), f� ∈ C∞(U,ℝ)をとる。

定義 3.3.6.（外微分）d� =
∑

�∈Mp,n

df� ∧ dx�(1) ∧⋯ ∧ dx�(p)と定める。

課題 3.3.7. n = 3で � = p dx1 + q dx2 + r dx3のとき、次を示せ。

d� = ( ) r
)x2

− ) q
)x3

) dx2 ∧ dx3 + ( )p
)x3

− ) r
)x1

) dx3 ∧ dx1 + ( ) q
)x1

− )p
)x2

) dx1 ∧ dx2

課題 3.3.8. n = 3で � = p⋅ dx2 ∧ dx3 + q⋅ dx3 ∧ dx1 + r⋅ dx1 ∧ dx2のとき、次を示せ。

d� = ( )p
)x1

+ ) q
)x2

+ ) r
)x3

) ⋅ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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de Rham理論（外微分Ⅱ）
U ⊂ ℝn，V ⊂ ℝmを開集合、d ∶ Λp(U) ∋ � ↦ d� ∈ Λp+1(U)を外微分を与える写像とする。

定理 3.3.9. d ∶ Λp(U) → Λp+1(U)は線形写像である。

定理 3.3.10. � = f⋅ dxi1 ∧⋯ ∧ dxip のとき、d� =
p∑

j=1

) f
)xj

dxj ∧ dxi1 ∧⋯ ∧ dxip である。

定理 3.3.11. � ∈ Λp(U)に対して dd� = 0が成立する。

定理 3.3.12. � ∈ Λp(U)，� ∈ Λq(U)に対して d(� ∧ �) = d� ∧ � + (−1)p� ∧ d�が成立する。

課題 3.3.13. dは四つの定理（3.3.9〜 3.3.12）を満たす唯一のものであることを示せ。

定理 3.3.14. 滑らかな写像 � ∶ V → Uに対して �∗(d�) = d�∗(�)が成立する。

U ⊂ ℝnを開集合、D ⊂ Uを区分的に滑らかな境界を持つ p次元曲面、� ∈ Λp−1(U)とする。

定理 3.3.15.（Stokes）∫
D
d� = ∫

)D
� （p = 1のときは微分積分学の基本定理である）
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de Rham理論（外微分Ⅲ）
X = (X,DX)，Y = (Y,DY)を微分空間、U ⊂ ℝnを開集合とし、自然変換 ! ∶ DX → Λpを p
次微分形式とする。ここで自然変換 !の実体は写像 ! = !(U) ∶ DX(U) → Λp(U)である。

定義 3.3.16. d! ∶ DX → Λp+1
定義
⟺ (d!)(U) = d◦!(U) ∶ DX(U) → Λp+1(U)と定める。

定理 3.3.17. d ∶ Ωp(X) → Ωp+1(X)は線形写像である。

定理 3.3.18. ! ∈ Ωp(X)に対して d2! ≡ dd! = 0が成立する。

定理 3.3.19. ! ∈ Ωp(X)，� ∈ Ωq(X)に対して d(! ∧ �) = d! ∧ � + (−1)p!∧d�が成立する。

命題 3.3.20. 滑らかな写像 f ∶ X → Yは f∗◦d = d◦f∗ ∶ Ωp(X) → Ωp+1(Y)を満たす。

定義 3.3.21. ℋp
dR(X) =

Ker { d ∶ Ωp(X) → Ωp+1(X) }
Im { d ∶ Ωp−1(X) → Ωp(X) }

（de Rhamコホモロジー）

定理 3.3.22. 滑らかな写像 f ∶ X → Yは準同型 f∗ ∶ ℋp
dR(Y) → ℋp

dR(X)を誘導する。
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完全性（M-V完全列）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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M-V完全列（単位の分割）
K ⊂ E ≅ ℝnを図形とし、Uを Kの開被覆とする。

定義 4.1.1. 滑らかな関数の族 { �U ∶ K → [0,∞) ∣ U ∈ U }がUに属する単位の分割である
とは
⟺ 1 supp �U ⊂ U 2 ∀x∈K ♯{U ∣ �U(x) ≠ 0 } < ∞ 3

∑

U
�U(x) = 1（x ∈ K）

命題 4.1.2. 図形 K ⊂ E上に与えられた開被覆Uに属する単位の分割は常に存在する。

Xを微分空間、Uを Xの開被覆、Mを多様体とする。

定義 4.1.3. { �U∈Ω0(X) ∣ U ∈ U }がUに属する単位の分割である
とは
⟺ ∀V∈OOpen ∀P∈DX(V) { �

U(P) ∣ U ∈ U }は { P−1(U) ∣ U ∈ U }に属する単位の分割である。

課題 4.1.4. 定義 4.1.1の条件①〜③は、任意のUに対して、次の三条件に加えて �U(P) =
fU◦Pを満たす滑らかな関数 fU ∶ U → ℝが存在することと同値であることを示せ。

1 ∀U∈U suppfU ⊂ U 2 ∀x∈X ♯ {U∈U ∣ fU(x) ≠ 0 } < ∞ 3
∑
U∈U

fU(x) = 1（x ∈ X）
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M-V完全列（de Rham）
滑らかな特異コホモロジーと de Rhamコホモロジーは形式的にはよく似ている。この事実は
形式上のみに留まるのか、あるいは実質的にも同じなのか、という問いは大変自然である。

定理 4.1.5. T∞(X)の任意の開被覆に対して、X上でこれに属する単位の分割があるならば、
ℋp

dR(X) ≅ ℋp(X;ℝ)が成立する。

系 4.1.5.1. ℋp(M;ℝ) ≅ ℋp
dR(M)（いわゆる de Rhamの定理）が成立する。

では一般に de Rhamの定理は成立するの？ あるいはしないの？

例 4.1.6. トーラス T = ℝ2∕ℤ2へのℝの作用を t⋅(x, y) = (x+t, y + �⋅t)（�は無理数）で定
め、その軌道全体を T�とすると、T� = ℝ2∕(ℤ2 +ℝ⋅(1, �)) = ℝ∕(ℤ+�ℤ)を得る。この空間を
I-Zemmourの irrational torusと呼ぶ。T� には射影 � ∶ ℝ → T� の押し出しとしての微分構造が
入り、�は潜射となる。この T�に対しては de Rhamの定理は成立しないことが知られている。

…以下定理 4.1.5を目指し、順を追って解説する。
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M-V完全列（Mayer-Vietoris）
Xを微分空間、Uを位相空間T∞(X)の開被覆とする。

用語. Uが Xの良い被覆であるとは、U に属する単位の分割が存在することである。

さて、包含写像 it ∶ U1 ∩ U2 ↪ Ut と jt ∶ Ut ↪ X, t = 1, 2,は次で与えられる鎖準同型
Ψ ∶ Ωp(X) → Ωp(U1) ⊕ Ωp(U2)と Φ ∶ Ωp(U1) ⊕ Ωp(U2) → Ωp(U1 ∩ U2)を誘導する：

Ψ(!) = i∗1! ⊕ i∗2!, Φ(�1 ⊕ �2) = j∗1�1 − j∗2�2

定理 4.1.7. U = {U1, U2 }が Xの良い被覆のとき、次の長完全列が得られる。

ℋ0
dR(X) → ⋯ → ℋp

dR(X)
Ψ∗
,,→ ℋp

dR(U1)⊕ℋ
p
dR(U2)

Φ∗
,,→ ℋp

dR(U1 ∩ U2)

→ ℋp+1
dR (X)

Ψ∗
,,→ ℋp+1

dR (U1)⊕ℋ
p+1
dR (U2)

Φ∗
,,→ ℋp+1

dR (U1 ∩ U2) → ⋯

ただし Ψ∗と Φ∗は、Ψと Φから de Rhamコホモロジーに誘導される準同型である。
Ψ∗[!] = ([i∗1!], [i

∗
2!]), Φ∗([�1], [�2]) = [j∗1�1 − j∗2�2]
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M-V完全列

定理 4.1.7の証明: 次が短完全列であることを示せばよい。

0⟶ Ωp
dR(X)

Ψ
,→ Ωp(U1)⊕Ωp(U2)

Φ
,→ Ωp(U1 ∩ U2)⟶ 0

1 (KerΨ = 0) X上の p次微分形式 ! ∶ DX → Λpが i∗t ! = 0（t = 1, 2）を満たすとする。
P ∈ DX(V)をとると、P|P−1(Ut) ∈ DUt (P

−1(Ut))より (i∗t !)(P|P−1(Ut)) = 0を得る。包含写像
it ∶ Ut ↪ Xに関する自然性から !(P|P−1(Ut)) = 0であり、包含写像 P−1(Ut) ↪ Vに関する自
然性から !(P)|P−1(Ut) = 0である。ここで V = P−1(U1) ∪ P−1(U2)より ! = 0を得る。

2 (ImΨ = KerΦ) ⊃のみを示す。Ut上の p次微分形式 �t ∶ DUt → Λp（t = 1, 2）をとる。
P ∈DX(V)をとると P|P−1(Ut) ∈DUt (P

−1(Ut))である。ここで、j∗1�1 = j∗2�2であるとすると、
�1(P−1(U1))|U2 = �2(P−1(U2))|U1 より �12|U1 = �1(P−1(U1))かつ �12|U2 = �2(P−1(U2))を満た
す �12 ∈Λp(V)がとれるから、�(P) = �12と置く。これで p次微分形式 � ∶ DX(V) → Λp(V)が
定まり、作り方から Ψ(�) = (�1, �2)を満たすが、詳細には立ち入らない。

3 (CokerΦ = 0) 単位の分割を用いて零拡張を行えばよい。
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完全性（滑らかな複体）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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滑らかな複体（痩せたCW複体）
記号. 1 Dn = { x ∈ ℝn ∣ ‖x‖ ≤ 1 } 2 Sn−1 = ℝn ∖ Int Dn ⊂ ℝn

Aを微分空間、X = {Xn}n≥−1を微分空間の列でA ↪ Xn, n ≥ −1が入射であるとする。

定義 4.2.1. Xが次を満たすとき、対 (X,A)を痩せた相対 CW複体と呼ぶ。
1 X−1 = Aかつ colim

n
Xn = X

2 各 n ≥ 0に対して、n胞体 {en�}を接着する滑らかな写像 ℎn ∶ Sn ∶= ⨿
�
Sn−1� → Xn−1が

とれて、Xnは ℎnと包含写像 Sn ↪ Dn ∶= ⨿
�
ℝn
� の押し出しである。

用語 4.2.2. A = ∅のとき、Xを痩せた CW複体と呼ぶ。このとき dimXn ≤ nである。

系 4.2.2.1. 左随伴関手T∞ ∶ Diffeology→ NGTopは colimを保つから、(T∞(X), T∞(A))は
位相的な意味での相対 CW複体である。

定理 4.2.3. 位相的な CW複体は、痩せた CW複体に位相的にホモトピー同値である。
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滑らかな複体（特別な関数）

定義 4.2.4. 実数全体で定義された滑らかな関数 lを次で与える。l(t) = {
e−1∕t, t > 0,
0 t ≤ 0.

課題 4.2.5. 次の①〜④を満たす滑らかな関数 � ∶ ℝ → ℝを与えよ。また①〜⑤ではどうか？
1 �は実数全体で単調増加である。 2 �◦$0 = � 3 �(0) = 0かつ �(1) = 1
4 �(t) + �(1−t) = 1, t ∈ ℝ 5 �は (0, 1)上微分可能で 0 < �′(t) ≤ �′(1∕2) < 2を満たす。

注. �は滑らかな写像 �0 ∶ I0 → ℝを誘導する。

�(t) = ∫
1∕2+t

0
�(x) dxと置く。ただし、�は上の①〜⑤を満たす滑らかな関数である。

課題 4.2.6. 次の四つを証明せよ。
5 �(t) = 0 if t ≤ −1∕2, 6 �(t) = t if t ≥ 1∕2. 7 0 < �(0) < 1∕8,
8 �は実数全体で単調増加であり、[−1∕2,∞)上では狭義単調増加である.
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滑らかな複体（滑らかなハンドル）

記号 4.2.7. 次のようにℝn内の図形を定める。

Dn =
{
v ∈ ℝn ∣ ‖v‖ ≤ 1

}
, Sn−1 =

{
v ∈ ℝn ∣ ‖v‖ = 1

}

Sn−1 =
{
u ∈ ℝn ∣ ‖u‖ ≥ 1

}
≅ Sn−1 × [1,∞),

記号 4.2.8. 次のようにℝn × ℝm内の図形を定める。

Dn,m =
{
(u, v) ∈ ℝn × ℝm ∣ ‖u‖ ≥ 1 − �(2−‖u‖−‖v‖)

}
,

Sn−1,m =
{
(u, v) ∈ ℝn × ℝm ∣ ‖u‖ ≥ 1

}
.

課題 4.2.9. D1,1を図示せよ。

用語 4.2.10. Dn,mを滑らかなハンドルあるいは (n,m)-独鈷などと呼ぶ。

課題 4.2.11. Sn−1 × ℝm = Sn−1,m ⊂ Dn,m ⊃ ℝn × Dmを示せ。
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滑らかな複体（太ったCW複体）

A = (A, Å)を微分空間対、X = {Xn = (Xn, X̊n)}n≥−1を微分空間対の列、(A, Å) ↪ (Xn, X̊n),
n ≥ −1は対の入射であるとする。

定義 4.2.12. Xが次を満たすとき、(X, X̊∶A, Å)を太った相対 CW複体と呼ぶ。
1 (X−1, X̊−1) = (A, Å)かつ colim

n
(Xn, X̊n) = (X, X̊)

2 各 n ≥ 0に対して、nハンドル {en,m�
� }を接着する滑らかな写像 ℎn ∶ Sn = ⨿

�
Sn−1,m�
� →

Xn−1で ℎn(Int Sn) ⊂ X̊n−1を満たすものがとれて、次が成立する。
1 Xnは ℎnと Sn ↪ Dn = ⨿

�
Dn,m�
� の押し出しである。

2 X̊nは ℎn ∶ Int Sn → X̊n−1と Int Sn ↪ IntDn = ⨿
�
IntDn,m�

� の押し出しである。

用語 4.2.13. A = ∅のとき、Xを太った CW複体と呼ぶ。このとき、w-dimXn ≤ nである。

注. 痩せた CW複体は、太った CW複体の特殊な場合である。
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滑らかな複体

用語 4.2.14. 接着写像 ℎnがすべて入射である太った CW複体を正則な CW複体と呼ぶ。

定理 4.2.15. 正則な CW複体は reflexiveである。

定理 4.2.16. 閉多様体は正則な CW複体である。

Diffeology� �

� �

Reflexive� �

� �

de Rham� �

� �

太った CW� �

� �

正則な CW� �
� �

Closed mfd� �
� �

痩せた CW� �
� �

I0 I±
⌢
０
次
元⌣

位相的な CW
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完全性（de Rham再び）

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体,de Rham再び
Ｆ付　録
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de Rham再び（微分形式）

X = (X,DX)を微分空間とし、交代代数関手 Λ∗をとる。

Convexを凸体全体と C∞写像の圏（これに被覆族を定めたのが Chenの siteである）とする。

定義 4.3.1. D̂X , Λ̂∗ ∶ Convexop → Setを Λ̂∗(F) = D̂Alt∗(E)(F)と次の式で定める。

D̂X(F) = { f ∶ F → X ∣ ∃U� ∶ open ∃g�∈DX(U�) F ⊂ ⋃
�
U�, f = g� onU� ∩ F }（Chen♭ 構造）

定義 4.3.2. ! ∈ Ωp(X), F ∈ OConvex, Q ∈ D̂X(F)に対して、F ⊂ ⋃
�
U�，Q = Q� onU� ∩Fを

満たす開集合族 {U�}と Q� ∈DX(U�)がある。そこで !̂F(Q)|U�∩F = !U� (Q�)|U�∩F と定める。

記号 4.3.3. j ∶ □ → Convexを圏としての包含とする。

定義 4.3.4. D̂X◦jから Λ̂∗◦jへの自然変換を拡張微分形式と呼び、その全体を Ω̂∗(X)で表す。
本来の微分形式は j♯ ∶ Ω∗(X) → Ω̂∗(X) ⟺ (j♯!)C = !̂j(C)により拡張微分形式とみなせる。

岩瀬則夫,九大数理 微分空間の基礎 69/81



de Rham再び（拡張 de Rhamコホモロジー）
X = (X,DX)，Y = (Y,DY)を微分空間、C = Cnとし、p次拡張微分形式 ! ∶ D̂X → Λ̂pをと
る。ここで自然変換 !の実体は写像 ! = !C ∶ D̂X(C) → Λ̂p(C)である。

定義 4.3.5. d! ∶ D̂X → Λ̂p+1 ⟺ (d!)C = d◦!C ∶ D̂X(C) → Λ̂p+1(C)と定める。

定理 4.3.6. d ∶ Ω̂p(X) → Ω̂p+1(X)は線形写像である。

定理 4.3.7. ! ∈ Ω̂p(X)に対して dd! = 0が成立する。

定理 4.3.8. ! ∈ Ω̂p(X)，� ∈ Ω̂q(X)に対して d(! ∧ �) = d! ∧ � + (−1)p! ∧ d�が成立する。

命題 4.3.9. C∞-写像 � ∶ X → Yに対して �∗◦d = d◦�∗ ∶ Ω̂p(X) → Ω̂p+1(Y)が成立する。

定義 4.3.10. ℋ̂p
dR(X) =

Ker{d ∶ Ω̂p(X) → Ω̂p+1(X)}
Im{d ∶ Ω̂p−1(X) → Ω̂p(X)}

（拡張 de Rhamコホモロジー）

定理 4.3.11. C∞-写像 � ∶ X → Yは準同型 �∗ ∶ ℋ̂p
dR(Y) → ℋ̂p

dR(X)を誘導する。
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de Rham再び（de Rhamの定理）

Xを微分空間、Uを Xの開被覆、Mを多様体とする。

定義 4.3.12. { �U∈Ω̂0(X) ∣ U ∈ U }がUに属する拡張された単位の分割である
とは
⟺ ∀C∈O□ ∀P∈D̂X(j(C)) { �

U(P) ∣ U ∈ U }は { P−1(U) ∣ U ∈ U }に属する単位の分割である。

定理 4.3.13.（I-Izumida）XはUに属する拡張された単位の分割をもつ。

定理 4.3.14. （I-Izumida）U = {U1, U2 }が Xの開被覆のとき、次の長完全列が得られる。

ℋ̂0
dR(X) → ⋯ → ℋ̂p

dR(X)
Ψ∗
,,→ ℋ̂p

dR(U1)⊕ℋ̂
p
dR(U2)

Φ∗
,,→ ℋ̂p

dR(U1 ∩ U2)

→ ℋ̂p+1
dR (X)

Ψ∗
,,→ ℋ̂p+1

dR (U1)⊕ℋ̂
p+1
dR (U2)

Φ∗
,,→ ℋ̂p+1

dR (U1 ∩ U2) → ⋯

ただし Ψ∗と Φ∗は、Ψと Φから de Rhamコホモロジーに誘導される準同型である。
Ψ∗[!] = ([i∗1!], [i

∗
2!]), Φ∗([�1], [�2]) = [j∗1�1 − j∗2�2]
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de Rham再び（de Rhamの定理Ⅱ）

Xを微分空間とする。

定理 4.3.14を繰り返し用いれば、n骨格に関する帰納法により次が得られる。

定理 4.3.15.（I-Izumida）Xが痩せた CW複体ならばℋp(X;ℝ) ≅ ℋ̂p
dR(X) ≅ ℋp

dR(X)である。

全く同様な証明で、n骨格に関する帰納法により次の事実が得られる。ただしこれに対して
は、論文ではきちんとした証明を与えていないので、引用には注意されたい。

事実 4.3.16. Xが太った CW複体ならばℋp(X;ℝ) ≅ ℋ̂p
dR(X) ≅ ℋp

dR(X)が成立する。

最後まで聞いてくださって大変ありがとうございました。
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付　録

Ｓ背　景

１準　備 — 圏と関手,微分圏,基本性質

２基　礎 — 微分多様体,基本群,ホモトピー

３不変量 — ホモロジー,交代代数, de Rham理論

４完全性 — M-V完全列,滑らかな複体, de Rham再び

Ｆ付　録
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付　録（特別な関手）
例 5.4.1. 圏 Cの部分圏 C′に対して、包含O′ ⊂O，ℳ′ ⊂ℳで定まる関手を包含関手と呼ぶ。

定義 5.4.2. 圏 Cの部分圏 Dが次を満たすとき、充満であるという。
ℳD(A, B) = ℳC(A, B), ∀A, B ∈ Obj(D) ⊂ Obj(C)

ℱ = (ℱℳ , ℱO) ∶ C → Dを関手とし、ℱℳ(A, B) = ℱℳ ∶ℳC(A, B) →ℳD(ℱ(A),ℱ(B))と置く。

用語. ℱに関する条件を次のように定める。
1 ℱが忠実とは、任意のA, B ∈ Obj(C)に対してℱℳ(A, B)が単射となることである。
2 ℱが充満とは、任意のA, B ∈ Obj(C)に対してℱℳ(A, B)が全射となることである。
3 ℱが忠実充満であるとは、充満かつ忠実であるということである。

注. 関手ℱが「ℱO ∶ OC → ODが単射」を満たすとする。
1 ℱが忠実ならば Cは Dの部分圏とみなして良い。
2 ℱが忠実充満ならば Cは Dの充満部分圏とみなして良い。
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付　録（同型と同値）
定義 5.4.3. 関手ℱ ∶ C → Dが圏同型とは、ℱが忠実充満かつ次を満たすことである。

1 ℱO ∶ Obj(C) → Obj(D)が上への１対１対応である。

課題 5.4.4. 関手ℱ ∶ C → Dについて次が圏同値であることを証明せよ。
1 ℱは圏同型 2 ℱ◦Gとℱ◦Gが各々恒等関手である圏同型 Gが存在する。

定義 5.4.5. 　また、圏同型で同値になる圏を同型であると言う。

次に、圏 Dの二つの対象 X,Yに対して、次の同値関係「∼」を定める。
X ∼ Y ⟺ ∃f∶X→Y ∃g∶Y→X s.t. g ◦f=1X & f ◦g=1Y

定義 5.4.6. 関手ℱ ∶ C → Dが圏同値とは、ℱが忠実充満かつ次を満たすことである。
1 ∀Y∈Obj(D) ∃X∈Obj(C) s.t. F(X) ∼ Y in D

課題 5.4.7. 関手ℱ ∶ C → Dについて次が同値であることを証明せよ。（要選択公理）
1 ℱは圏同値 2 ℱ◦Gと G◦ℱが各々恒等関手と自然同値となる関手 Gが存在する。
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付　録（忘却と生成Ⅰ）
記号 5.4.8. 　 1 集合の圏を Setで表し、 2 群の圏を Groupで表す。

3 同様に定義される可換群の圏を Abelで表す。

定義 5.4.9. 圏 C = (O,ℳ, S, T, I, C)に対して、O′ ⊂ O，ℳ′ ⊂ℳが次の条件をみたすとき、
C′ = (O′,ℳ′)を Cの部分圏と呼ぶ。

1 S(ℳ′), T(ℳ′) ⊂ O′
2 I(O′) ⊂ ℳ′

3 C(ℳ′ ×O′ ℳ
′) ⊂ ℳ′

例 (忘却) 5.4.10. 群は群構造（積、単位元、逆元）を持つ集合であり、群構造を忘れればた
だの集合である。同様に準同型から積を保つ性質を忘れればただの写像である。これらの対応

1 FO ∶ Obj(Group) → Obj(Set) 2 Fℳ ∶ Mor(Group) → Mor(Set)
の対として忘却関手 F = (FO, Fℳ)を構成すると、次を満たす。

1 Fℳ(1G) = 1FO(G) 2 f ∶ G → Hならば F(f) ∶ FO(G) → FO(H)
3 f ∶ G → Hかつ g ∶ ℎ → Kならば Fℳ(g ◦f) = Fℳ(g)◦Fℳ(f)
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付　録（忘却と生成Ⅱ）

例 (生成) 5.4.11. 集合に対し、別に「単位元」を定めた上で形式的な「逆元」を与え、さらに
形式的な「積」によって自由群を構成することが可能である。このとき写像は自由群の生成元
の対応として形式的な「積を保つ」ように定義を拡張することで準同型となる。これらの対応

1 GO ∶ Obj(Set) → Obj(Group) 2 Gℳ ∶ Mor(Set) → Mor(Group)

の対 G = (GO, Gℳ)は生成関手と呼ばれ、次の条件を満たす。
1 Gℳ(1A) = 1GO(A) 2 f ∶ A → B ⟹ Gℳ(f) ∶ GO(A) → GO(B)
3 f ∶ A → Bかつ g ∶ ℎ → Kならば Gℳ(g ◦f) = Gℳ(g)◦Gℳ(f)

用語 5.4.12. 圏 C内で以下の用語を定める。
1 任意の対象 Bに対してMor(∅, B) = (一点集合)を満たす対象 0を Cの始対象と呼ぶ。
2 任意の対象Aに対してMor(A, 1) = (一点集合)を満たす対象 1を Cの終対象と呼ぶ。
3 始対象かつ終対象である対象 ∗を Cの基対象（又は零対象）と呼ぶ。
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付　録（様々な圏）

定義 5.4.13. 圏 C，Dに対して、クラスObj(C)，Obj(D)の合併クラスOとクラスMor(C)，
Mor(D)の合併クラスℳの組 (O,ℳ)として与えられる圏を C ⨿ Dで表し、合併圏と呼ぶ。

用語 5.4.14. 圏 C，Dに対して、クラスObj(C)，Obj(D)の直積クラスOとクラスMor(C)，
Mor(D)の直積クラスℳの組 (O,ℳ)として与えられる圏を直積圏と呼び、C × Dで表す。

用語 5.4.15. 圏 C，Dに対して、その間の関手の全体を対象の classとし、それら関手の間の
自然変換全体を射の classとする圏を圏 Cから圏 Dへの関手圏と呼び Funct(C, D)で表す。

定義 5.4.16. 圏 C = (O,ℳ, S, T, I, C)が圏 Dの内部圏であるとは、Oとℳが Dの対象であ
り、I, S, T, Cが Dの射であることとする。同様に、Cをもたない内部前圏が定義される。

用語 5.4.17. Setへの忠実関手を持つ圏は具象圏と呼ばれ、その関手は忘却関手と呼ばれる。
特に関手 1∗ = ℳC(1, −) ∶ C → Setが忠実となる対象 1を持つ圏 Cは強具象圏と呼ばれる。
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付　録（サイト）
Grothendieckは位相構造を空間から切り離し、豊富な構造を持つ圏（サイト）に押し込め、そ
の上の presheafとして実体化した。そして、Chenと Souriauによる微分構造をもつ空間のア
イデアも本質的な部分は Grothendieckのものと同様であった。以下 0 ≤ r ≤ ∞とする。

用語. 各対象に適当な意味で ‘被覆’（covering）が与えられた圏をサイト（site）と呼ぶ。各
対象の被覆全体は被覆族（covering family）、被覆族の全体は被覆系（coverage）と呼ばれる。

例 5.4.18. 集合と写像のなす圏 Setは自明な被覆系をもち、サイトとなる。

用語. 集合のサイト Setに自然に埋め込めるサイトを具象（concrete）であると言う。

用語. いかなる対象Uの被覆族 {Ui}の colimitも ‘自然’にかつ ‘うまく’定まってUとみなせ
るサイトを潜準（subcanonical）であると言う。

例 5.4.19. 任意の有限次元の Euclid空間の開集合のすべてとそれらの間の Cr 写像全体のな
す圏を Openrで表す。Openrは潜準具象サイトである。
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付　録（ホモロジー長完全列）

(X,A)，(Y, B)を微分空間対、f, g ∶ (X,A) → (Y, B)を滑らかな対写像とする。

定理 5.4.20. Xが一点空間のとき、ℋq(X; G) = 0（q ≠ 0）とℋ0(X; G) = Gが成立する。

定理 5.4.21. f, gのホモトピーH ∶ f ∼ gが滑らかな対写像H ∶ (X × I0, A × I0) → (Y, B)で
与えられるならば次の二つが成立する。

1 f∗ = g∗ ∶ ℋ∗(X,A; G) → ℋ∗(Y, B; G) 2 f∗ = g∗ ∶ ℋ∗(Y, B; G) → ℋ∗(X,A; G)

定理 5.4.22. 対 (X,A)に対して、次のホモロジーとコホモロジーの長完全列が付随する。

⋯ ℋq(A; G) ℋq(X; G) ℋq(X,A; G) ℋq−1(A; G) ℋq−1(X; G) ⋯w w w w w w

⋯ ℋq−1(A; G) ℋq−1(X; G) ℋq(X,A; G) ℋq(A; G) ℋq(X; G) ⋯w w w w w w

定理 5.4.23. Y ⊃ Aかつ対 (Y,A)が（滑らかな）近傍変異レトラクトならば、包含写像
j ∶ (X,A) ↪ (X ∪A Y,Y)は特異ホモロジー論・特異コホモロジー論双方で同型を誘導する。
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